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INTRODUCAO A LOGICA

Stephen Cole Kleene, “ Mathematical Logic”
John Wiley e Sons, 1967

OBJETIVO :

Estudar “argumentos”, no sentido de determinar se dadas conclusdes

“seguem

logicamente” de premissas dadas.

A légica ndo tenta determinar a veracidade das premissas iniciais (axionas).
No entanto, na ciéncia, quando as conclusdes sao testaveis ou observaveis, pode
aumentar a credibilidade nos axionas ou hipbéteses se conclusbes obtidas
rigorosamente dos mesmos sao validadas por experimentos.

Logica Dedutiva X Légica indutiva
Estudo de consequéncias de]Obtencdo de conclusdes a partir de
premissas dadas. observacbes repetidas de um
fendbmeno.
Argumento dedutivamente.
Legitimo: Aqueles nos quais se as 1° corvo: preto
premissas sao verdadeiras as 2° corvo: preto
conclusfes também séo. 3° corvo: preto
Prem. :
“Todos os jogadores da selecdo séo
craques” :
“Todos os craques guiam escorts” n° corvo: preto

Concl. :
“Todos os jogadores da selecéo
guiam escorts”

“Todos os corvos sao pretos”

Mais exemplos:

1)

F1. Se esta quente e umido entdo vai chover.
F2. Se esta umido entdo esta quente.

F3. Estda umido agora.

Pergunta: Vai chover?

Sejam: Q: est4 quente. (proposicao)

U: esta Umido.
C: vai chover.




Notacdo: F1:. Q U - C
F2:U - Q
F3: U
R:C

Porque? U (F3) - Q (F2) portanto U - Q OU (l6égica) —» C(F1).

2)
F1: Socrates € um homem.
F2: Todo homem € mortal.
(Concl.) F3: Socrates é mortal.(silogismo)
Sejam: H (x): x ¢ um homem  (predicado)
M (x): X € mortal
[ x: “para todo x” (quantificador universal)

F1: H (Socrates)
F2: Ox (H (X) - M (X))
F3: M (Sécrates)

O Uso da logica dedutiva, a partir de “axiomas” ou “postulados” na
matematica € conhecido pelo menos desde Euclides (320 B.C.) na geometria. Ele
partia de “termos primitivos” (ponto, reta, plano,...) e proposi¢cdes aparentemente
verdadeiras sobre esses termos (postulados) derivava por deducdo outras
proposicdes (teoremas).

Seu quinto postulado mostrou-se independente dos outros e mudando-o
outras geometrias (ndo euclidianas) foram geradas.

Realmente, o sistema de Euclides ndo era inteiramente formal. Ele usou
mais informacdo do que a dada pelos axiomas e regras de inferéncia. SO
recentemente essa informacao adicional foi claramente identificada e incluida nos
postulados por Pasch (1882) e Hilbert (1899).

LINGUAGENS

Como estudar a logica mateméatica de um modo sistémico sem usar a
propria légica?

Separagao de Linguagem
Légica em estudo — Linguagem “objeto”

Légica para estudar a légica — Linguagem do “observador” (meta
linguagem).

PARADOXOS

A idéia de se usar a légica (formal) para estudar os fundamentos da
matematica teve uma vida atribulada.



A teoria (formal) de conjuntos de Cantor (~1895) logo encontrou dificuldades
com a descoberta de inconsisténcias chamadas de “paradoxos”, que foram
posteriormente classificados como “l6gicos” e “semanticos”.

1) Légicos

Russell (1902)

Existem conjuntos que n&o contém a si mesmo
(Ex: conjunto das locomotivas)
Seja S o conjunto de todos esses conjuntos

Pergunta: S [0 S?
1) Se S [0 S entdo S n&do contém a si mesmo, SO S
2) Se S 0 S entao por definicdo SO0 S

Ouseja:SOS seesomentese SOS (?)
Uma verséao popular é a seguinte: (Russell, 1919)

“O barbeiro de uma vila faz a barba de todos os que nao barbeiam a si
proprios e somente deles”.

Pergunta: O barbeiro barbeia a si proprio?

2) Semanticos
- Edimenides (filésofo de Creta, século VI A.C.)
“Os cretenses nunca dizem a verdade"

se ela for verdadeira, é falsa, pois Edimenides era de Creta”.

Forma direta:
ESTA FRASE E FALSA
Se for verdadeira, entdo é falsa.
Se for falsa, entao é verdadeira.

Dilema do crocodilo

Um crocodilo roubou uma crianca.

Diz ao pai: “Eu devolvo a crianga se vocé adivinhar se vou devolvé-la ou
Resposta do pai: “Vocé néo vai devolvé-la”.

O que faria o crocodilo?

(nhoc, nhoc)

Faremos comentario mais tarde sobre os esforcos dos logicos e
matematicos para tratar os paradoxos ou evita-los.

Neste curso (inicialmente):
Célculo proposicional
Célculo de predicados de 12 ordem



tipo:

CALCULO PROPOSICIONAL

Teoria de Modelos
Teoria de Provas

PROPOSICOES

Dada uma sentenca declarativa e ndo uma interrogativa ou imperativa, do
P: “Jodo ama Maria”

Q: “A neve é preta”

R: “O Corinthians ganhou ontem”

Uma preposicao é o sentido de uma sentenca.

“Jodo ama Maria” e “Maria é amada por Joao” mesma prop.
5 <3 e “3>5" mesma prop.

Para representar proposi¢cdes compostas do tipo:
“Se o Corinthians ganhou entdo Joao festejou”.

Sao usados conectivos logicos. Elas séo representadas por “formulas” (Bem

formadas).

SINTAXE PARA AS FORMULAS

Atomos ou férmulas primas — correspondem a sentencas (simples) com

estrutura interna nao considerada.

P,Q,R,..

Moléculas ou férmulas compostas — construidas a partir dos atomos usando

conectivos dados (e so eles)

Equivaléncia -, [0 =, “sse”;
Implicagdo -, >, [, “se entdo”, “implica”, “s6 se”;

Conjuncdo [, =, &, n, “EY

Disjuncédo 0, [, +, “ou” (n&o exclusivo);

Negacao -, 0 0O, =, “nao”;

As letras:
A B, C, ..

Vao representar formulas. Por exemplo:
AO(BOC) A- (B> C)



Pode representar:
POMQUOP) P-(Q-P)

ou
((R)O(QROP)O(QOR)) ((R) - (QOP) - (QUR))
Regras:

1. Um atomo é uma féormula.

2. Se A é uma férmula, CA também é.

3. Se A e B sdo férmulas, entdo: A - B, A - B, A OB, A B também

4. As Unicas formulas sdo as formaveis por aplicacao finita das regras
acima.

PARENTESIS

S&o usados para evitar ambiguidade
A-BaoC
EA- (B~ C)ou(A-B)C?

Prioridade «, -, 0, 00O
Entdo C - AOB -~ CéC « ((AOB) - C);
Na légica classica faz-se uma série de simplificacdes:
- As proposicOes ou sao verdadeiras ou falsas;
“Joao é velho”.
- Os atomos sao identificaveis;
“A neve é cor de carvao”.
- N&o se pressupde valores verdade para 0s atomos;
“O Paraguai € o melhor time do mundo”.
-Oe e ~ sao comutativos;
“Maria casou e teve um filho”.
“Maria teve um filho e casou”.
“Me solta ou eu grito”.
“Eu grito ou me solta”.

Se cada a&tomo pode ser verdadeiro (V) ou falso (F) como determinar o
valor-verdade de cada molécula?



Seguindo as regras da sintaxe, basta saber como avaliar:
A-B, A-B, AUOB, A0U0B, 0OA

A B |A-B|]A_-B]|] AOB A DB OA
VvV Y Y Y Y F
V_F F F F Y
F V F Y F Y Y
F F Y Y F F

A leitura de A - B como “A implica B” em vez de “Se A ent&do B” traz alguns
inconvenientes.

Seja:
A: A prestacdo ao BNH subiu 20 %;
B: O filme “Duna” € o melhor em Sao Paulo.

Entdo (A - B) éV, pois A E F (?).
O mesmo com B:

O filme “Duna” é o pior em Sao Paulo.
Uma melhor leitura é:

“Se A é verdade, entdo B é verdade”.

(Essa implicacdo é chamada “material”).
Note também que o “ou” exclusivo teria um F na 12 linha (A ou B, mas néo
ambos).
Vocé vai comigo ou fica em casa.

No latim havia dois "ous” - AUT exclusivo;
- VEL inclusivo.
(O simbolo V para “ou” vem de VEL).

Exemplo:
A:(P - Q) - (OPOQ)

P Q P o Q oP OP 0Q A
vV V Y F F F
V F F F F Y
F V F Y Y Y
F F Y Y F F

Ou seja: A é verdadeira para VV (P)=F e VV (Q) = V;
OuVV (P)=VeVV(Q)=F.

Generalizando: Dada uma formula A com atomos P;... Py,
Uma “interpretacdo” I para A € uma associacdo de VV para cada P, (

existem 2" tais | ).

Se AavaliaAVsobl,entdo | “satisfaz” A.
Se A avalia A V sob qualquer | , A é uma “tautologia”.



Se A avalia A F sob qualquer | , A € uma “contradicao”.
(ex: A: P OOP);

Definicdo: A é uma tautologia « A é valida.
Definicdo: A € invalida se néo for valida.
Definicdo: A é uma contradicdo — A € inconsistente.
A é insatisfazivel.
Defini¢cdo: A € consistente se néo for inconsistente.
Definicdo: A é contingente se nao for valida nem inconsistente.

Contingente

Vélida Inconsistente

Sempre Sempre
\Y F
—_—

— Invalida
Consistnte 4—‘
Vamos escrever [ A se A for valida.
Ex F POOP

(F € um simbolo da metalinguagem);

Mais tarde veremos a relacdo entre formulas validas e formulas que podem

ser provadas (teoria das provas).

Algumas conclusdes:

v' Uma férmula é vélida sse sua negacéo é uma contradicao;

v' Uma férmula é invalida sse existe uma | sob a qual ela é falsa;

v Uma férmula é consistente se existe uma | sob a qual ela é

verdadeira;
v" Se uma férmula é valida entao ela é consistente;

v Se uma férmula é inconsistente entdo ela é invalida.

N&o € sempre necessério calcular o valor verdade de uma férmula a partir
de seus atomos para estabelecer sua validade. Se acharmos s6 “V” avaliando a

férmula a partir de componentes ndo-primos, ela é valida.

Ex: Seja a formula:
(PUQ) U (HRO(POQ));



Chamando A: P OQ B: [R;

Ela se torna:
AOBOA);

E a tabela:
A B AOBOA)
V V VV VVV
vV F VV FVV
F \Y FV VFF
F F FV FVF

(Que é a mesma tabela para, digamos, RO (SOR))

Teorema: (Substituicdo de atomos) seja E uma expressao B. F. contendo
somente os atomos Pg,..., P, e seja E* obtida de E substituindo P;....,P, por
formulas A, ...,A, uniformemente se FE entdio fE*.

Mais exemplos:

E:POMQDO(MPUQ) E* ADO(B U (A UB));

P Q POQO(POQ)) (ROS)O(TORDOSOT)
Vv Y VV VV VVV .

Vv F VV FV VFF

F Vv FV VF FFV .

F F FV FV FFF Como FE entdo FE*

Por outro lado para mostrar que uma férmula ndo é valida, em geral precisa-
se usar a tabela completa.
Ex: Seja a formula:
(POOP) OQ;
Chamando:
A:(POOP) B: Q;

Ela se torna:
A [0 B (contingente);
Mas a férmula original € valida, pois nela A é sempre F.

O converso do teorema néo € verdade, ou seja:
“Se kEE*entdo FE “néo é valido.
OF(FE" - (FE)) (ATENCAO: mistura de niveis!);



Teorema para quaisquer A, B e C:

N~ WNE

absurdo)

18.
19.
20.
21.
22.

bem!)

23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

=A - (B - A Afirmacéao do consequente (Ja visto)
=(A-B) - (A- (B - C)) - (A - C) cadeiade inferéncias
A - (B - (AOB))

FALB - A

=A0B - B

=A - AOB

B - ALB

F(A-C)-(B-C)-(AOB - C))

=(A - B) - (A - OB) - OA) reducédo ao absurdo

. FEOOA - A dupla negacéo
. FA-B)-(B-A) - (A-B))
. =(A<—>B)—>(B—>A)

=A A identidade

. F(A -5 B) - ((B- C)- (A C)) cadeia de inferéncias (outra forma)
.FA- (B ->C)- B - (A~ C) trocade premissas
.FA-(B->C) - AIB-C importacdo - e exportacdo «

Com17e09:
(A - B)O(A - OB)) - OA (outra forma de reducdo ao

=[JA - (A - B) negac¢ao do antecedente

= (A - B) o (B -~ OA) contraposicao

=A o A equivaléncia é reflexiva
(A - B) o (B o A equivaléncia é simétrica

=((A - B)OMB - C)) - (A o C) equivaléncia é transitiva (ainda

L(AOB)OC - AOMBOC) }

=(AOB)OC o AOMBOC) Oe Osao associativas
A LB - BOA

=ALB o BOA Oe Oséo comutativos
=A0(BOC) -« (AOB)O(ADC)

=AOBOC) « (AOB)OATOCQC) distributividade
FALOA o A
=ADOA o A idempoténcia

A D(ADB) o A }

=A (A OB) o A J leis da eliminagéo

=[J0A - A lei completa da dupla negagéo

= [1(A OOA) negativa da contradicdo

=A OOA “tertium non datur” ou principio do bem excluido
- 0(AOB) « DAODB

- 0(AOB) - DAOOB de Morgan

= (A - B) « AODOB negacéao da implicacao




OA -B) - ADOB

FVVV VVFFV

V VFF VVVVF

F FVV V FFFV

nn<|<|>
n<|ni<|m

F FVF V FFVF

| r

} de Morgan

39. FAOB - O(OAOOB)

40. F AOB - O(OAOOB)

41. F A - B - OADOOB)

42. F A - B - OAOB (muito usado para eliminar A
43. F AOB - O(A - OB)

44. F AUOB - UA - B

Mais exemplos de provas:

9.

(A = OB) » OA)

FFV VFV

VFV VVEF

vV V
V.V VVF FFV
vV F
vV F

0(AOB) - OA

0B

F VVV

V FV FV

F VVF

V FV VF

F FVV

V VF FV

V FFF

V VF VF

A

| <|TMMO

A

-)

Sugere-se que o0 aluno construa tabelas para varias férmulas validas da lista

até que esteja seguro quanto ao método de construcéo das tabelas.

Se a tabela de verdade para uma formula E é conhecida, podemos construir

uma tabela com mais atomos, repetindo a tabela de E.

10



Ex:
E]_: P2 U P3 E2: Pz — P2 U P3 E3: Pl U P3

P3

N

r

TTITITNI<<<<LDT
TTI<<TTIN<<JT
nm<<<<<LMm
<<<<<<<<m
T <T<J

NM<S<TI<TI<T<
N\

De qualquer modo, se E for valida, a coluna na tabela com mais atomos s6
terd V's.

Para os proximos teoremas lidando com formulas A e B, podemos imaginar
uma tabela com todos os atomos que aparecam em A e B (ou mesmo mais
atomos).

Teorema: Se FAe fFA - Bentdo B (Modus Ponens).

Idéia da prova:
Imagine a (super) tabela mencionada. Nela, como |=A, a coluna de A
s6 tem V’s. Para que a coluna de A - B s6 tenha V’s, é preciso que B seja V em
todas as linhas.

Teorema: a) Para cada interpretacdo, A -~ B é V sse A e B tem 0 mesmo
valor verdade.

b) |=A -~ B sse A e B tem a mesma tabela (coluna) de verdade.
Teorema: (da substituicdo)

Seja C, uma férmula com uma parte consecutiva A e seja C, uma férmula
obtida de C, substituindo A por B. Entdo, se FA - Bentdio fFCa « C,

Ca Co
Ex FEOPOQ - (P -OPOQ)«~ OPOQ - (P — (P - Q)
A 5

Outra consequéncia do fato de duas formulas equivalentes terem a mesma
coluna na tabela de verdade (e também dos resultados 20, 21 e 22, pg. 9) é que se
pode montar “cadeias de equivaléncias” assim:

Se Ay o Are AL o Aje FA, o Asentdio A o A i, j
=0, 1, 2, 3 (por exemplo A; [1Ag, etc... e, em particular, Ag A3).

Mais geralmente, se F Ag o Aq, ..., FAn1L o Anentdio Al o A, | =

11



Com o “modus ponens”, o teorema da substituicdo, e cadeias de
equivaléncias, estabelece-se uma base para provas na teoria de modelos (isto ja é
uma transicéo para teoria de provas).

Por exemplo:

Teorema = Seja E uma férmula construida com atomos Py,...,P,, hegagédo [
, “E”, O, e “ou”, [I. Seja E* uma férmula obtida de E, trocando [0 e e negando cada
atomo. Entdo, f OE ~ E*.

Idéia da prova:
Usando 36 e 37 (de Morgan) pg.10 e cadeias de equivaléncias,

podemos ir migrando “para dentro” A [, trocando [ e [ Usando 33, eliminando as
duplas negacdes.

Exemplo:
SejaE: 0QUI(OPIQ) Ex*QUO(PIOQ).
Entdo:
I= 37 36 33
0(OQU(UPIQ) «UOQUI(PLQ) » UOQOU(IPIUOQ) » QU(POIQ)
H_J

E*

Corolério: Toda férmula E é equivalente a outra formula F (ou seja, |= E -
F) na qual 0é s6 aplicada a &tomos.

Idéia da prova:
Primeiro eliminamos ~ e - usando 45, 41, 42 (pg.10). Depois, as
duplas negacdes por 33. Finalmente, o teorema € usado para ir migrando para
dentro as até chegar a forma desejada.

Exemplo:
FO(P - O@0OPODQ)OR)

42
-~ 0(0OPO(O(@OP OOQ) OR))

33
-~ 0P O0@PO0OQ) OR))

Teorema
- OPOMEPIOQOR))

Teorema
- OPOMPOOQIOR)

Pela cadeia de equivaléncias:
|=D(DP - J(0OPOOQ)UIR) « OPO(POOQUOR)

12



Teorema (dualidade)
Sejam E e F duas férmulas do tipo teorema anterior. Sejam E* e F* obtidas

de E e F trocando [ por [ (e vice-versa), entao:
a) Se FOE entdo fE*
b) Se FE entdo FOE*

c)Se FE - Fentdo FE* « F*

d)Se FE - Fentdo FF* - E*

Exemplos:

1) F((DQDP)D(QDDP)D(D(QDDP)DD(DQDP))E
Dai segue:

|=D(((DQ OP)OQQUOP)O(@QLOP)DO(NQOP))) E*

2) EO(OQOP), - (QOOP

H_/

E F

Dai segue:

FO@OQOP) « (QOOP)

J J

Y Y
E* F*

CONSEQUENCIAS VALIDAS

Até agora lidamos s6 com férmulas validas (tautologias).

A ldogica, no entanto, tenta responder também “o que segue”, ou 0 que é
“uma consequéncia” de fatos, assercdes, etc, externo a légica. Veremos como
tratar isto na teoria de modelos.

Suponha que se tenha:

P: Paulo matou Jo&o
Q: Maria vai fugir
R: O delegado foi enganado
E, por outra razéo, a assercao ¢ feita:

A:(P - Q) O(POR)

(isto é, determinou que é verdadeira).

13



O que sabemos e 0 que isso acarreta?

PIQ[R] P-QOMPOR [QORI|P-Q|POOIQ|OPOQ
1 v]v]vVv v v V F v
2 V] V]F v v F F v
3| V]F ]|V F V V V F
4| V]IFIF F F F V F
5 F |V |V v v v F v
6| F|V|F F v V F V
7 F]F |V v v v F v
8| F|F|F F F V F V

Sabemos entdo que estados restritos as interpretagdes 1, 2,5 e 7.
Pode-se dizer que a assercéo de A acarreta:

“Ou Maria vai fugir ou o delegado foi enganado”

Mais geralmente:

Sejam A e B duas férmulas com atomos P;, P,..., P,; B é uma
“conseqiiéncia valida” de A, A k B, sse, nas tabelas de verdade construidas a
partir de P;....P,, B tem V em todas as interpretacdes onde A tem V.

A [ B pode ser lido “A acarreta B”.

Outro exemplo:

Suponha que se saiba, que o preco de acbes (BOVESPA) cai se a taxa de
juros sobe e que muitos investidores ficam insatisfeitos quando o indice BOVESPA
cal.

Suponha que a taxa de juros suba, vamos mostrar que isto acarreta (no
caso, indica) a insatisfacao dos investidores.

Temos gue mostrar, sendo:

P: Taxa de juros sobe
S: indice BOVESPA cai
U: Muitos investidores insatisfeitos

Que:

P-S,S-UPEU
P1SJVUlP-S|S-U|P U S6 ha uma interpretacdo
VIVIV v v VIV sob a qual as 3 férmulas sao
v v F v F \ F verdadeiras - e nela U
VI F|V F \% V]V também é.
V F F F \% \% F
F V | V V \% F \ Portanto U €& uma
FIlVI|E V = F| F consequéncia valida das 3
F|l F |V V; V; F |V formulas.
F F F \ \% F F

14



Note que “A k B” é mais forte do que “se F A entdo FB” (ou seja “A [B”
implica em “se F A entdo [ B), mas se néo for valida (exemplo da pg. 15), “se A
entdo f B” é verdade mas A [ B pode nio ser.

Teorema: a)A FBsse FA - B
b) Ai, Az,..., An EB sse Ag, As,..., Ana FAL - B

No caso acima,
P-S,S-UPEUsseP-S,S-U EP-U

sseS - U,PE(P-S)-U
etc..

Teoria de provas :

Uma prova formal (no célculo de proposi¢cdes) € uma lista de formulas tais
que:
- Cada uma é um “axioma” ou
- Segue das anteriores por uma “regra de inferéncia”,

E tal que a ultima formula da lista € aquela a ser provada.

Vamos distinguir “prova” de “deducdo” — na “deducdo” algumas férmulas
podem ser hipéteses ou assercdes cuja verdade seja estabelecida fora da logica.

Para o calculo proposicional basta:
1) Como axiomas as formulas validas de 1) a 13) (pg. 9)
2) Como unica regra de inferéncia 0 modus ponens (pg. 11)
Cada férmula, de 1) a 13) é na verdade, um “esquema” (gerador) de
axiomas, pois os simbolos “A”, “B”,... fazem o papel de qualquer férmula.

Ex:
4) EAOB -~ A (esquema)

POQ - P (axioma)

(POQ)UR - (POQ) (axioma)
(OPOS)O(POOR) - (OPDOS) (axioma)
(Substituicdo de atomos)

Ex. de prova formal: Provade A - A

1A (AS A esquema 1 (andlise da prova),

2: (A S5(A - A) >(AS(((A> A - A -(A - A)) esquema 2,
3:(A > ((A->A) - A) > (A - A Modus Ponens, 1, 2,
4.
5:

A - (A - A - A)esquema 1,
A - A modus ponens, 4, 3

15



Se existe uma prova para uma férmula B, diz-se que B é “demonstravel”,

“provavel”, “um teorema” e escreve-se:
I B
Ex: Com a prova acima pode —se escrever |-A - A
Deducdo Formal: Uma lista de férmulas Bs,..., Bi € uma deducado formal de

B; a partir de hipoteses As,..., Anm se cada Bj, j = 1...i € um dos A;, ou um dos
axiomas 1) a 13), ou segue das formulas anteriores pelo modus ponens.

Escreve-se Ay,..., An | B

Aqui fica claro que, se ndo existem os A;...An, entdo |— Bi significa que B; &
deduzivel somente dos axiomas (portanto € um teorema).

Exemplo:
Sejam A;: A - (B - C)
AyALIB

E vamos deduzir C;
1: AOB A, — hipbtese
2:.A0B - A axioma 4
3:A M. ponens, 1,2
4:A - (B - Q) A; — hipotese
5:B - C Modus ponens, 3, 4
6:A0B - B axioma 5
7B Modus ponens ,1, 6
8:.C Modus ponens, 7, 5

entdo pode-se escrever Aj, A, | C

Teorema: a) param =1,
AL Ag o An AL (trivial)

Ay A, An |-Am

b) para m, p = 0 (esta parte b € a mais importante),
se Ay, An} B

A]_,..., Am I_ Bp

e By,...,By F C
entdo A,...,An | C

16



Prova de b: Se By,..., B, | C entfo existe uma lista de férmulas deduzindo
C. Nessa lista, substituindo cada B; por sua deducao de Ay,..., Ap, vamos ter uma
outra lista deduzindo C de Ay,..., An.

O que quer dizer o teorema?

Suponha que Aj,..., An Seja uma lista dada e que estejamos interessados
em férmulas B derivaveis de As,..., An. O teorema diz que o A; sdo dessa classe, e
que qualquer formula derivavel de formulas da classe também estdo nela — ndo é
preciso deduzir sempre a partir das hipoteses, e pode-se aproveitar resultados ja
obtidos. (0 mesmo se aplica aos teoremas, com a lista dos A, vazia).

Comentario :

Temos quatro expressoes:
1)A EB B é consequiéncia valida de A
2) |=A - B A férmula A - B é valida (tautologia)

3) } A~ B Aférmula A - B é derivavel dos axiomas usando
modus ponens

4) A |— B B é derivavel de A usando também os axiomas (e
modus ponens)

Ja vimos que 1) e 2) sdo equivalentes.
Teorema:
Se } A - BentdioA | B

Ou, mais geralmente, se A 1, ..., A1 | An - B
Entdo, Ay,..., Am | B

Prova: Constroi-se uma prova de B assim:

1 3\
2:
” Prova de Am - B apartirde Ay,..., Ana
K:An -» B )
K+ 1: An Hipotese
K+2:B Modus ponens, K + 1, K

Portanto Ay, Az,..., Am1, Am | B
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Teorema da Deducéo _(Herbrand, 1930).

a) SeA | B entdo FA - B
Ou, mais geralmente:
b) A1, Az ..., Am | B, entdo Ay, Ay, ..., A FAm - B
Este teorema, com o anterior, estabelece a equivalénciade A | Be FA -
B (ou,mais geralmente, de Ay, ..., An FBeAs,..., Ani | An — B)
Agora podemos ligar Fe |

Teorema:

Toda férmula demonstravel é valida — ou seja, para  qualquer B,
se [ Bentdo EB

Prova: Os axiomas 1) a 13) sao validos.

Pelo teorema da pg. 14, o modus ponens preserva a validade —
portanto qualquer férmula obtida a partir dos axiomas e usando o M.P. é valida.

(Corolario)

Teorema:

Para nenhuma féormula B, |} B e | O B, (consisténcia do célculo
proposicional)

Prova: Suponha que | B e | OB entdo, pelo teorema anterior B e [ OB,
mas se [ B entdo B tem s6 “V's” na tabela de verdade e portanto OB tem s6 “F's”
e ndo pode ser |= (1B e vice-versa (contradicdo).

O teorema estabelece a consisténcia do método de provas no calculo
proposicional com respeito a validade (toda férmula deduzivel é valida).

O corolério estabelece a consisténcia simples (ndo se pode derivar B e
também [1B).

(Nao esta dito_ que dado B, ou_ uma prova de B pode ser achada
ou de OB —isto é decidabilidade ).

O converso do teorema anterior estabelece a “completeza” do calculo de
proposicoes.

Daremos uma idéia de um método de prova desse fato:
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Lema 1 : Para cada linha das cinco tabelas de verdade da pg.6, uma
relacédo de provabilidade pode ser escrita.

A B A_-B RELACAO

vV oV V AB}FA-B FA - (B - A)
V F F A, 0B }O(A - B) l.I:Ba(BaA)
F Vv Vv OA,B A - B 2. 1B

F F % OA, OB A -B 3.fA-B

Ex: Para provar a primeira:

1. A, B, A | B (teorema da pag. 18)
2. A, B }A - B (Herbrand)

Lema 2: para qualquer férmula E com atomos Py, ..., Pn, uma relacdo como
acima pode ser escrita para cada uma das 2" linhas.

Ex: SejaE: (P - Q) O(POR) (ver pg. 14)

Relacbes:

P,QR}E
P,QUOR}E
P,~Q,R }OE

DP,DQ,DR]— OE

Lema 3 : Se a férmula do Lema 2 for valida (isto &, |= E), entdo P; O OPy,
.., PnOOP, F E

Prova: Pode-se mostrar que, para uma lista de formulas I' e formulas A e B,
Sel,A}lCerl,B }C,entdol,AOB }C
(prova por casos)

Entdo, no caso de n = 2 teriamos, pelo lema anterior,
P, P, FE
P, 0P, FE

0Py, P, FE
0Py, OP; }FE
Usando “a prova por casos”, temos:
P, P,00P; }E
0Py, P, 00P; }E
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E usando mais uma vez:
P, 00P,, P, O0OP; }E

(para qualquer n > 2 a prova € a mesma)
Lema 4: Para qualquer A, |—A OO0A (ver pg.9)

Teorema: Toda formula valida é provavel (ou seja, se |= E entéo |— E) no
calculo proposicional.

Prova: Se E é valida, entdo:
P, O0OPq, P, O0OP,, ..., P, OOP, |—E
Mas, pelo lema 4:

P, O0OP:
P, OUP,

F P, 0oP,

E portanto, pelo teorema da pg. 18, |— E.

Que estabelece a completeza do calculo proposicional.

Sem o “Tertium nom datur” ndo se pode provar a completeza (E.G.,
intuicionismo).

Pode-se usar entdo |=e |— como sinbnimos (na metalogica).

Todas as outras formulas que sabemos ser validas séo teoremas do célculo
de proposicoes.

CALCULO DE PREDICADOS

O calculo de predicados inclui o calculo proposicional. Nele, podemos usar
variaveis e quantificadores.

EXx:
“Socrates € um homem” proposicéo
“ € um homem” predicado
“x € um homem” € uma fun¢do que mapeia o conjunto dos x para { V,
F}

Convencéao: Por “predicado” queremos dizer uma funcédo P (X1, X2,..., Xn) de
n variaveis independentes, com valoresem { V, F }.

Casos patrticulares:

n=0 proposicao Jodo matou Maria

n=1 propriedade X €é verde

n=2 relacdo binaria X é paidey

n=3 relacdo ternéria xeéfilhodeyez
etc...
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Os quantificadores seréo:

0 x “para todo x”
Ox “existe um x”
Outro exemplo:
Seja A (X, y) o predicado “x ama y”.

Alguém ama Joana Ox A (x, Joana)
Ninguém ama Joana O0x A (x, Joana)
Todos amam Joana O x A (x, Joana)

Todo mundo ama alguém O x Oy A (X,Y)

Uma pessoa (pelo menos) é amada por todos Oy Ox A (X, Y)

Alguém ama a todos OxOyA(xY)

Todo mundo ama a si proprio [ X, A (X, X)

Sintaxe: partindo de um nome de predicado P(-, -, -, ...) e escolhendo
variaveis para os “buracos” temos um atomo (Ex: P(Xx, y, X, z) € um atomo).

As férmulas séo formadas por:

1) Todo atomo é uma férmula;

2) Se A e B séo férmulas, entdo A - B, A -~ B,A0B, AUB, OA
sdo formulas;

3) Se A é uma férmula e x uma variavel, entdo [0 x A e Ox A séao
formulas;

4) As unicas formulas etc...etc... (ver pg. 5)

Escopo de um quantificador é a parte de uma férmula a qual o quantificador
se aplica. Uma ocorréncia de uma variavel € dominada se ela esta no escopo de
seu quantificador. Ela é livre se nao for dominada.

E lo:
xemplo —

Ox (P (x)00xQ(x,2) -~ OyR(x,y))UQ (z,x)
il £~ r ¥

livre
Esta férmula é equivalente a:
Ox(P(XX)OOwQ (w,2) - OzR (%, 2)) OQ (;\,x)
livre
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O mesmo ocorre em calculo, com:

J t
ftzydt e fxzydx
0 0

Por exemplo:

] j
3x + j t?jdt é o mesmo que 3x + fx 2jdx
0

0

Vamos assumir: a) que todas as variaveis tem valores no mesmo dominio
(“one-sorted” C. de P.),
b) s6 se quantificam variaveis (C. de P. de 12 ordem).

v' Dado um predicado P (X, y, z,...) vamos considerar que, para X, Yy, z,
... com quaisquer valores em D, P s6 toma valores “V” ou “F” (meio
excluido).

v As tabelas de verdade para -, -, [0 [ [ sdao as mesmas do
calculo de proposicoes.

v' [x A é verdadeiro (V) se para cada possivel valor de x em D,
substituido nas ocorréncias livres de x em A, a avaliagédo de A é “V".

v [Ox A é verdadeiro se pelo menos para um valor de x em D, A avalia
A HV”.
Como montar a tabela de verdade para uma férmula E?
% D é um dominio qualquer — precisamos saber pelo menos o
#D.
Exemplo:
E: P(y) OOx (P(X) - Q)
Para avaliar isto, precisamos:
1) # D - digamos # D=2, D= {1,2},
2) Uma interpretacéo para P — qual funcdo D - {V,F}?
3) Um valor verdade para Q,
4) Um valor para'y em D.

Quais séo as fungdes possiveis para P?

X Pi1(x) Pa(x) P3(x) Pa(x)
1 Vv V F F
2 V F V F
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A tabela resultante tem 16 linhas

<

P(y) ODx (P(x) - Q)

(QéV)
(Pay) € V)
(parax=1,P,(x) Ve QéF)

(em P4, Ox (Pa(x) - Q) €V)

o
IR d I R d i R d i R ere)
NFEPFNRNFRPNMNRPRNMNRPRNRNRENPR
<< <KL TI<L< KNI KIK KKK <K M

X/
L X4

Se D é grande e E é complicada, essa tabela pode ser
enorme.

% Se D é infinito, ela ndo pode ser construida.

+« Uma formula E no calculo de predicados é “valida” (|= E) se
para qualquer D a tabela de E s6 tem “V”.

% No caso acima, estabelecemos que E nao é valida.

X/
°

Se E for valida para um dado D, podemos escrever D |= E.

Exemplo: No caso acima, vamos avaliar by E e [y E

P(x) Q OyE Oy E
P \% \% \%
P F V V
P2 \% \% \%
P, F F Y%
P3 \% \% \%
P3 F F \%
P4 Vv \% \%
Py F V \%

Portanto, neste caso, Oy (P(y) OO x (P(x) - Q)) é valida para #D=2 ou
seja, D={1, 2} F Oy E).
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Alguns resultados sobre validade

O teorema da Pg. 8 (substituicdo de atomos) vale quando:

E é uma férmula do célculo de proposicdes.
A1, Az, ..., Ay séo formulas do C. de Pred.
Se EE (no C. de prop.) entdo f E* (no C. de pred.).

Exemplo:
E:P - (Q - (PUQ))
E* (Ox (P(X) - Q)) - (S(y) - (Ox (P(x) - Q) US(y)))

Com P trocado por Ox (P(X) - Q)
Q trocado por S(y)
Como EE entdo fE*

Segue que os 45 resultados da pg.9 também valem com A, B e C,
quaisquer formulas do calculo de predicados.

Exemplo:
43. Ox (P(x) 0Q(x)) OR(y) - O(Ox (P(x) QX)) - UR(y))

com A: Ox (P(x) O Q(x))
B: R(y)

Também vale o modus ponens :
Se FAe FA - Bentdo EB

Com A, B quaisquer formulas do C. de Pred.

Teorema: Seja x uma variavel, A (x) uma férmula, r uma variavel (pode ser
0 proéprio x), e A (r) uma formula obtida substituindo os x livres de A (xX) porr. Ser é
livre para x em A, entdo:

a) FOXA®X) - A(n) b) EA(r) - DX A(X)
Segue como corolario que:
EOx AKX) - A(X) EAX) - DX A(X)

(que sdo usados como axiomas na teoria de provas)

Para melhor justificar o teorema, vamos mostrar um exemplo:
Queremos mostrar? |=P(y) - Ox P(X)

Suponha que D={1, 2, 3}
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As oito fungbes possiveis para P séo :

X P, P> P3 P4 Ps Ps P~ Ps
1 V V V V F F F F
2 \% \ F F V \% F F
3 V F V F \Y F V F

A tabela para P(y) - Ox P(x) ter4 24 linhas (8 P’s, cada um com 3 valores
paray).

Vejamos linhas tipicas:

P(x) Y Ply) - Ox P(x)

Ps 2 V. V V (X=2)

Pe 1 F V (qualquer x)

P 2 F V F(sempre)
Vemos que:

v'Quando P; (j) é V, entdo Ox P; (X) é V (x=)),
v'Quando P; () éF,entdo A“-"¢éV,
v'Quando i=8, Pg (j) é F e Ox Pg (x) também.

+ Esse raciocinio é geral, vale para qualquer D,
% Também generaliza para |=A () - OxA(X) ser € livre para x em A

Teorema: Seja x uma variavel, A(x) uma formula, e C outra férmula, na qual
ndo ha ocorréncia livre de x. Entéo:

a) Se FC - A(x)entdo FC - OxA(x),
b) Se FA(X) - Centdo FOxA(X) -~ C

Teoria de provas :

Para montar o Calculo de Predicado como sistema formal, usamos :

1- Os esquemas de axiomas de 1 a 13, com formulas A, B, C do
C. de Pred.

2- A mesma regra de inferéncia,
3- Mais dois esquemas de axiomas:
14. Ox AX) > A(X)
16. A(r) - Ox A(X) (r & livre p/x em A)
4-  Mais duas regras de inferéncia:
Regra [-de C - A(x) pode-se passaraC - [1xA(X)
Regra [J- de A(x) —» C pode-se passara [IxA(x) - C

(Teorema acima)
(C n&o tem x livre)

25



A definicdo de Prova B; ..., B, de B, e de B ser demonstravel (um teorema),
|- B, sdo as mesmas do C. de Prop. (mas com mais axiomas e regras de
inferéncia).

Uma deducado Bai,..., B de B, a partir de Aj,..., An é definida do mesmo
modo, com o seguinte detalhe:

Em tal deducdo dizemos que “todas as variaveis sdo mantidas
constantes” se as regras [ e O para uma variavel livre de um A; s6
sao usadas (se forem) antes da primeira ocorréncia de A;j na prova.

Se existir deducdo de B, a partir de A,..., An mantendo as variaveis
constantes, escreve-se:

As,..., An, | B

Todas as provas do Cal. de Prop. e dedugbes no mesmo S&o provas e
deducdes no C. de Pred. (mantendo as variaveis constantes) uma vez que as
regras [J e Jnao s&o usadas, nem os dois axiomas adicionais.

Exemplo de deducdo:

Suponha que se queira deduzir R-» O x P(x) a partir de Oy (R - P(y))
(migracéo de guantificador)

1.0y P(®y) - P(x) axiomas 14

2.0y P(y) - OxP(x) regra [J, 1. — regra [ usada antes de A;
3.0y (R = P(y)) hipbtese A;

4.0y (R - P(y)) - (R - P(y)) axioma 14, 3

5. R - P(y) M.P.

6.R - Oy P(y) 5, regra 0 — depois de A; (y ndo é livre)
7.0y P - OxPX) - (R - (OyP(y) -~ OxP(x)) axioma 1

8. R - (OyP(xy) - OxP(x) M.P., 2,7

9. R-UOYPWY)- (R-(OyP(y)-UOxP(x))-(R -0 x P(x)) axioma

10.(R - (OyP(y) - OxP(x)) - (R - OxP(X)) M.P., 6,9
11.R - Ox P(X) M.P., 8, 10

Entdo, podemos escrever:
Oy (R - P(y) FR - OxP(x)

v'O teorema de Herbrand (pg.18) também vale no célculo de
predicados.

Se A, Ay An | Bentdo Ay, As,..., Ana FAn - B
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v'"Mostra-se que, também no calculo de predicados, para qualquer E,
se | E entdo [ E (consisténcia com respeito a validade)
v"O converso foi provado por Gédel em 1930,

Se EE entfo | E (completeza do calculo de predicados).

O célculo de predicados, no entanto, ndo € decidivel — ndo pode existir um
algoritmo que, quando apresentamos qualquer formula, decida se ela é um
teorema ou nao.

Ou seja, o conjunto dos teoremas do calculo de predicados é
recursivamente enumeravel (pode ser gerado 1 a 1, em sequéncia), mas nao é
recursivo — o conjunto dos ndo-teoremas nao é recursivamente enumeravel.

Métodos Automaticos de Prova no C. P.

Para aplicar certos métodos autométicos de prova no C. P., as férmulas sao
colocadas em uma forma conveniente.

1) Os simbolos - e ~ sao eliminados
Isto é feito escrevendo - com - e [ e escrevendo OA OB
no lugarde A -~ B

Exemplo: A B
(Oy (R = P(y))) - (R = P(y)) (A-B) OB -A
0@y (R~ P(y))) DR - P(y) C-D

ocap
Oy (DR TP(y))) O(MOR OP(y))

2) Reduz-se o ambito das negacdes para que [Ise aplique a s6 um
predicado (migrar a negacao p/ dentro da férmula).

Usa-se:
~ O(AOB)por DAOOB }de Morgan

O(A OB) por OA OOB
< UUA por A
O0OxA  por [k (OA)
Ox A por Ox (OA)

~
Exemplo :

O(Qy (DR OP(y)) O(OR TOP(y))
Da Oy (R OOP(y)) O(OR OP(y)) verifique !

3) Trocar o nome das variaveis dominadas p/ evitar confusées
Ly (ROOP(y)) O(OR OP(y))

Por:
[z (ROOP(2)) O(OR OP(Y))
4) (Discutivel') Eliminar os quantificadores existenciais:

Oz (x Oy P(x,y,2)
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no caso particular de x depende do z : g(z)
no caso particular de y depende do z : h(z)
Oz P(g(z2), h(z), 2) g h:D-D

Se ndo houver quantificador universal:

Subst. [z (R OOP(z)) O(OR OP(y))
Por: (ROOP(a)) O(OR OP(y)) (a € um z que existe)

5) Mover os quantificadores universais para o inicio
A forma resultante chama-se “FRENEX”

6) Por o corpo da férmula na forma conjuntiva (conjuncdo de
disjuncdes).
- O mesmo que o produto de somas na algebra booleana.

(R O0OP(a) O(OR OP(Y)) (AOB)OC=(A0C)O(B OC)

(ROORP(y) O(OP(a) DOR OP(y))

7) Usando-se as regras de introducéo e eliminagédo, assume-se que
todas as varidveis sdo dominadas e ndo se escrevem 0S
quantificadores universais (ficam subentendidos) e consideram-se
as clausulas (disjungfes) separadamente. Para que a expressao
seja valida (provavel) todas as clausulas precisam ser.

Método de Prova : (Prova por refutacéao)

Se % |—A entdo o conjunto { Z, (0A} ndo ode ser satisfeito. Colocando tanto
2 como O A em forma de clausulas, vamos obter um conjunto C { Z, [A). O
problema entdo é mostrar que um conjunto de clausulas C ndo pode ser satisfeito
qualquer que seja o0 dominio D.

Para isso, vamos construir um dominio D (c) que depende diretamente do
conjunto de clausulas C (dominio de Herbrand).

1- Todas as constantes listadas em C estdo em D (c) (se ndo
houver nenhuma, postula-se uma).

2- Todas as fungdes f (X, y, z, ...) tem que estar em D (c) com
elementos ja gerados como argumentos.

Mesmo em casos simples, esse D (c) é infinito (contavel).

Exemplo:
Seja 0 seguinte conjunto C, que se deseja redutar:

P)OQEY) . REMXUOP(@), 0OP(), 0Q(h)

Entao:
1)a, b OD; Ex: a: Jodo
2) g (a), g(b) O D; b: Anténio
g (9(2)), 9 (9(b)) U D; g(x): “pai de* x
etc...
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Dando-se as variaveis todos os valores possiveis em D, temos (infinitas)
proposicoes:

P={P(a),Q(a), P(b), Q(b), P(g(a)), P(g(b)), Q (g (a))..... R(g(a)),...}

E pode-se construir uma arvore (potencialmente infinita) com todos os
casos possiveis:

Falha ~P(e
pra

a

¥ Falha ~P(x_ Q(Y)
~Q(a;

Q(a

Pod:

Falha ~Q(k

ETC

Se o conjunto C ndo pode ser satisfeito, eventualmente todos os galhos
serdo podados — ou seja, havera um numero finito de nés acima dos nos de poda.
Se C pode ser satisfeito, a arvore tera pelo menos um galho infinito.

Outro Exemplo:

Suponha-se que se queira refutar:

NP()() ] Q(X) ............... (1)
(1Y) I (2)
~Qf(Y))eeveeeeeeiiiieee, 3)

D(C) = {a, f(a), f(f(a)), .....}
P ={P(a). Q). P(i(2)), Q(@), -....}

Embora, na pratica, ndo se construa a arvore semantica, o raciocinio pode
ser aplicado ao Célculo de proposicdes.
Dizemos que se tenha: (ver pagina 15)
P: Paulo matou Jo&o;
Q: Maria vai fugir;
R: O delegado foi enganado;

E a hipdtese:
(P - QO OR);
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Na férmula de clausulas:
(~P UQ), (P OR);

€ queremos mostrar:
~P0Q,P IR | QOR;

Negando a conclusao, temos que refutar:
~POQ,POR,~(QUIR)ou~P IQ (1), POR (2), ~Q (3), ~R (4).

Ou seja, Q R &, sim consequénciade ~P Qe P OR.

A arvore pode ser desenhada:

N6 de .
Inferénci: P(f(a);

-~ f \
\i“a)‘ Q(f(a)
1

3

Q(f(a)) ~Q(f(a); Q(f(a))

3 1 3 1

O nd “I”, que é um no “ou”, falha porque ambos os sucessores falham. Um
né intermediario que falha é chamado “n6 de inferéncia”. Falhando “I” falha “J”, etc.

Vejamos o n”"I”
3 1
Falhe Falhe
y=a ~Q(f(a) ~P(x) 0Q(X) x=f(a)
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Como “I” falha por causa de (3) e (1), pode-se tentar escrever uma nova
clausula, ndo em C, que falha em “I”, derivavel de (3) e (1). Essa nova clausula, se
juntada a C, ndo altera o problema, mas reduz a arvore semantica.

Vejamos um resultado sobre deducibilidade:

Se3,A}Ces B }fCentios, AOB |C;

Facamos:

z « ~Q(f(a));
C=A - ~P(f(a));
B - Q(f(a)).
Ent&o:
~Q(f(a)), ~P(f(a)) } ~P(f(a)) (trivial);
~Q(f(a)), Q(f(a)) |~P(f(a)) (tambeém).
Entao,

~Q(f(a)), ~P(f()) D Q(f(@)) | ~P(f()).

~P(f(a)) é a clausula “resolvente”, que falha em “I”. Por um processo de
achar resolventes pode-se chegar a raiz da arvore e refutar o conjunto original de
clausulas C.

No entanto, as clausulas originais eram ~P(x) O Q(X) e ~Q(f(y)). O
resolvente foi achado fazendo y = a, x = f(a) (ambos valores da base). Poderia ser
achado fazendo x = f(y):

~Q(f(y)), ~P(f(y)) DQ(f(y)) F ~P(f(y));

Existe um algoritmo (J. A. Robinson, 1969) que da, para qualquer conjunto
de literais (e, em particular, dois) uma substituicdo (a mais simples) de valores
para as variaveis tal que os literais se tornem idénticos (se ndo houver uma, ele
para).

Exemplo:
P(f(x,g(a.y)), g(a.y) P(f(x,2),2)

[ g

P(f(x,9(a,b)), g(a.b)

O método mecanico de achar resolventes é testar partes de uma clausula
com a negacdo de partes de outra, usando o algoritmo acima, para tentar o
colapso.

Exemplo:

P(x,f(a)) OP(x.f(y)) DQ(y)
~P(z.f(a)) U~Q(2);
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1) Testando P(x,f(a)) com ~(~P(z,f(a))

P(a,f(a))
A clausula resolvente é:

P(a,f(y)) O0Q(y) 0~Q(a) (tautologia comy — a);
2) Testando Q(y) com ~(~Q(2));

\/ o
l y < a

Q(a)
A clausula resolvente é:
P(x,f(a)) OP(x,f(a)) O~P(a,f(a)) (tautologia com x — a).
Para refutar-se_um conjunto de clausulas, pode-se usar uma arvore de
refutacdo (ou um grafo de refutacao).
Digamos que se queira mostrar que Q(f(z)) é deduzivel das clausulas P(x) O
Q(x); ~P(f(2)) UR(2); ~R(w).
Prova tradicional:
Faca w = z; entdo ~P(f(z)) OR(2), ~R(z) = ~P(f(2));
Agora faca x = f(z), entdo P(F(z)) 0 Q(f(2)), ~P(f(z)) = Q(f(2));
(pelo silogismo disjuntivo)

Prova por refutacao:
Refutar o conjunto de clausulas:
P(x) 0 Q(X); ~P(f(2)) U R(2); ~R(w); ~Q(f(2));
D(c) = {a, f(a), f(f(a)), ........ h
P ={P(a), Q(@), R(a), P(f(a)), ...}

P(x) 0Q(x) ~Q(f(a))

\l/x ~ f(a),z « a

Resolvente P(f(a)) ~P(f(2)) OR(2)
Resolvente R(a) ~R(w)

\/ W a
@ (sempre falsa)
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Outro exemplo:
Premissas: ~B(x) 00 C(x); ~C(a) O D(b); ~C(c) OE(d); ~D(x) O ~E(y);
Concluséo: ~B(x)

Por refutacdo — nega-se a conclusao: ~B(x) passa a B(x).

B(X) ~B(X) O C(x)

\l/

~C(c) OE(d) C(x) ~C(a) O D(b)

xﬁc\l/\lﬁha

E(d) D(b) ~D(x) O~E(y)

\l/xhb

~E(y)

Ve

17}

Este &€ um grafo de refutacdo, mas ndo uma arvore.

1) P(x) 0Q(Y), R(y(x)) OP(), ~P(@) | Q(b)

Negando a concluséo: ~Q(b)

P(x) 0Q(Y) ~Q(b)

N

y~bl
P

) ~P(a)

N

xﬁal
%]
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2) ~P(x) 0Q(), P(f(y)) | Q(f(y))
Negando a conclusao: ~Q(f(y))
~P(x) D Q(X) ~Q(f(y))

X « f(a) y < a

~P(f(2)) P(f(y)

N

3) (P-QOMPOR) F(QOR)

Clausula: Premissa: (~P Q) O(P OR)
Negando a conclusédo: ~(Q OR), ~Q O~R;
Conjunto de clausulas: (~P 0Q), (P OR), ~Q, ~R;

-PUQ  ~Q
~P POR
N
R ~R
N
2

Estratégias de Busca

Problema: Dado um conjunto de clausulas C que se deseja refutar, como
achar um grafo de refutacdo de maneira eficiente?

Podemos optar pela busca em largura: gera-se todos os resolventes

de C, criando o conjunto R(c) (que contem C). Gera-se R(R(c)), etc. Até gerar @.
Se o0 numero de clausulas € grande, isto é, impraticavel, existem 3 tipos de
estratégias usadas:

1) Simplificacdes;

2) Refinamentos;

3) Ordenacoes.
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Simplificacdes

1) Eliminar tautologia
Como tautologias sdo sempre satisfeitas, toda clausula tautolégica
gerada pode ser eliminada sem alterar o problema.
Exemplo:
(RO~R OP(y)) tautologia
(~P(@d) O~R OP(y)) pode ndo ser—écomy — a
(~P(x) O~R OP(y)) esta é perigosa, pois ~P(a) 0 ~R 0O P(b)
nao € uma tautologia necessariamente
(~P(f(x)) O~R OP(f(x)) O Q(Y)) Pode ser eliminada

2) Avaliar predicados
Quando existe um modelo especifico sendo estudado, as vezes,
pode-se avaliar predicados.
Exemplo:
Seja M(x,y) o predicado x >y
A clausula:
~P(f(w)) 0Q(x) OR(y) OM(2, 5)
Pode ser reduzida a:
~P(f(w)) D Q(x) OR(y)
Ja a clausula:
P(f(a)) OM(5, 2), pode ser eliminada.

3) Eliminacao por implicacao
Uma clausula C; subsoma C, sse existe uma substituicdo a que faz
com que C; | a = C..

Exemplos:
P(x) subsoma P(f(a)) 0 Q(y) com a: x « f(a);
P(x) O Q(y) subsoma P(g(a)) 0Q(g(b)) IR com a: x — g(a)
y — g(b);
Clausulas subsomadas por outras podem ser eliminadas sem
alterar o problema.

Refinamentos
Procuram-se certos tipos de grafos de refutacdo, para reduzir o
esforco de busca — o grafo obtido pode ser, no entanto, mais profundo.

1) Filtragem de ancestrais
O grafo de refutacdo de um conjunto de clausulas C tem g
na raiz e as clausulas de C nas folhas. Ele é dito ser uma “videira” se cada
no estd em C ou é descendente imediato de elementos de C.
Exemplo simples:

P(x) O~Q(f(y)); Q(f(a)); ~P(z)
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P(x) O~Q(f(y)) Q(f(a))
\l/y .

P(x) ~P(2)
\/xg a
l 2 a

11/]

Ha casos, mesmo simples, em que ndo existe uma videira de
refutacao:

P(a) DQ(X); ~Q(x) UP(x); ~Q(x) I ~P(x); Q(x) I ~P(x)
P(@) UQ(X) ~Q(x) UP(x)

\/ea

P(a) ~Q(x) U~P(x)

\l/
Q@ Q) 0-P(X

\lAH a
(a)

9

Ha uma forma de grafo que sempre existe: o grafo com filtragem de
ancestrais. Um GFA tem as seguintes propriedades. Todos 0s seus nés sao:

1) Uma clausula em C, ou

2) Um descendente imediato de uma delas, ou

3) Um descendente imediato de duas clausulas ndo em C, A e B, tal que
B € um ancestral de A.
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Exemplo:
~B(x) U C(x); ~C(a) L D(b); ~C(a) L E(d); ~D(x) U~E(y); B(X)

B(x) ~B(x) OC(X)

C(x) ~C(a) OD(b)

lxha

D(b) ~D(x) O~E(y)

..

~E(y) ~C(a) DE(d)
[
~C(a) ~.I_3(x) OC(x)
X < a ;
a . X<—a
v
~B(a) B(a)
X .
;
(]

Neste caso, C(x) € ancestral de ~C(a). Como, no método do GFA, uma
clausula ja gerada é candidata a resolvente sé com as clausulas de C ou com suas
ancestrais, a busca é simplificada.

Ordenacdes

O método de ordenacdo é analogo aos métodos de busca heuristica ja
vistos. Trata-se de ordenar as resolucdes (geracdo de resolventes) usando
critérios que tendem a estreitar a busca.

Um método muito utilizado é o de ordenar as clausulas por numero de
literais. Clausulas mais curtas séo usadas primeiro, com um limite de profundidade

estabelecido, apds o qual, se @ nao foi gerado, passa-se a usar clausulas mais
longas.
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Algumas funcdes de avaliagdo também foram tentadas com resultados
discutiveis.

Aplicacdes — Extracédo de Respostas

Na maioria dos casos praticos, ndo basta provar um teorema. Geralmente, o
gue se quer € uma resposta. Quando se prova, por exemplo, Ox Oy f(x,y), o que
se quer é a assercao de f(a,b) para as constantes a e b.

Isso pode ser feito modificando ligeiramente o grafo de refutacéo para que a
resposta reflita as substituicdes feitas no processo de achar resolventes.

Exemplo:
Aonde a vaca vai, o boi vai atras;

A vaca esta no curral;
Onde esta o boi?

Este € um caso de “modus ponens”. Traduzindo para o calculo de
predicados:
Seja P o predicado “esta em”
1) Ox (P(v,x) = P(b,x)); premissa
2) P(v,c) premissa
Como conclusdo, podemos provar x P(b,x). O conjunto de clausulas das
premissas é C, = {~P(v,x) OP(b,x), P(v,c)}. A conclusdo negada da:
~Ox P(b,x) = 00 x ~P(b,x) e a clausula ~P(b,Xx).
Temos a seguinte videira de refutacéo:

~P(b,x) ~P(v,x) OP(b,x)

l

~P(v,x) P(v,c)

N7

9

Como obter a resposta?

O processo é:
1) Adicionar a cada clausula, obtida pela negacdo da concluséo,
ela propria, negada, formando assim uma tautologia;
2) Seguir o grafo de refutacdo fazendo as mesmas substituicbes
e resolventes.

O que sobrar na raiz da arvore é a resposta!
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Como adicionamos tautologias a Cp, a resposta € conseqléncia logica das
premissas.
Adicionamos a C,, no caso, a clausula ~P(b,x) O P(b,x).

~P(b,x) OP(b,x) ~P(v,x) OP(b,x)

l

P(b,x) O0~P(v,x) P(v,c)

v

Resposta: P(b,c), o boi esta no curral!

Outro exemplo:

Premissas: 1) se x é o paide y ey € o pai de z, entdo x é o avo de z;
2) todo mundo tem um pai.

Pergunta: Existe alguém que tenha av6? Quem €é o avo dele?
No calculo de predicados:

1) Ox Oy Oz [P(xy) OP(y,z) = A(X,2)]

2) Oy Ox P(x,y)

Pergunta (e o teorema a provar?).
Ox Oy A(X,Y)

Clausulas das premissas:
~P(x,y) O~P(y,z) OA(x,2)
P(f(w),w) (f(w) é o pai de w)

Negacao da concluséo:
~A(u,v)
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Videira de Refutacéo:

~A(u,v) ~P(x,y) O~P(y,z) OA(x,2)
X < U
i Z <~V

~P(uy) O~P(y,v)  P(f(w),w)

lyeﬂm
~PUf@)  PEW)W)

\l/wﬁ f(a) f(w) ~ f(f(a))

u ~ f(w)
(%]
Para obter a resposta, forma-se a tautologia ~A(u,v) OA(u,v):
~A(u,v) OA(uU,Y) ~P(x,y) O~P(y,z) OA(x,2)

\l%&u

Z—~\V

~P(uy) O~P(y,vz) DA(uV)  P(f(w),w)

lykﬂm
~P(f(a)) DAa)  P(FW).w)

\lA ~ f(a)

u « f(w) = f(f(a))

A(f(f(a)).a)
Vé-se que ao postular a constante a na base de Herbrand, estava-se

postulando a existéncia de a, f(a), f(f(a)), etc.
A resposta é: sim, existe a e 0 pai de seu pai é seu avo.

Vejamos um caso mais complicado:
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Premissas:
~A(x) OF(x) OG(f(x))
~F(x) O B(x)
~F(x) O C(x)
~G(x) OB(x)
~G(X) O D(x)
A(9(x)) OF(h(x))

Conclusao:
Ox Oy [[B(x) U C(x)] T [D(y) L B(Y)I]

A negacdo da conclusdo em forma de clausulas produz:
~B(x) O~C(x)
~B(x) O ~D(x)

Tendo o grafo de refutacdo, formam-se as tautologias:
~B(x) O~C(x) O[B(x) OC(xX)]
~B(x) O~D(x) O[B(x) OD(xX)]

As partes apensas podem ficar como conjuncgdes.
Vamos mostrar diretamente o grafo de extracdo de resposta.

Faremos a prova por filtragem de ancestrais:

Clausulas Convencdes
~A OF OGf A é A(X)

~F OB ~B O~C Gf é G(f(x))
~FOC ~B U~D

~G B etc

~GUD

Af OFh

~

g



~B U~C ~FUB

N

~CO-~F

N

Fg

v

~FOC
Ag OFh
~A OF OGf
\/
Fg OGfg ~G B
\/
FgOBfg ~BO~D
Fg 0O ~Dfg
~Dfg ~G OD

~AOFOGf ~Gfg

e

. ~AglUFg
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de.

~B(x) O~C(x) O[B(x) OC(x)] ~D(x) [0~B(x) O[D(x) I B(X)]

\/~F(X) UB(x) \/~G(X) UD(x)

~F(x) O~C(x) O[B(x) OC(x)] ~B(x) 0 G(x) O[D(x) OB(X)]
\/~F(X) DC(x) \)(X) 0B(x)
~F(x) O[B(x) UC(x)] =~G(x) U[D(x) UB(x)]

\/~NX) O F(X) O G(f(x))

f(x) O[B(x) O C(X)]

~A(X) O X « f(x)

~Ax) O[B(x) OCX)] UID(f(x)) UB(f(x))]

A(a(x)) OF(h(x)

E(h(x) O[B(g(x)) D C(g(x))] U [D(f(a(x))) UB(f(g(x)))]
X « h(x)

[B(h(x)) O C(h(x))] D [B(g(x)) O C(g(x))] U[B(f(g(x))) L B(f(g(x)))]
Vamos postular uma constante “Joao” e sejam h: pai de, g: mée de f: irméo
Entao:
B(pai(Joao)) [ C(pai(Joao))
Ou B(mé&e(Joéo)) 0 C(mae(Joao))
Ou D(irmao(mae(Joéo))) O B(irmao(mae(Joédo)))

Ou seja, ou 0 pai, ou a mae, ou o tio de Jodo é a solugéo (ou sdo).

Ordenacdo por Analogias

Muitos teoremas da matematica sdo provados por analogia com provas ja

conhecidas. Como usar iSso nas provas por resolventes?

Na maioria dos casos praticos, o conjunto de clausulas C = {Z, ~T} € muito

grande e tentativas de refutar C diretamente levam a buscas impraticaveis.

Suponha-se que se tenha provado um outro teorema “parecido” T* e as

clausulas usadas tenham sido >* [0 3. Sera que se pode achar um mapeamento []:
>*_, % de tal modo que C’ = {[] (¥*), ~T} ndo possa ser satisfeito?

Pode-se estabelecer “tipos” para cada predicado usado. Por exemplo,

sejam os predicados: em (X1, X2), A (X3, X4), fazendo (xs, Xs), doente (x7).
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Os tipos podem ser:
Localizag&o: em, A;
Atividades ou estado: fazendo, doente, xg?
Pessoas: X1, X3, X5, X7;
Lugares: Xz, Xa; dois dominios

Entdo, temos modelos de predicados:
Em (X1, X2) localizagao (pessoas, lugar)
Doente (x7) estado (pessoa)
E bom saber também, para uma clausula qualquer, quais predicados
aparecem negados e quais nao:
Clausula: ~A(mesa,x) O doente (y)
Predicacgéo: neg(A), pos(doente)
Vejamos agora o seguinte problema:
Premissas:
As pessoas trabalham no INPE. Quando no INPE, as pessoas estao
as mesas e trabalham. Se estédo doentes, as pessoas nao trabalham.
Maria esta trabalhando e Joao esta no INPE.
Digamos que se queira a resposta para a 1° pergunta: “Aonde esta Maria?”
Vamos por as premissas em forma de clausulas:
Cl1 ~fazendo(x,trabalho) Oem(x,INPE);
C2 ~em(x,INPE) OA(x,mesa)
C3 ~em(x,INPE) [0 fazendo(x,trabalho) REGRAS
C4  ~fazendo(x,trabalho) [0 ~doente(x)
C5 fazendo(Maria,trabalho)
C6 em(Jo3o,INPE) ASSERCOES

Para responder a pergunta, vamos provar que 0 x A(Maria,x). negando isto
temos, ~Ox A(Maria,x) ou O x ~A(Maria,x) e a clausula ~A(Maria,x).
Grafo de Refutacdo — Extracdo de Resposta

A(Maria,x) O0~A(Maria,x) (T) ~em(x,INPE) 0 A(x,mesa) (C.)
X « mesa X « Maria

A(Maria,mesa) O0~em(Maria,INPE) (R,)  ~faz(x,Trab) 0 em(x,INPE) (C)

X — Maria

A(Maria,mesa) 00 ~faz(Maria,trab) (Ry) faz(Maria, Trab) (Cs)

[1]
A(Maria,mesa)
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O teorema ja provado € T*. digamos que se queira provar por analogia que
Joao nao esta doente. (T)

Vamos achar um mapeamento []o entre T e T* (ou suas negacdes):
~A(Maria,x) doente(Jodo)

O mapeamento € 6bvio:

Mo ={A o doente, Maria -~ Jo&o};

As clausulas usadas na refutacéo foram:
T*, C2, Ry, Cq, Ry, Cs;

Além de T, o mapeamento []o pode ser aplicado s6 a um literal de C, dando
a imagem:
Az =[1o (Cy) = ~em(x,INPE) [Ddoente(x) neg(em), pos(doente)
A clausula mais “parecida” com esta € Cs, neg(em), pos(fazendo)
~em(x,INPE) Ofazendo(x,trabalhando);

Entdo fazemos C3 analoga a C,. Temos novos literais ~em(x,INPE) em C; e
fazendo(x,trabalho) na sua analoga. O mapeamento pode ser extendido:
[11=Tlo U {em - fazendo, INPE o trabalho};

Agora []1 pode ser aplicado as outras clausulas, produzindo as imagens:
A1 = [11(C1) = ~em(x,INPE) Ufazendo(x,trabalho);

As = [11(Cs) = em(Jodo,INPE);

AR; = [11(Ry) = ~fazendo(Jo&o,trabalho);

AR =11(R2) = ~em(Joéo,INPE);

Examinando as clausulas existentes, podemos selecionar as analogas:

Clausulas Analogas
C. Cs
R C1, C4
C]_ C3
R C2, Cs
C5 CG
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As clausulas analogas formam o conjunto [](Z*) = {C1, Cy, C3, C4, Cg} que €
menor do que 2. Agora, {[](Z*), ~T} ndo pode ser satisfeito, pela refutacao:

doente(Joao) ~fazendo(x,trabalho) [0 ~doente(x)
X < Joao
~fazendo (Jodo,trabalho) ~em(Xx,INPE) Ofaz(x,trab.)

X <« Joao

~em(J0oao,INPE) em(Jodo,INPE)

a

E bom notar que esta refutacdo néo é a imagem da anterior sob a analogia.
A analogia s6 é usada para selecionar o conjunto de clausulas candidatas.
Kling, R., “A paradigm for reasoning by analogy”

Artificial intelligence, 1971, 2, 147 — 178

Vamos voltar ao Calculo de Predicados e apresentar mais formalmente uma
série de resultados que ja& usamos na exposicdo sobre prova automética de

teoremas.

Teorema:

Seja x uma variavel, A(x) qualquer formula, r qualquer variavel e A(r)

o resultado de substituir as ocorréncias livres de x em A(X) por r. Seja I' uma lista
de formulas e C uma férmula. Entéo:
a) Sel FA(x), entdol }OxA(x) (onde I' ndo tem x livre) intro do [;

b) O xA(x) |—A(r) (r € livre para x em A)
c) A(r) F Ox A(x) (r é livre para x em A)

elimin do [;
intro do @

d) Sel,A() | Centdo T, OxA(X) | C (I e C ndo tém x livre).

Exemplos de Prova:

a) Seja D um axioma qualquer que nao contenha x livre:

1.

ogkwnN

hipbtese;

trivial;

teo. da deducéo;
regra U, 3,

trivial com4 e M. P,;
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A linha 6 vem de que se | Am.1, entdo Ay,..., Am | B
sse Ay,... A, Amet | B (prove isto como exercicio).

No caso, temos | D, pois D é um axioma.

1. I,A(X) fC hipotese;

2. T FAK) - C teo da deducao
3. T FOXAKX) - C regra [ 2;

4. T,O0xAKX) }C com 3 e M.P.

Note que de b) vem que se I' |} Ox A(x) entdio ' | A(x) e, com a), I | Ox
A(x) sse T } A(x) (T ndo tem x livre). Em particular, | O x A(x) sse | A(x).

Corolario (troca de nomes de variaveis):
Nas condi¢cfes do teorema, se ' ndo tem X ou wi,....., W, livres;
a) Serl |—A(x), entdo I |-A(r) (r é livre para x em A(X));
b) Sel FAWi,..., W) entdo I | A(ry,..., ).

Prova: Faca como exercicio.

Note que em particular, se | A(x) entdo | A(r) e se | A(ws,..., wy), entdo |
A(ra,..., In).

Teorema (resultados sobre deducibilidade):
Seja x uma variavel, A, B, C, A(x), B(x) formulas, I' uma lista de formulas
que néo contenham x livre.

1. A-B t(BQC)a(AﬁC);

2. A-BF(C-A) - (C- B)

3. aA-B F(AOC) - (BOC)

b)A - B (CUOA) - (C OB);

4. a)A -~ B F(AOC) -~ (BOC)
b)A - B (COA) - (C OB);
A-B|~-B - ~A;

A - ~B B - ~A;
~A - B |F~B - A;
~A - ~B|B- A

®© N o

Pode-se estabelecer esses resultados no calculo de proposicdes e passa-
los ao calculo de predicados pela substituicdo de atomos.
9. Sel FA(X) - B(x),entdo I } OxAX) - O x B(x);
10.SeT FA(X) - B(x), entdo I } Ox A(x) - Ox B(x);

Os resultados abaixo tratam de equivaléncia:
12.a) Ao BF(A-C)o (B> Q)
b)A - B F(C - A) ~ (C - B);
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13.a)A - B F (AOC) ~ (B1C)
b)A o B |F(COA) « (COB);

14.a)A - B F (AOC) -~ (BOC)
b)A « B F(COA) - (COBY);

15.a)A - B | ~A ~ ~B.

Introducédo de quantificadores:

16. Se T FA(X) - B(x), entdol | OxA(X) « 0O x B(X);
17.SeT FA(X) -~ B(x), entdo I | Ox A(X) « Ox B(x);
18.A F(A - B) « B:
19.A LB - A) o A

20. ~A

LB - A) - ~B;

21. A F(AOB) ~ (B UA) - B;
22. A F(AOB) o (BUA) « A.

Exemplo de Prova:

Vamos m

ostrar 20, primeiro para ~A F (B - A) - ~B. Isto equivale a

mostrar |= ~A - (B - A) - ~B) pelo teorema da deducdo. (A formula é uma
forma da reducao ao absurdo).

~A - (B - A - ~B)

F Vv vV Vv V F F

F V F V V V \%

vV Vv V F F Vv F

MR S I

Por completeza, |-~A - ((B - A) » ~B) e pelo “modus ponens”, ~A |-

(B - A) - ~B no calculo de predicados.

Teorema

(substituicao por formula equivalente):

Seja Ca uma formula contendo A como parte consecutiva e seja Cg obtida

de Ca substituin

Xn as variaveis livres de A ou B que se

do A por B. Sejam x;

tornam dominadas por quantificadores de Ca. Seja ' uma lista de formulas que

nao contenham x;

Ser |A

,,,,, Xn. ENtao:
o B,entdol | Ca « Cg;

(em particular, se |—A - B, entédo |—CA - Cp).
Este teorema é uma consequéncia do teorema anterior.

Por exemplo:
SejaCa R -~ 0Oz @Dx P(x, Y, z)JD Q(2)),
Y~
A
Eparal A « Busemos |~OxP(x,y,z) « Ox~P(x,Y, 2).
1. F~OxPX, Y, 2) « Ox~P(x,Y, 2) FA o B;
2. F~OxP(x,y,2) 0Q(z2) o« Ox~P(x,y, z) 0Q(2) por 14a

3. |— Oz (~OxP(x,y,2) 0Q(2) - Oz (Ox~P(x,y, z) 0Q(z2)) por 16
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4. |—R - [0z (:DX P(x,y,2)0Q(z2) « R -0z (@ x ~P(X, Y, z)JD Q(2)

'

A B Por 12b
— __ —
— —
Ca Co

Portanto, | Ca « Cg
Teorema (troca de variaveis quantificadas):

Seja x uma variavel, A(x) uma férmula, y uma variavel tal que:
1. y é livre para x em A(x);
2. y nao ocorre livre em A(X).
e seja A(y) o resultado da substituicdo da ocorréncias livres de x por vy.
Entao:
23. OxA(@) - OyA(y);
24. Ox A(X) - Oy A(y).

Prova de 23:

1. OxAKX) - A(y) esquema 14;

2. OxAX) - OyA(y) regra [, 1,

3. Oy A() - AKX) esquema 14,

4. Oy Aly) - OxA(X) regra [, 3;

5. OxAX) - OyA(y) 2,4, esquema 11, M.P.
Teorema:

Sejam x e y variaveis distintas, A(x), B(X), A(X, y) quaisquer férmulas, A e B
férmulas que ndo contenham x livre.

25. FOXA o A; Pode-se adicionar e retirar quantificadores para
26. FOXA o A; para variaveis, desde que elas nao sejam livres.
27. FOxOyAXY) - Oy OxAXY); Ordem de quantificadores do
28. FOx Oy A(XYy) o Oy Ox AX,Y); mesmo tipo € irrelevante.

29. FOxOyYyAXY) - OXAXX) |xélwvreparay

30. FOXAMXX) - Ox Oy A((Xy) e vice-versa em A.

31. FOXAXX) - OxA(X);

32. FOxOYyA(XY) - Oy OxAXY);

33. a) ’: ~Ox A(X) o Ox~A(X);

b) F~0Ox AX) « Ox ~A(X);
34. FOXAXX) OOxB(X) « Ox (A(X) OB(x));
35. FOXAX) OOx B(X) - Ox (A(x) OB(X));
36. FAOOXB(X) « Ox (A OB(x));
37. FAUOOXB(X) « Ox (A OB(x));
38. FAUIOXB(X) - Ox (A OB(X));
39. FAOOXB(X) « Ox (A OB(X));
40. Ox (A(x) OB(x)) -» Ox A(x) O Ox B(x) (note que aqui — néo
vale);
41. |— OxAX) OOxB(X) - Ox (A(x) OB(x)) (aqui também n&o);
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42. FA - OxB(X) o Ox (A - B(X));

43. A - OxB(X) - Ox (A - B(X));

44, FOXAKX) - B o Ox(A(X) - B)

45. FOxAKX) - B « Ox (A(X) - B);

46. FOXA(X) - OxB(X) « Ox (A(X) - B(xX));

47. FOXAX) - OxB(X) - Ox (A(X) - B(x)).
Provas:

25. FOXxA « A

1. OxA }FA eliminando O, com x como x e r. Como A n&o tem
x livre, r é livre para x em A.

2. FOxA - Ateo. de dedugéo, 1;

3. AFA trivial;

4. A ': OxA introducao do [J;

5 A - OxA teo. da deducéo, 4;

6 UOXA o A esquema 11, 2, 5, M.P.

30. FOx A(x,x) - Ox Oy A(x,y)

AxX) | Oy A(x,y) introduc&o do [ com y como ;
Oy A(X,y) |— Ox Oy A(x,y) idem com x como r;

AxX) FOxOyAy) 1,2, M.P., etc..

Ox A(x,x) | Ox Oy A(x,y) d),3;

5. FOxA(xX) - OxOyA(xy)  teo.de dedugdo, 4;

hrwonpE

33a. F-~OxA®X) - On~A(Xx);
1. ~OxA(X), AX) F~OxA®X) teorema pagina 18;
2. ~Ox A(x), A(X) |— Ox A(X) C), X como r,
3. ~OxA(x) |—~A(x) reducdo ao absurdo, 1,2 (ver prova
do tertium non dactur);
4. ~0Ox A(X) |— O x ~A(X) a), 3, (~Ox A(x) nao tem x livre);
5. |—~Dx A(X) - Ox~A(X) teorema da deducéo, 4;
6. Ox~AX), AX) FAKX) teorema pégina 18;
7. Ox~AX), AKX) F~A(X) b), x como r;
8. O x~A(X), A(X) |—~D X ~A(X) reducédo ao absurdo, 6, 7;
9. Ox~A(x), UXA(X) ¢ ~0x~A(x) d), 8;
r C I e C n&o tém x livre;
10.0 x ~A(X), Ox A(x) |— 0 x ~A(x) teorema pagina 18;
11.0x ~AX) | ~Ox A(x) reducéo ao absurdo, 9, 10;
12. FOx ~A(X) - ~Ox A(X) teorema de deducéo. 11;
13. |—~Dx AX) o Ox~A(X) esqu. 11, 5,12, M.P.;

33b. F~OxAX) « Ox~A(X)

1.
2.

Ox ~A(X) & ~~0Ox ~A(X) dupla negacgéo;
~ (~Ox ~A(X)) o ~(Ox ~~A(X)) 33a, 15 pg 52;
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3. |—Dx ~A(X) o ~Ox A(X) dupla negacao, cadeia de equivaléncia, 1,
2;

O teorema da pagina 13 agora pode ser estendido para o Calculo de
Predicados com | no lugar de F. A férmula E* é formada trocando O e [, cada
predicado por sua negacéo e [ por [I(e vice-versa). Entdo |—~E - E* (no calculo
de predicados).

Exemplo:

Seja E: ~Ox P(x) OO x Q(x);
Entdo E*: ~[0 x ~P(x) O Ox ~Q(Xx).

No caso:
F ~(~0x P(x) 00 x Q(x))
o ~~0Ox P(x) O~0 x Q(X) de Morgan, 36;
o ~~0Ox P(xX) OOx ~Q(X) 33b;
o ~Ox~P(x) OOx ~Q(x) 33a;

Ou seja, pela cadeia de equivaléncias, |—~E - E*.
O corolario também vale: toda formula E é equivalente a outra férmula F (|—
E - F)naqual ~sé é aplicada a predicados.
No exemplo acima,
~(~Ox P(x) OO0 x Q(X)) « OxP(x) OOx ~Q(x).

Teorema:

Toda férmula tem uma forma frenex equivalente.
Ja vimos isto varias vezes. Vejamos a migracao dos quantificadores para
frente:
F~Ox P(x) OO x Q(x)
o Ox~P(x) OOxQ(x) 33a;
- Ox(~P(x) OOx Q(x)) 37;
o Ox(~P(x) OO0y Q(y) Corolério;
- OxOy (~P(x) OQ(y)) 37.

E a clausula correspondente (b) pagina 47) é (~P(x) O Q(x)).

Calculo de Predicados com Igualdade

Temos usado funcbes de Skolen, e ja foi sentida a necessidade de se
comparar valores assumidos pelas variaveis.

Vamos estender entdo a linguagem objeto para lidar com esses conceitos
adicionais.

Inicialmente, vamos admitir na linguagem “nomes de fungdes”, f, f(x), f(x,y),
f(x,y,z), etc. Assume-se que escolhidos X, y, z,.... de D, as fungbes assumem
valores em D; isto é, por exemplo, f(x,y,z): D3 - D. Para D finito, esses valores
podem ser dados por uma tabela.
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Define-se entdo “termos”:. sdo as variaveis, mais 0s termos compostos,
formados por nomes de fung6es com termos no lugar das variaveis. Por exemplo,

f(g(x), h(x), h(h(y))) € um termo.

Na definicdo de “férmula”, no lugar de “4tomo” podemos colocar “termo”.
Para um dado D, vamos assumir que cada termo pode ser avaliado, por exemplo,

por uma tabela.

Exemplo:

Seja D = {1,2}. Vejamos as tabelas para o termo f(f(x)) e para a

formula O x (P(FFX))) — ~P (F(X))).

X f]_ fz f3 f4 P]_ Pz P3 P4
1 1 1122}V |V]|F]|F
2 1 2 1 2 \ F \% F
Para o termo f(f(x)) teremos a tabela:
f X | f(f(x))
f 1 1
fp | 2 1
f, 1 1
f, | 2 2
f3 1 1
f3 | 2 2
f, | 1 2
f, | 2 2
E a tabela final:
P(f(f(x)))  ~P(f(x)) -
P f | x=1 x=2| x=1 x=2 | x=1 x=2 |férmula
1 P, | h [V V| F F F F F
2 P1 f, \ V F F F F F
3 P, [ s |V V| F F F F F
4 P1 f4 \ V F F F F F
5 P, f1 \ V F F F F F
6 P, f, V F F V F V F
7 P, f3 V F V F V V V
8 P, fa V
9 P3 f1 V
10 Ps3 f, F
11 P3 f3 V
12 Ps3 f4 F
13 Py f1 V
14 Pa f, V
15 Pa f3 V
16 Py fa V

Exercicio; Completar os espacos vazios da tabela.
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Pode-se estender a idéia de “r € livre para x em A(X)” para quando r € um
termo: o termo r é livre para ¢ em A(X) quando, substituindo r pelas ocorréncias
livres de x, as variaveis de r continuam livres.

Todos os resultados da teoria de modelos e da teoria de provas para o
calculo de predicados sdo mantidos sob esta extensdo (com modificacdes nas
regras [0 e [0 onde r agora € um termo).

Iqualdade

O célculo de predicados com igualdade pode ser considerado como uma
extensdo do célculo de predicados, com um predicado especial _ = , que assume
valores V ou F. A interpretacéo é Obvia. Por exemplo, com D = {1,2} temos:

X y X=y
1 1 V Que € um dos 16 predicac
1 2 F possiveis P(x,y)

2 1 F

2 2 Vv

Podemos entdo montar tabelas de verdade para férmulas contendo
igualdade. Por exemplo, seja D ={1,2} e a férmula [0 x (P(f(x)) O Oy x = f(f(y))).
A tabela tem 16 entradas:

P(f(x)) f(fly)) Oy x=1(f(y))
P f | x=1 x=2| y=1 y=2 | x=1 x=2 |férmula

1 P1 f1 V V 1 1 V F V
2 P f, \ \% 1 2 \% \% \%
3 P f3 \ \% 1 2 \% \% \%
4 P1 f4 V V 2 2 F V V
5 P, f1 1 1 V F V
6 P, f, V F 1 2 V V V
7 P, f3 1 2 V V V
8 P, fa 2 2 F \% F
9 P [ i |F F [ 1 1 V. F F
10 Ps3 f, 1 2 vV V V
11 | Ps | f3 1 2 vV V v
12 Ps3 f4 2 2 F V V
13 P4 f1 1 1 vV F

14 Py f, 1 2 vV V

15 P4 f3 1 2 vV V

16 Py fa 2 2 F V

Exercicio: Completar a tabela.
Vamos considerar duas formulas especiais:

1. OxOy (P(y) - y=x);
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Esta formula é V quando:

a) O P éfalso paratodoyem D;
b) O P é verdadeiro para um s6 x em D;
Ou seja, ela traduz: “existe no maximo um x tal que P(x)”".

2. Ox(P(x) 0Oy (P(y) - y=x));
Esta diz: “existe exatamente um unico x tal que P(x)".
O que é frequentemente escrito: (0! x P(x) e, para uma formula qualquer, 0!
X A(X).
O célculo de predicados com igualdade pode ser montado com mais trés
esquemas de axiomas:
16a: Fx=x;
16b: Fx=y - (X=y - y =2);
17: Fxi=¥i » (P(Xgeoe: Xieew Xn) = P(X1eet Yieerr Xn));
18: Fxi= Vi > (F(X1eee Xiven Xn) = F(Xpeert Yieerr Xn));

Teorema:
Para variaveis X, y, z teremos , s, t,.......
1. Fx=x

2 X=Y - Y =X;

3 x=yUOy=2)- x=12

4, r=s ':P(tl,...,r,...) o P(ty,...,S,...);
5. r=s Ff(ty,...r...) =f(ty,...,,...);

Prova:

Seguem dos axiomas. Por exemplo, para 16b, faca x substituir z, dando |—x
=y - (X =x - y =x). Portanto para provar 2 (simetria de igualdade) basta usar a
forma acima de 16b e mais 16a.

Teorema (da substituicdo)

a. Para termos: sejam r e s termos quaisquer, t; um termo contendo r
como parte consecutiva, ts o0 resultado de substituicdo de r por s em
t, entdo: r=s |t =ts.

b. Para formulas: seja ainda C, uma féormula contendo r como parte
consecutiva, Cs a férmula resultante da substituicdo desse r por s,
X1.. Xn as variaveis de r ou s que se tornam dominadas por
guantificadores em C. Seja I' uma lista de férmulas que néo
contenham x; X, livres, entdo:se fr=sentdol |} C; « Cs.

Prova

Semelhante ao teorema da pagina 50. Construa Cs a partir de s “para fora”.
Por exemplo, seja r = g(x) e s: f(h(x)), entdo:

1. Fg ) =f(h(x) hipotese

2. FP@(X).y) - P(f(h(x)).y);
3. FOxP(A(x).y) -~ OxP(f(h(x))y);
4. Q(z) DOxP(g(x).y) « Q(z) O Ux P(f(h(x)).y);
5. 0z (Q(2) BOxP(Q(x).y)) -~ Uz (Q(z) UUxP(f(h(x)).y));
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Teoria Formal dos NUmeros

A partir do célculo de predicados com igualdade € relativamente simples
montar uma teoria formal para a aritmética. Trata-se de estender a linguagem
objeto para introduzir uma estrutura que pode ser interpretada na teoria dos
nameros, ou seja, 0s axiomas introduzidos séo verdadeiros quando entendidos na
interpretacéo da teoria (informal) dos numeros.

Os simbolos formais usados séo:

o, -, 00~00=+7*"0,aDb,Cueer, 1.

Ou seja, adicionam-se +, *, *, 0 e as variaveis (na linguagem objeto) a, b,
c,.... € 0 indice ;. Note que agora a metavariavel ¢ pode assumir valores a, b,...,
a1, ai11, etc. Os “termos” agora sdo mais restritos.

Definic&o de termos:

1. 0 é um termo;
2. Asvariaveis a, b, c,...... ai, by,... sdo termos;
3. Ser e s sdotermos, entdo r’, r+s, r*s também sdo termos;
4. Os Unicos termos sao os obtidos da aplicacdo das regras 1, 2, 3.
Note que “r+s” ndo € um termo na linguagem objeto. “a’+ by1,” é. Como é
“(@*b)+(c*d)".

Definicdo (de formulas):

1. Ser e ssaotermos, entdor =s é uma formula;

2. Se A e B sédo formulas, entdto A - B, A - B, AB, A[B, ~A séao
formulas;

3. Se A € uma férmula e x uma variavel, entdo [0 x A e Ox A séo
formulas;

4. As Unicas formulas.....(etc).

Nesta definicdo, r, A e x sdo simbolos metalinguisticos. [0 x (A O0B) néo é
uma férmula na linguagem objeto, mas D a (a=0 OOba=Db’) é.

Pode-se usar também abreviagBes metalinguisticas. Assim, a # b pode
abreviar ~(a=b)ea<bparalc (c’ +a=Dh).

O sistema formal N ent&o ir4 conter:

a) Todos os axiomas do calculo de predicados, onde para o0s
esquemas [l e (e regras [ e [] r pode ser um termo domo definido
acima.

b) Os seguintes axiomas adicionais (vamos numera-los ap0s o0s
axiomas da igualdade)

19. |—A(O) 00 x (A(X) - A(X)) - A(X). Este € um esquema de
axiomas, onde A(X) € qualquer féormula com a (meta) variavel
X livre.

20. Fa’ =b - a=b;

21. +~(@' =0);

22.Fra=b - (a=c - b=c), que corresponde a 16b;

23.Fra=b - a =bj

24. Fa+0=gq;
25.Fa+b =(a+b);
26.Fa*0=0;

27.Fa*b’'=a*b +a.
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Essencialmente, N € o célculo de predicados aumentado dos axiomas
(n&o-légicos) 19 a 27.

Esses axiomas podem ser considerados como hipoteses I' nos resultados
sobre deducibilidade. Também, os axiomas “abertos” 20 a 27 podem ser
considerados sindnimos de axiomas “fechados”.

(porexemplo: Dadb(a=b - a =b)).

Pode-se dizer que B é provavel em N, |- B em N, sse para alguma lista A;,
As,..., Ay de axiomas nao-logicos de N, Az, Ao,..., Aq |— B no célculo de predicados,
ou, equivalentemente, Az, UA,,..., A, |- B onde O A é o fechamento de A..

A interpretacdo natural de N (que faz com que os axiomas ou hipoteses 19
a 27 sejam “verdadeiras”) é a aritimética dos numeros naturais. Assim, nele, 0’ =1,
0"=1=2,0"=1"=2"=3, etc.

O esquema 19 e axiomas 20 e 21 sao, essencialmente, os axiomas llI, IV,
V de Peano. O axioma | de Peano diz que 0 é um numero natural, e o Il diz que se
n é um numero natural, n’ também é. Esses dois axiomas estdo “embutidos” na
lista de simbolos e na definicdo de “termo”.

Os axiomas 22 a 27 merecem comentarios: 0os axiomas 22 e 23 sao
axiomas para a igualdade, e substituem os axiomas 16 e 18. os axiomas 24 a 27
nao sdo estritamente necessarios (0s 5 axiomas de Peano sdo suficientes para a
aritimética).

Vamos dar alguns exemplos de prova:

1. fa=b - (a=c - b=¢) axioma 22;
2. ra-0=za-(@a+0=a - a=a);

3. ra+0=a axioma 24;
4. a=a 2,3, M.P.

Portanto a reflexividade de igualdade em N pode ser deduzida.

1. a=b fa*0b+0 simetria da =;

2. r(c=b) - (c+0=b+0) teorema de deducéo;

3. Fa+c=(a+c) axioma 25;

4. Fb+c =(b+c) axioma 25;

5. Fa+c=b+c-(a+c)=(b+c) axioma 23;

6. Fa+tc=b+c--a+c=b+c 5, 3, 4, axioma 22,

7. rO0c(a+c=b+c->a+c =b+c) introducédo do [J;

8. Fr(@+0=b+0)00c(a+c=b+c ->a+c’=b+c)-sa+c=b+c

axioma 19, c como x;
ouza=b fa+c=b+c;
ou: f(@a=b) -~ (@a+c=b+c);
9. a=b-a+c=b+c 1,7,8, M.P., etc;

Com esse resultado pode-se provar a associatividade de soma,

(@a+b)+c=a+(b+c). (Exercicio)

Assim como [Jc (¢’ + a = b) representa formalmente a abreviacao de a < b,
também [Jc (a * ¢ = b) representa a | b (a divide b). que a € um namero primo pode
ser representado por 1 <a ~[c (1 <c Oc < a [c/a), ja usando as abreviacdes
anteriores.
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Exercicio:
Escreva o predicado “a € um numero primo” sem usar as abreviacfes < e

Como os termos sO contém os operadores ‘, + e *, as funcdes exprimiveis
formalmente sédo s6 os polindbmios.

Suponha que f(xi.. X,) seja uma funcdo numérica qualquer. Pode-se
montar um predicado F(Xi.. Xn, Y) que € V sse y = f(Xi.. X,). Esse predicado
chama-se representante de f.

Por exemplo, a funcéo fatorial, x! = y, pode ser escrita como !(x,y) e, por
exemplo:

OuOv[!(x+1,u)0!(x,v)Du=v*(x+1]);

dizque (x+1)j=xj*(x+1).

Portanto, N é adequado para a teoria (informal) de nidmeros, embora um
tanto “desajeitado”.

Outros sistemas formais, como N, podem ser facilmente estabelecidos
como extensdes do Célculo de Predicados.

Por exemplo, sejam os simbolos formais:

~ -, 000 0=7%*"1a,b,c,..., 1.

Definicao de “termo”:

1. “1” é um termo;

2. asvariaveis a, b, ..., a1, a1;.... Sdo termos;
3. seréumtermo, r*ser também sao;

4. 0s unicos termos.....etc.

A definicdo de “férmula” é a mesma da pagina 55.
Os axiomas adicionais sao:

Gl9:a=b - (a=c - b=c¢)

G20:a=b - a*c=b*c

G2l:a=b - c*a=c*b;

G22:(a*b)*c=a*(b*c)

G23a*1=a;

G24a*a =1.

O sistema formal resultante, G, pode ser interpretado por qualquer grupo
de G, que normalmente €& definido como um conjunto g fechado para uma
operacdo * associativa, e que possui um elemento “identidade” 1 (ou “E”) e
inversos a’ para todo a Z g.

Teorema da Incompleteza de Godel

Ja vimos gue o célculo de predicados é completo, no sentido que, nele, se

E Aentdo | A. Também vimos que ele é consistente, no sentido de que n&o existe

A tal que |— Ae |- ~A. Por outro lado, embora o célculo de proposicdo seja

decidivel, o célculo de predicados ndo é: € impossivel construir um procedimento

automatico (algoritmo ou programa) tal que, dada uma férmula qualguer A, decide

se FAou |~A (ou~}A).
Godel mostrou:

1. que ndo € possivel provar a consisténcia de um sistema formal

suficientemente rico para englobar a aritimética, a ndo ser que usem
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argumentos (metalogicas) cuja consisténcia seja tao discutivel quanto
a do sistema formal objeto.

2. qualquer sistema formal desse tipo (inclusive o nosso N) é
inerentemente incompleto.

A prova de 2 é baseada na existéncia de uma infinidade (potencial) de
nameros naturais, e na contabilidade das férmulas do sistema formal objeto.
Podemos associar a cada simbolo, férmula e prova do sistema formal um
anico numero inteiro (isto €, codificar as férmulas) de varias maneiras.
Por exemplo, vamos associar numeros aos simbolos:
() oooo~=0 "
12345678910
Simbolos para proposic¢des, predicados e variaveis podem ser associados
a numeros maiores do que 10, sendo prop = 0|3, pred = 1|3 e var = 2|3, por
exemplo, P: 12, Q: 15, P(): 13, x: 11, y: 14, etc.
Seja a formula:
(Oy) (0Ox) (x =
16 142 16 112 1 11 8

y )
1410 2
O namero de Godel correspondente pode ser:

1 6 14 2 1
n=2*3 * 5 * 7 * 11 *...

Pelo teorema da fatoracdo Unica em divisores primos, dado n, a férmula
pode ser reconstruida.
Uma outra maneira “se considerar um alfabeto completo:

I () oooo~=0*AB Zab __z,
25 simbolos 25 simbolos
0 123456789 1011 35 60 61

e considerar uma expressdo como representado um nuamero na base 62.
No caso anterior (sem paréntesis).
Oy OOx x =y
6 59 6 58 58 8 59 10
corresponderia a:
10+59*62+8*622+58*623+....... =n|1010=3.7016098E12

A expressdo pode entdo ser considerada como 0 proprio numero escrito
na base 62. Caso o numero seja dado na base 10, a conversdo para a base 62 é
simples. Naturalmente, muitos numeros nao corresponderdo a formulas bem
formadas.

Analogamente, uma prova formal no sistema pode ser associada a um
anico numero.

Proposi¢cdes metamatematicas sobre expressdes e provas podem entéo
ser aritmetizadas.

Por exemplo: “A sequéncia de férmulas cujo n°G é x € uma demonstracéo
de formula com n°G z”, denota uma relagé@o entre os “nimeros” x e z:

Dem (x,z)
Que pode ser V ou F — esse predicado € decidivel! (Como?).
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Considere a férmula:
Ox (x=vy");
Digamos que seu numero de Godel € m. Vamos colocar o0 préprio m no
lugar de y;
Ox (x=m’);

Isto é, criamos uma nova férmula colocando m onde estava y. Seu n® G
sera dado por:
sub (m, y, m);

(ou sub (m, 59, m)) que é uma funcdo computével:

“O n° G da férmula obtida substituindo na férmula de n°® G m a variavel y

orm-.

Considere agora a férmula:
0 x ~Dem (X, z) (a férmula cujo n° G € z ndo € demonstravel);

Z € um numero; vamos colocar outro nimero no lugar dele:
0 x ~Dem (x, sub (y, 59, y)); (1);

Que diz que a férmula cujo n° G é sub (y, 59, y) ndo é demonstravel.
(1), por sua vez, é uma formula, e tem um n° de Gddel.

Seja n esse numero. Considere:
0 x ~Dem(x, sub (n, 59, n)); (2);

Como foi obtida (2)? Substitui-se na férmula de namero n, (1), a variavel y,
(59), porn. O n° G de (2) é, portanto, sub (n, 59, n)!

O que diz (2)? Que a féormula de n°® G sub (n, 59, n) (ela prépria) ndo é
demonstravel!

Entdo (2) é (metamatematicamente) verdadeira e ndo é demonstravel no
sistema formal. (vide paradoxos)

“Ueber Formal Unentscheidbare: Saetze der Prinepia Mathematica und
Verwandter Systeme)” (Godel, 1931).

Alguns detalhes adicionais:

Dissemos que quando uma prova formal do sistema pode ser codificada
também € o seu (Unico) n° G.

Vamos dar um exemplo. A prova de ¢ = a. Ela pode ser re-escrita sem usar
0 simbolo -.

=

F~@=b)O(~(a=c)O(b=c))
ou f~(@a=b)0~@=c)0Ob=c
. F~(a+0=a)0(~(a+0=a) O(a=a)
ou f~(@a+0=a)0a=a
a+0=a
a=a

N

Hw
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Para efeito de codificacdo, podemos escrevé-la assim:

F~@=b)0~@@=c)0Ob=c f~(@a+0=a)0a=a fa+0=a fa=a;
0 713683723 713683823 37838 0 7136119836 336836 03611 9 836 0 368 36

Onde o 0 corresponde ao sinal |, e serve como marcador de nova linha. O
n° G desta prova poderia ser:

2 3 4 39 40
Mm=36+8*62+36*62+0*62+36*62+.....+7*62+0*62

Naturalmente, ndo ha dificuldade (tedrica) em se estabelecer o n° G de
uma prova, nem em decidir o predicado.
Dem (m, 138932)
Onde 138932 é o n° G da a = a — nesse caso, o predicado avalia a V.

Qual seria 0 n°® G da formula (2)? Ou seja, qual o valor da funcdo sub (n,
59, n)?

Como néo temos a virgula no nosso alfabeto, vamos usar a barra |.
Também para simplificar, vamos usar D para Dem e s para a funcéo sub.

Ox ~D(x | s(n|59| n))
6 58714 15861541496159 614922

Ou seja: 2 3 15

Sub (n, 59, n) = 2 +2 * 62 + 49 * 62 + 61 * 62 +...+ 6 * 62 =
5,334206326E27

Que é o n° G da formula (2).

Exercicio:
Calcule o n°® G da férmula (1) — ou seja, calcule o valor de n, com as
simplificacbes adotadas acima.

Note que a insercdo de novos simbolos no alfabeto (virgula, algarismos,
etc) ndo altera em nada o raciocinio, somente mudando a base (62) na
representacdo dos minimos de Gddel.

Céalculo de Predicados de 22 Ordem

Uma extensédo interessante do Calculo de Predicados, especialmente do
ponto de vista de notacdo, é a de permitir quantificacdo de proposicdes e
predicados. Chega-se assim ao C.P. de 22 ordem.
Pro exemplo, seja a formula:
OP Ox (P(x) O~P(x))
gque € um modo suscinto de descrever o “tartium non dactur’ para
predicados.
Outro exemplo:
Seja A uma proposicao (ou mesmo uma formula sem x livre). Entéo:
OAOB([@Ox (A - B(X)) « (A - OxB(x))
€ outro modo de se escrever 42 — naquele caso, 0 A O B néo estava
escrito explicitamente, mas estava contido no enunciado do teorema.
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Na Teoria de Numeros, o esquema de axiomas 19, pode ser re-escrito
assim:
OA{AO)OOxOy (AKX Oy=x - A(y)) - OxAX)};

No Calculo de Predicados com igualdade, a definicdo do predicado
especial _ = _, ou de x =y, pode ser considerada como uma abreviagao de:
OPPX) - P(y)):
Que € uma definicdo de igualdade através de propriedades (todas as
propriedades que x tem, y também tem e vice-versa).
Digamos que se queira dizer que qualquer predicado Q(X, y) equivalente a
X =y tem que ser simétrico. Isso pode ser escrito:

0DQExDy QX Yy) « P(PX) « P(y) - OxUy QK y) - Q. X)),

Pode-se dizer, também, que O x O y P(x, y) ndo € valida, pode-se
escrever:
~OPOx0OyP(x,Y);
ou, equivalentemente:
OP Ox Oy ~P(x, y).

No Calculo de Proposi¢cdes, pode-se agora escrever o teorema que diz que
para cada proposicdo X (usando letras maiusculas para indicar variaveis cujos
valores sdo proposi¢cdes) existe outra, Y, tal que sé uma das duas é verdadeira.

OXOY (X OY) O~(Xoy));

Também pode-se dar regras para eliminar quantificadores:
OX((AOX)OBO~X)) « AOB
OX((AOX) OB O~X) -« AOB

Formulas validas no C.P. sdo vélidas no C.P.,, mesmo com a adi¢do de
guantificadores para predicados, onde eles eram implicitos.

Por exemplo:

F.OA@OxOyAxYy) - Oy OxA(X,Y)) 32;
2OADOB(OxAX) OOxB(X) « Ox (AX) OB(x)) 34
2 OADOBADODOXxB(X) « Ox (A OB(X))) 38

(onde A néo tem x livre);

O C.P., pode ser axiomatizado, produzindo um sistema formal. No entanto,
nao existe um conjunto de axiomas completo para ele — como N, o C.P.; &
inerentemente incompleto (Godel, 1931).

Note que predicados podem ter propriedades. Os simbolos para
predicados podem ser tratados como variaveis (do “tipo” predicado) no C.P.,.
Assim, pode-se escrever:

OF o) - ¢G);

Onde ¢(F) é uma féormula que tem a var, F livre, mas ndo tem a var, G
livre, e P(G) é obtido pela substituicdo uniforme de F por G em ¢(F). Aqui, ¢ é um
predicado de predicado.
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Assim como as formulas validas do Célculo de Proposi¢cbes deram
férmulas validas no C.P., aqui também as formulas validas no C.P. podem dar
férmulas véalidas no C.P.,. Assim:

F2~OP @(P) ~ OP~o¢(P) 33a

e:

2 0P (0(P) ~ Q(P)) - (TP @(P) ~ 0P Q(P))

uma vez que:

F1Ox(PX) -~ Q) - (OxP(X) - Ox Q(x))

As propriedades de predicados podem ser definidas em termos das
variaveis do sistema formal. Assim podemos ter:
Ref (R): O x R(X, X);
Sim (R): Ox Oy (R(X,y) - R(y, x));
Trans (R): Ox Oy Oz (R(X, y) OR(Y, z) - R(X, 2))

Assim, Ref (=), Sim (=), Trans (=) sao verdadeiros. Tran (<) é verdadeiro e
Sim (<) é falso.
Inc (P, Q): O x (~P(x) O~Q(x));
Imp (P, Q): U x (P(x) -~ Q(X));

Este ultimo podendo ser escrito P 5 Q. Assim

FOPOQP ~ (Q~ (PLOQ));

O Conceito de Numero

Como em C.P., temos predicados de predicados, nele podemos
representar nimeros, como propriedades de predicados. Assim:
Terra (X)
Deus (x)
Sé&o predicados que sdo V sO pra um valor de x (0 segundo né&o, por
exemplo, na mitologia grega).

Podemos escrever:
0(P): ~Ox P(x);
1(P): x (P(x) DOy (P(Y) - =(x, y));
2(P): Ox Oy (~=(xy) OPX) OP() U0 z (P(2) - =(x,2) U=(y, 2)));

E a equivaléncia numérica de dois predicados, E N(P, Q), diz que os
elementos para os quais P é V podem ser colocados em correspondéncia 1:1 com
0s elementos para os quais Q é V.

A adicdo de numeros pode entdo ser reduzida a disjuncédo de predicados
incompativeis. Se P e Q séo incompativeis e m(P) e n(Q) entdo m + n (P 0 Q).

Uma igualdade como 1 + 1 = 2 reduz-se a uma férmula (provavel em
C.P.z):

OPOQ (Inc (P, Q) 01(P) I1(Q)) - 2 (P OQ).
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Teoria de Conjuntos

Um conjunto pode ser dado pela enumeracdo de seus elementos ou por
um predicado que € V para os elementos do conjunto. Por exemplo:
A={1,2, 3}
B={x|xOROx>5}

Mesmo no 1° caso, pode-se escrever um predicado descritivo de A:
A{x|x=10x=20x=3}

Para um dado predicado, o conjunto correspondente é Unico. Para um
dado conjunto, pode-se escrever mais do que um predicado — eles séao
equivalentes:

Eq (P, Q): Ox (P(X) ~ Q(x));

Assim, o conceito de nuamero como propriedade de predicados €
essencialmente o mesmo conceito (cardinalidade) de propriedade de conjuntos.
Os outros conceitos comuns da teoria de conjuntos sdo exprimiveis no
C.P.;: se P; e P, sao predicados que definem dois conjuntos, A; e Ay:
A1 OA; corresponde a P1 OPy;
A n Az corresponde a P1 OPy;
A1 OA; corresponde a O x (P1(x) - P2(x)) ou P, > P2;

#A, = #A, corresponde a EN (Py, Py);

O conjunto de subconjuntos de um dado conjunto D pode ser dado por um
predicado,, Sub(P, D), que é V sse P 5 D.

Assim como um predicado P(x) define um conjunto {x | P(x)}, também um
predicado,, F (P), define um conjunto de conjuntos. A unido de todos esses
conjuntos é dada por:

{x [ OP(F(P) OP())}

Com a expressédo OP (F(P) O P(x)) em C.P.,. A interse¢cdo deles é dada
por { x| O P(F(P) - P(x)) }

E importante que se distinga predicado; de predicados de predicados (ou
predicado,). Sendo vejamos: seja P(F) um predicado. Entdo P(P) pode ser V ou F
(por exemplo, “o predicado Sim € simétrico”, Sim(Sim), é F, porque Sim sé tem um
argumento).

P(P) exprime a propriedade de que P é aplicavel a si mesmo. Escrevamos
ASM(P) para isso. Entdo ASM(~ASM) e ~ASM(~ASM) tem sentido. Mas
~ASM(~ASM) ou é V (e nesse caso ASM(~ASM) é V) ou é F (e nesse caso
ASM(~ASM) é F), ou segja:

ASM(~ASM) - ~ASM(~ASM)
Que é outra forma de paradoxo de Russel.
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