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Automatos Finitos e Linguagens Formais

Os conceitos centrais da teoria de automatos

As definicGes mais importantes que permeiam os termos de autématos sdo:

alfabeto = um conjunto de simbolos;
string = uma lista de simbolos de um alfabeto;

linguagem = um conjunto de string de um mesmo alfabeto.

>=1{0,1} alfabeto bindrio

> ={ab,c, ..., 2} o conjunto de todas as letras minudsculas

Notas importantes sobre os strings:

a.

O string vazio (€) é o string com zero ocorréncias de simbolos. Esse string pode ser escolhido de qualquer
alfabeto;
O comprimento de um string é o nimero de simbolos no string;
e String: 01101
0 Existem dois simbolos {0,1} neste string, mas existem cinco posi¢des para simbolos.
o |e] = 0
5

o |01101|
Se 5 é um alfabeto, pode-se expressar o conjunto de todos os strings de um certo comprimento a partir
deste alfabeto, utilizando uma notacdo exponencial, ou seja, 3*

St = conjunto de strings de comprimento k

Se 5 ={0,1} entdo,

e Y= {e}
e Y= {01}
e Y= {00,01,10,11}

e —
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o ¥ = {000,001,010,011,100,101,110,111 }

e . etc

Nota Importante:

> =alfabeto com elementos O e 1

s = conjunto de string 0 e 1, cada um dos quais com comprimento 1

d. Convencgdo: comumente se utiliza letras minusculas do inicio do alfabeto (ou digitos) para denotar simbolos,
e letras minusculas préximas ao fim do alfabeto, em geral w, x, y e z, para denotar strings.
> ={a,b}

W = aaba, x = aabbb e y = aabaa

e. O conjunto de todos os strings sobre um alfabeto 5 é denotado convencionalmente por 3*.
Por exemplo:
{0,1}* ={€,0,1,00,01,10,11,000, ...}. Como gera-lo matematicamente?
s*=5°uUstuyu..

= U Y (fechamento de Kleeme)

i=0

f.  Asvezes é desejado excluir o string vazio do conjunto de strings. Assim o conjunto de strings ndo vazio do

alfabeto Y é denotado por 3", valendo as seguintes propriedades:
AR XI0) U ()
i=1
> =3 ulel
g. Concatenacgdo de strings:
Sejam os strings x e y. Entdo, xy denota a concatenacdo de x e y, isto &, o string formado tomando-se

uma copia de x e acrescentando-se a ela uma cdpia de y.

Se x = a;a;...a; e y=b;b,...b;, entdo xy é o string de comprimento i+j: xy = a;a,...a; b1b,...b;

h. O string vazio (g) é a identidade para a concatenacgéo, isto é, ew =we =w
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Exemplo de Linguagens:
1. Alinguagem de todos os strings que consistem em n zeros seguidos por n uns, para algum n > 0:

{e 01,0011, 000111...}

2. 0O conjunto de strings de zeros e uns com um numero igual de cada um deles:
{e, 01, 10, 0011, 0101, 1001, 001011, ...}

3. 0O conjunto de nimeros bindrios cujo valor é um namero primo:

{10, 11,101, 111, 1011, ...}
e [ e
23 5 7 1

4. 5* éuma linguagem para qualquer alfabeto 3.
5. (J, alinguagem vazia, é uma linguagem sobre qualquer alfabeto.
6. {€}, alinguagem que consiste apenas no string vazio, também é uma linguagem sobre qualquer alfabeto.

Note que & # {&}.

Nota:

A Unica restricdo importante sobre o que pode ser uma linguagem é que todos os alfabetos sdo finitos.

Problema

Na teoria de automatos, um problema é a questdo de decidir se um dado string é elemento de alguma linguagem
especifica.

Mais precisamente, se 5 é um alfabeto e L é uma linguagem sobre 3, entdo o problema L é:

- Dado um string w em *, definir se w estd ou ndoem L.

Pode-se demonstrar por reduc¢do ao absurdo que:
“Se o teste de pertinéncia a linguagem L, é dificil, entdo compilar programas na linguagem de programacao x é
dificil”.

0-Introdugédo Pagina 5
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Termos Fundamentais
Alfabeto: um alfabeto é qualquer conjunto finito ndo vazio de simbolos.
Strings: um string é uma sequéncia de comprimento finito de simbolos.

Linguagens e problemas: Uma linguagem é um (possivelmente infinito) conjunto de strings, os quais escolhem seus

simbolos a partir de algum alfabeto Unico. Quando os strings de uma linguagem tém de ser interpretados de algum

modo, a questdo de saber se um string pertence a linguagem as vezes se denomina um problema.

Automatos Finitos: Os autdmatos finitos envolvem estados e transi¢gdes entre estados em resposta a entradas sobre
o grafo que compde os estados. Um autdmato finito tem um conjunto de estados, e seu “controle” se desloca de
estado para estado em resposta a entradas “externas”.

Linguagens Regulares: Essas linguagens sdo exatamente aquelas que podem ser descritas por autématos finitos.

Expressoes Regulares: Essas expressdes formam uma notagao estrutural para descrever os mesmos padrdes que

podem ser representados por autdomatos finitos.

Gramaticas livres de contexto: essas gramaticas constituem uma notagdo importante para descrever a estrutura de

linguagens de programacao e conjuntos de strings inter-relacionados.
Magquina de Turing: Essas maquinas sdo autématos mais complexos que modelam o poder dos computadores reais.

Ela nos permite estudar as questdes de decibilidade.

O-Introducgéo Péagina 6
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Automatos Finitos, Linguagens e Gramaticas

Definicdo de um Automato Finito Deterministico

A=(Q, 5, d, qo, F) tupla de cinco elementos

Q = conjunto finito de estados

J = conjunto finito de simbolos de entrada

Jd=uma fungdo de transicdo que toma como argumentos um estado e um simbolo de entrada e retorna um estado.
go = um estado inicial, um dos estados em Q

F=um conjunto de estados finais ou de aceita¢do. F é um subconjunto de Q

Como DFA Processa Strings

Suponha que asja,...a, seja uma sequéncia de simbolos de entrada e que estdo todos definidos pelo alfabeto 5. A
“linguagem” do DFA é um conjunto de todos os strings que o DFA aceita. Seja entdo, gy 0 estado inicial do DFA. Para
processar esta sequéncia de simbolos é necessario consultar uma fungdo de transi¢do 6 do tipo 8(qi.1, a))=q; para

cadai=0, .., n.Se g, é um elemento de F, entdo a entrada aia,...a, € “aceita” e, se ndo, ela é “rejeitada”.

Exemplo: Para uma linguagem L = {w | w é formada por x01y para alguns strings que consistem somente em Q’s e

1’s}, tem-se:

A = ({quqlqu}/ {oll}l 8} CIO, {ql})

1 0 0,1

Inicio 0 2 do| @ o

* 01 a1 a1

Q2 (op] a1

- estado inicial
*  estado de aceitagdo

Figura 1 — diagrama de transi¢es ou grafo de um DFA.

“O DFA define uma linguagem: o conjunto de todos os strings que resultam em uma sequéncia de transi¢Ges de
estado, desde o estado inicial até um estado de aceitagdo”.

e —
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Para tornar esta a nocdo de “linguagem” de um DFA é necessdrio também definir uma “funcdo de transicao
estendida” que descreve o que acontece quando se comega de qualquer estado e se segue por uma sequéncia de
entradas.

Assim,

A

“Se 6 é a funcdo de transicdo, entdo 5

sera a funcao de transicdo estendida”.

A definicdo de g é feita por inducdo da seguinte forma:

N
Base: 8(q, €) = q “Se nado lida nenhuma entrada, entdo permanece no mesmo estado q”
Inducdo: L={w | w da forma xa, onde a é o ultimo simbolo de w}

g(q,w) =0 (g(q,x),a) =0(p,a) (q é o estado inicial)

Onde: p = estado em que o autdémato se encontra depois de processar tudo, exceto o ultimo simbolo de w, ou seja a.

A linguagem de um DFA
Seja um DFA definido como A =(Q, 3, 9, qo, F), entdo a linguagem deste DFA serd denotada por L(A) e

definida na forma, L(A) = {w / g(qo, w) estd em F}.

L(A) ={w/ g(CIo, w) estd em F}

“Alinguagem de A, L(A), é o conjunto de strings w que levam o estado inicial qo, até um dos estados de aceitagao”.

“Se L é L(A) para algum DFA A, diz-se que L é uma linguagem regular”.

Autdmatos Finitos Nao-Deterministicos — NFA

“Um autdmato finito ndo-deterministico (NFA) tem o poder de estar em varios estados ao mesmo tempo. Essa
habilidade é expressa com frequéncia como a capacidade de adivinhar algo sobre a sua entrada”.
“Os NFAs aceitam exatamente as linguagens regulares da mesma maneira que fazem os DFAs”.

“Frequentemente, os NFAs sdao mais sucintos e mais faceis de projetar que os DFAs”.

e —
1-Autébmatos Finitos Pagina 4
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“Embora, sempre seja possivel converter um NFA em um DFA, esse ultimo pode ter exponencialmente mais estados

gue o NFA, felizmente, casos desse tipo sdo raros”.

“A diferenca entre um DFA e um NFA esta no tipo de &”.

“Para um NFA a fung¢do & pode retornar zero, um elemento de estado, ou mais de um estado”.

,1
Inicio % 0 @ 1 > ‘

Figura 2 — um NFA que aceita todos os strings que terminar em 01 (x 01)

Sequéncia de entrada: 00101

el
v
de)
o
y

» Jdo > lo——g» 9o——

a1 Caminho de
(paralisado) aceitagdo!
\
\
\
2 -

(paralisado)
Nota:

Como existe um caminho no grafo do NFA que leva o string 00101 para q,, entdo este string é aceito.

|
1-Autdbmatos Finitos
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Defini¢do de Autémato Finito Ndo-Deterministico

Um NFA é essencialmente representado como um DFA:

A=(Q, 3, d, qo, F) tupla de cinco elementos

Onde,

Q = conjunto finito de estados

J = conjunto finito de simbolos de entrada (alfabeto)

o= afuncdo de transicdo. Se & retorna um conjunto de estados com mais de um elemento ou henhum, tem-se um

NFA, caso contrario, se & sempre retorna um Unico elemento tem-se um DFA.

O NFA da figura 2 toma a seguinte forma algébrica:

A= ({qu d1, CIZ}; {011}1 81 Jo, {qZ})

Onde,
o 0 1
2 Qo {qo, a1} {ao}
q: %) {a2}
*a, %) %)

A Fungado de Transicdo Estendida em um NFA

N
Base: 8(q, €) = {gq}. O NFA permanece no mesmo estado quando n3o Ié nenhum simbolo.

Inducdo: Seja w um string da forma w = xa, onde a é o ultimo simbolo de w e x é o restante de w. Seja também que

N
S(q, X) = {p1,P2,..., Pr}. Seja,

T
U 6 (pi,a) ={r, 12, ... T}
i=1

N A "
Entdo, 5(d, W) = {ru,ra,..., fm}, OU sejam pode-se calcular (g, w) calculando primeiro (q, x).

“Um NFA aceita um string w se é possivel tomar qualquer sequéncia de escolhas do préximo estado, enquanto sdo
lidos os caracteres de w, e ir do estado inicial para algum estado de aceitagdo”.

1-Autébmatos Finitos Péagina 6
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A Linguagem de um NFA

Formalmente, se A=(Q, 5, 9, qo, F) € um NFA, entdo L(A) = {w | g(q,w) NFzJ}

N
Isto é, L(A) é o conjunto de strings w em >* tais que 8(qo,w) contém pelo menos um estado de aceitacgao.

Equivaléncia entre DFA e NFA

Embora existam muitas linguagens para as quais um NFA é mais facil de construir que um DFA, é um fato
surpreendente que toda linguagem que pode ser descrita por algum NFA também possa ser descrita por
algum DFA.

Entretanto, no pior caso, o menor DFA pode ter 2" estados, enquanto o menor NFA para a mesma linguagem
tem apenas n estados.

A prova de que os DFAs podem fazer tudo que os NFAs podem fazer envolve uma “construcdo” importante,
denominada construgdo de subconjuntos, porque inclui a construgao de todos os subconjuntos do conjunto
de estados do NFA.

E importante observar a construcdo de subconjuntos como um exemplo de como se descreve formalmente

um autémato em termos dos estados e transi¢cdes de outro, sem conhecer os detalhes especificos desse
ultimo autémato.

A construcao de subconjuntos comeca a partir de um NFA N = (Qy, 3, dp, {do}, Fp) tal que L(D) = L(N). Os

alfabetos de entrada dos dois autématos sdo os mesmos e o estado inicial de D é o conjunto que contém
apenas o estado inicial de N, e
0 Qp é o conjunto de subconjuntos de Qy, isto é, Qp € o conjunto poténcia de Qy. Note que, se Qy tem
n estados, entdo Qp tera 2" estados;
0 Fpé o conjunto de subconjuntos S de Qy tais que S M Fy # 0. Isto é, Fp representa todos os conjuntos
de estados de N que incluem pelo menos um estado de aceitacdao de N;

O Para cada conjunto S — Qy e para cada simbolo de entrada a em 3, dp(S,a) = U On(p,a) em S

Frequentemente pode-se evitar a etapa de tempo exponencial da construcdo de entradas da tabela de
transicGes para todos os subconjuntos de estados, se executarmos uma “avaliacdo ociosa” nos subconjuntos
como segue.

Base: Sabe-se com certeza que o conjunto que consiste apenas no estado inicial de N é acessivel.

Inducao: Supondo que o conjunto S de estados é acessivel, entdo para cada simbolo de entrada a,
determina-se o conjunto de estados Op(s,a), sabendo que esses conjuntos de estados também serdo

acessiveis.

1-Autébmatos Finitos Péagina 7
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Teorema 01: Se D = {Qp, 3, dp, {do}, Fo} € o DFA construido a partir do NFA N = {Qy, 3, On, 9o, Fn} pela

construcgdo de subconjuntos, entdo L(D) = L(N).

Teorema 02: Uma linguagem L é aceita por algum DFA se e somente se L é aceita por algum NFA.

Exemplo:

Figura 3 — Esquema de um NFA denominado Ay

AN = (QN; Z, 6N/ Jo, FN) = ({CIO, d1, QZ}, {011}/ 8N/ Jo, {C|2})

8 0 1
2 o {qo, ai} {ao}
a1 %) {a2}
*a, %) %)

Convertendo o NFA para um DFA equivalente Ap = (Qp, 5, 0p, do, Fo)

>={0,1}eqo=qo

dp 0 1
%) e N&o precisa mais de
— 2 Qo i {qo,ai} ! {90} célculos, as outras

é P linhas podem ser

" 9 — desprezadas.
N——> {aoai} { do,aa} ¢ {do 92} » ——
1 * {092} { 90,01} ¢ {aok

*{ a1, 92} T
*{ do, A1, 92}

\\ /

1-Autébmatos Finitos Péagina 8
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8o ({go, a1}, 0) = & ({do}, 0) W 8w ({as}, 0) = {qo, a1} W D = {do, a1}
dp ({do, g}, 1) = &n ({do}, 1) W 8w ({au}, 1) = {do} U {g2} = {qo, G2}
8o ({90, 2}, 0) = ({do}, 0) W 8w ({92}, 0) = {qo, a1} W & = {qo, a1}
dp ({do, g2}, 1) = 8w ({do}, 1) W & ({92}, 1) = {do} W D = {qo}

Analisada a fungdo de transicdo Oy pode-se gerar o seguinte DFA,

-

Figura 4 — Esquema de um DFA denominado A,

e Esurpreendente o fato de que o DFA Ap faz a mesma coisa que o NFA Ay no sentido de que L(Ap) = L(Ay).

e Se vocé ndo gostou da notagdo acima, reorganize-a conforme esquematizado abaixo:

Figura 5 — Esquema de um DFA denominado A, reorganizado

e —
1-Autébmatos Finitos Péagina 9
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) 0 1
>, s S,
S: S1 S,
*S, S; So

o~ 1 0,1 0,1 0,1 0,1
|nI’CiO_> ; —>_> —p@—p

Esquema de um NFA para o conjunto de todos os strings de 0’s e 1’s tais que o n-ésimo simbolo a partir do fim é 1.

0,1
1 0,1 0,1
Inicio _> > (RN _> (n=3)

Y 0 1
2 {qo} {90, a1}
Qs {a2} {a2}
a2 {as} {as}
*as %) %)

String 00110 (n=3)

Frmrmrm N
0 0 N, 1 1 0

Caminhode |
aceitagdo RN i \\qi
.\.\ q -\.\.qz

1-Autébmatos Finitos Pagina 10
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Total de Linhas:

n+1
2 linhas

Linhas Realmente utilizadas:

2" linhas

{90, a1} o ({0, 91}, 0) = & ({q0}, 0) L Sn ({as}, O)

{a:} ={qo} U {a2} = ({ao, 92}

do ({q0, 91}, 1) = dn ({0}, 1) U dn({as}, 1)

%) ={ a0, 91} W {a2} = ({ao, a1, a2}

{90, a1, ... q3} Entretanto, 5y tem apenas n+1 linhas!

Esse processo indutivo ird leva-lo a

percorrer 2" linhas da funcdo de

0 1
{qo} {qo}
{a:} {a.}
{an} o
{90, a1} {90, a2} {go, 91, ... 42}
{d0, a2} {90, a3}
{do, an}

transicdo &p

\ {go, 91, ... an}

Reconhecer o string: 00110 (n = 3)

0,1
1
Inicio _>

On 0 1
2 Qo {qo} {90, a1}

q1 {a2} {a2}

Q2 {as} {as}
*as %) %)

> L, L, (Exemplo de um NFA)

1-Autdbmatos Finitos
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S 0 1
@ OS (7$ morre
1 {q0} {q0} {90, a1}
{a1} {02} {gp 0
{02} {ast
*{as} &

[@a> | wo
e |
4 @ <! {qo}

{a1, a2}

*{a1, as}
*{d,, 93}

> {9 au 52} 1o, A2, 9a} | {90, 1, G2, G}

6 *{d0, a1, a3} {90, a2} {90, a1, a2} #ﬁ'?"c'"gf'r"t'ago
1

» *{d0, 92, 03} {90, as} {90, 91, q3} (descartado

*{a1, a2, a3}
8 *{ o, a1, @ {90, 92, a3} { g0, a1, 92, a3} dﬁigar.tado

rtadd)

o ({do0, 91}, 0) = dn ({0}, 0) W On ({aa}, 0) = {ao} U {a2} = ({a0, 92}

3o ({g0, 91}, 1) = dn ({ao}, 1) W on({aad, 1) ={do, a1} U {a2} = ({q0, 91, A2}

e —
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O DFA equivalente ao NFA da pagina anterior

{90,91,92}

{90,91,92,93}

1
Figura 6 — DFA equivalente ao NFA
1. Teste para o String: 00110
0 0 1 1 0
Qo —» G —» do —>  {qoai} — {do,a1,922  — ({{d0,02,93}

String aceito, ok!

e —
1-Autébmatos Finitos Pagina 13
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2. Teste para o string: 11100

1 1 1 0 0
do —» {doai} — {00,910} —> {a0,91,02,03} —»  {qo,a2,03} —> ‘

String aceito, ok!

3. Teste para o string: 10011

1 0 0 1 1
do —» {doai} — {0092} —» {do, as} —» {00,941} {90,01,92}

String rejeitado, ok!

Autématos Finitos com Epsilon-transicoes ou e-Transi¢ées

e Os NFA’s com e-transicGes em 0, que é denominado &-NFA’s, estdo intimamente relacionados as expressdes
regulares, e sdo Uteis para provar a equivaléncia entre as classes de linguagens por automatos finitos e por

expressdes regulares.

e Alinguagem de A, L(A), é o conjunto de strings w que levam o estado inicial go, até um dos estados de
N
aceita¢do. Em notacdo de conjunto, L(A) = {w | 5 (co,w) estd em F}

e SeléL(A)paraalgum DFA A, diz-se que L é um linguagem regular.

Exemplo de um e-NFA’s:

Figura 7 — e-NFA’s para esquematizar a entrada de digitos numa calculadora

e —
1-Autébmatos Finitos Pagina 14
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A Notagdo Formal para um &-NFA
Um e-NFA A por A =(Q,5,9,d0,F) para o projetado da seguinte forma,

que & pode

receber

Argumentos 1. 8 € umestadodeQ
2. & € umelemento de 3 U {&}, ou seja, o string € é separado do alfabeto § para evitar confusdes.

Assim, para o autdmato £-NFA da pdgina anterior, tem-se 6 da seguinte forma:

E= ({QO: di, 92, - qS}r {-:"';',0/1;---;9}/8;QO/{QS})

0 € +,- . 0,1,...9
2q | {ai} [{au} | & {<}
91 %) %) {a.} {91,94}
dz %) %) %) {as}
a3 {as} %) %) {as}
s g | D | {as} %
*Qs %) %) %) %)

N
&-fechamento de um estado e funcao transicdo estendida ( 5 ) num &-NFA’s

e Informalmente, o “e-fechamento de um estado q” é utilizado para seguir as transi¢cdes saindo de g e que sdo
rotuladas por &.
e Formalmente, o “e-fechamento de um estado g, abreviado por ECLOSE(q) pode ser definido recursivamente
da seguinte forma:
O Base: o estado g estd em ECLOSE(q).
0 Inducdo: se o estado p esta em ECLOSE(q), e existe uma transi¢do do estado p para o estado r estd
em ECLOSE(q). Assim, se & é a fungdo de transigcdo do e-NFA envolvido, entdo ECLOSE(q) contém
todos os estado em d(p,€).

Para o exemplo da figura 7, tem-se:
ECLOSE(do) = {go,a1}
ECLOSE(qs3) = {gs,as}

ECLOSE(q;) = {qg;} parai=1,2,4,5

e Vantagem do g-fechamento: permite explicar facilmente qual sera a aparéncia das transicdes de um g-NFA

guando é dada uma sequéncia de entrada “ndo vazia”.
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Definicdo de g. para um &-NFA
e Seja um &-NFA do tipo E=(Q,3,8,q0,F), entdo a definicdo apropriada para g é:
o Base: g(q,s) - ECLOSE(q)
0 Inducdo: Seja w da forma w=xa, entdo g(q,w) sera determinado como segue:

1. Seja {p,p2-.,Px} 0 valor de g(q,x)

2. Seja Ui-‘=1 6§ (pi, a) o conjunto {Ry,ry,...,Mm}
Os rjs sdo apenas alguns dos estados que se pode alcangar a partir de g ao longo de
caminhos rotulados por w. Os estados adicionais sdo determinados a partir dos rjs seguindo-

se arcos rotulados por € na etapa (3).

N
3. 6(q,w) = U}Zl ECLOSE(r;). Esta expressdo considera a possibilidade de existirem arcos

adicionais rotulados por € apds o ultimo simbolo “real”, a.

Nota: Para se compreender melhor a defini¢do indutiva acima, considere a seguir, trés exemplos para o

N
calculo de 5 um exemplo para “DFA”, outro para “NFA” e por fim um exemplo para “e-NFA”.

Funcgées de Transi¢do Estendidas

DFA
N
e Base: 8(q,s) =q

N

e Indugdo: 8(q,w) = S(Q(q,x),a) paraw =xa

Exemplo:

L = {w/w tem ao mesmo tempo um numero par de 0’s e um nimero par de 1’s}

1
_— —)

—_— < 1 -
) 0 1

*2 o °F} a1

q: SE! 9o
92 do as
SE q: a2
0 0 0 0
1 >
e
1
Figura 8 — DFA’s para fungdo de transi¢do estendida
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N

5(d0110101) = ?

N

5(dor€) = do

5(6lo.1) = 8( (d0,2),1) = 3(cio, 1) = i

8(q0111) = 8(8(q011)11) = 8(qlr:l-) = qO

N N

8(qo,110) = S(S(qo,ll),O) =0(q0,0) = 02

N N

8(q011101) = 6(6(q01110)11) = 6((:1211) = q3

N N

8(%11010) = 8(6(qo,1101),0) =9(93,0) = q;

g(qo,110101) = 6(g(q0,11010),1) =3(q1,1) = qo (string aceito, ok!)

NFA
Base: S(q,a) ={q}

N
Indugdo: para w=xa e 8(q,x) ={p1,P2,...,Px} € S€ja
Ui'(=1 S(pi;a) = {rlerI"'Irm}

Entéo/ g(CI;W) = {rlerl'-'lrm}l ou sejal g(q'w) é f[g(q; X)]

Exemplo:
L = {w/ w=x01}
Sn 0 1
2> {q0,91} {ao}

1 %) {qZ}

01
0 1
Inicio _, —, - . .

v

e —
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N

(90,00101) = ?

o
5(d0:2) = o 5 (a0,00) =
5(00,0) = 8(3(002),0) = 5(cio,0) = {cio,cs} (5 (c0,0),0) =
§(@000) = 8(@00) U 8(@0) = (@oad U D= (e *  —  8lld0a)0)=
g(CIO,()Ol) =06(qo,1) L 6(q1,1) = {ao} U {d2} ={qo,q2} 8(90,0) L 8(q1,0) =
g(CIO,OO:lO) = 8(q0,0) U 8(92,0) = {qo,a:} v I ={q0,01} \{qo,ql} U & ={do,q1}
5(d0,00101) = 8(d0,1) U 8(cio, 1) = {clo} U {aa} = {do,aa} (string aceito, ok!)

e-NFA

Figura 9 — &-NFA’s para fungdo de transi¢do estendida

) € +,- . 0,1,..,9
2do | {a} | fad} %) {&}
0 %) %) {0} {a1,04}
dz %) %) %) {as}
a3 {as} %) %) {as}
s %] %) {as} %)
*as %) %) %) %)
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5 (d0,2) = ECLOSE(q0) = {aoan}
1) 8(q0,5) W 8(a1,5) = D U {a1,q4} = {a1,94}

5 (90,5) = ECLOSE(q) U ECLOSE(qa) = {aa} U (i) = {an o}
2) 3(q1,.) VU 8(da,.) = {02} U {as} = {az,03}

N
5 (90,5.) = ECLOSE(q,) W ECLOSE(qs) = {q.} U (93,95) = {q2,93,95}

3) 8(02,6) U 6(qs,6) W 8(as,6) = {as} v {as} v D ={ qs}

AN
5 (00,5.6) = ECLOSE(q5) = {as,qs}

Logo, g(qo,5.6) ={qs,q9s}| (5.6 string aceito, ok!)

Eliminagado de e-transigoes

e Dado qualquer e-NFA E, entdao pode-se encontrar um DFA D que aceita a mesma linguagem que E. Isto é

feito introduzindo as ¢ transi¢cdes de E em D através do mecanismo de e-fechamento.

Seja E = (Qg,Y,0¢,qo,Fe). Entdo o DFA equivalente D = (Qyp,,0p,9p,Fp) é definido como a seguir:

1. Qp é o conjunto de subconjuntos de Q.
“Todos os estados acessiveis de D sdo subconjuntos com g-fechamento de Q;”.
2. Qp=ECLOSE(qo)

3. Fp={S/SestaemQpeSNF 2z}

“Fp apresenta os conjuntos de estados que contém pelo menos um estado de
aceitagdo de E.”
“S — Q¢ tais que S = ECLOSE(S)”.
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4. Jp=(S,a) é calculado, para todo a em Y e todos os conjuntos S em Qg por:
a) SejaS={py,pz...,pr}
b) Calcule U{-‘=1 O (pi,a); seja esse conjunto {r,r,...,Mm}

c) Entdo dp (S,a) = Ujz; ECOLOSE(rj)

Teorema: Uma linguagem L é aceita por algum &-NFA se e somente se L é aceita por algum DFA.

c € +,- . 01,..9
2do | {ai) |[{a}| O {}
d1 %) S | {92} | {9194}
[oP} %) %) %) {as}
g | {as} | G | O {as}
Ja %) %) {Q3} %)
*Qs % %) %) %)
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Obijetivo: de E = (Qg,5,8¢,00,Fc) deseja-se obter D = (Qp,,8p,00,Fp)-

Solucéo: Estado Inicial (=)

S (do,{+,-}) W Se(aui+,-}) = {al} L {D} = {a1}

ECLOSE(q)

e (9o, {-}) W Se(qu,{.}) = {F} U {a2} = {q.}

([8o ({an e} L> ECLOSE(@:)

e (90,{0,1,...,9}) U 6e(01,{0,1,...,9}) = D U {a1,q4} = {91,94}

o ({00,01},{0,1,...,9}) = ECLOSE(q1,04) X 8p ({90,91},{0,1,...,9}) = {01,004}

E assim por diante! Observe todos os valores mais relevantes na tabela abaixo.

o € +,- . 0,1,...,9
Pz -0 9 (%) %)
% Oal o | o
H 0L e | Hayge)
..... % qZ -g @ ? {qaqu}
= {qo, 91} - % {aa} {Q2} {q1q4}
{91, 94} - % %) {CIZICB,QS} {91,94}
*{as, gs} % o %) {gs,qs} «
-Ql e
05,050 | -iff] @ o [ ifasash

Tecnicamente esta tabela para 8y deveria ter 2° = 64 linhas. Entretanto para este caso basta computar 7 linhas.

1-Autdbmatos Finitos
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Figura 10 — O DFA D que elimina e-transig¢des no &-NFA’s da figura 9

Este DFA estd incompleto!

Notas:
g

8E(q2)1{+1'} = @

A

3n(qy),{+,-} = ECLOSE(D)

\ 6D(q2)l{+l-} = @

-

Oe(a2),{.} =D

A

dp(q2),{.} = ECLOSE(L)

[ Oo(02).{.} =<

De maneira analoga:

8D(q2)/{0/1r"'/9} = {q3lq5}
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Figura 11 — O DFA D que elimina g-transi¢des no e-NFA’s da figura 9

0 £ +,- . 0,1,..9

%) %) %) %)
d1 %) {a2} {91,94}
aQ> %) %) {as,qs}
= {do, 91} {a.} {a.} {91,94}
{g1, 94} & | {92,93,95} | {91,94}
*{as, gs} %) %) {as,95}
*{d2,93, as} %) %) {a3,9s}

]
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Expressdes Regulares e Autdmatos Finitos

Os operadores de Expressdes Regulares

i A uniao de duas linguagens L e M, denotadas por L U M é o conjunto de strings que estdo em L ou M, ou em
ambas.

Exemplo: Se L ={001,10,111} e M = {€,001} entdo L U M = {¢,10,001,111}.

ii. A concatenacao de linguagens L e M, é o conjunto de strings que podem ser formados tomando-se qualquer

string em L e concatenando-se esse string com qualquer string em M.
Exemplo: Se L ={001,10,111} e M = {€,001} entdo L . M, ou simplesmente LM é {001, 10, 111, 001001, 10001,

111001}, observando que ¢ é a identidade para a concatenacao.

iii. O fechamento (ou estrelam ou fechamento de kleeme) de uma linguagem L: é denotadas L* e representa o

conjunto dos strings que podem ser formando tomando-se qualquer numero de strings de L, possivelmente
comm repeticdes. Mais formalmente, L* é a unio infinita U;»o L', onde L° = {}, L’=L e L' parai>1 é LL...L (a

conc;itenagéo de i cépias de L).
ivezes

Para calcular L*, devemos calcular L' para cada i, e tomar 2.
Exemplo: unido de todas essas linguagens. L' tem 2' elementos (para alfabetos binarios).

Embora cada L' seja finito, a unido de nimero infinito de termos L' é em geral linguagem infinita.

SE L ={0,1} entdo L°={g}, L'={0,1}, L?={00,01,10,11, ..., L¥=L"UL'U...}

Observagoes sobre Expressées Regulares e Automatos Finitos
a) As expressoes regulares podem definir todas e somente as linguagens regulares;
b) As expressdes regulares podem definir exatamente as mesmas linguagens que as diversas formas de
autdématos finitos (deterministicos ou ndo-deterministicos) descrevem, ou sejam as linguagens regulares;
c) AsexpressOes regulares oferecem algo que os autématos ndo oferecem: Um modo declarativo de expressar
somente os strings que queremos aceitar;
d) As expressodes regulares podem ser descritas recursivamente;

Uma expressdo regular E é apenas uma expressdo, ndo uma linguagem. Devemos usar L(E) quando
guisermos nos referir a linguagem que E denota. Porém, é pratica comum fazer referéncia a, digamos, “E”
guando realmente queremos nos referir a “L(E)”;
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e)

Suponha que L seja a linguagem que contém strings de comprimento 1 e para cada simbolo a em }, existe
um string a em L. Neste caso, L é dito um conjunto de strings e > é dito um conjunto de simbolos. Por outro

lado, L* denota a mesma linguagem de S *;

Precedéncia de operadores: * > concatenagdo > Unido 01*+1¢é

(0(1%))+1
O* = {e} e Ji = {J} Nota: O fechamento para o conjunto vazio ndo é infinito.

Descri¢cdo Recursiva para as expressoées regulares

Base:

1.

As constantes ¢ e (J sdo expressoes regulares, denotando as linguagens {¢} e J, respectivamente. Isto &, L(g)
={c}e (D) =D.

Se a é qualquer simbolo, entdo a é uma expressdo regular. Essa expressdao denota a linguagem {a}. Isto &,
L(a)={a}.

Uma variavel, em geral escrita em maiuscula e em italico, como L, é uma varidvel que representa qualquer

linguagem.

Inducdo: Ha quatro partes para a etapa indutiva, uma para cada um dos trés operadores e uma para a introducdo de

parénteses.

1.

Se E e F sdo expressGes regulares, entdo E+F é uma expressdo regular denotando a unido de L(E) e L(F). Isto

&, L(E+F) = L(E)+L(F).

2. Se E e F sdo expressoes regulares, entdo EF é uma expressao regular denotando a concatenagdo de L(E) e
L(F). Isto &, L(EF) = L(E) L(F).
3. Se E é expressdo regular, entdo E* é uma expressao regular denotando o fechamento de L(E). Isto é, L(E*) =
(L(E))*.
4. SeE é uma expressao regular, entdo (E), também é uma expressdo regular. Formalmente, L((E)) = L(E).
Exemplo 01:

L = {conjunto de strings em 0’s e 1’s alternados}
01 ... comeca com “0” e termina com “1”

10 ... comeca com “1” e termina com “0”

010 ... comeca com “0” e termina com “0”

101 ... comeca com “1” e termina com “1”
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010101010101
01010101

Nota: L pode ser infinito!

Solucdo: (01)* + (10)* + 0(10)* + 1(01)*

Ou
(e+1)(01)*(e+0)

Agrupamento de Expressoes Reqgulares
i. 01* +1 éequivalente a (0(1%*))+1
i (01)*+1 -
\_Y_)

Repeticdo sucessivas de “01”

01*+1

“0” seguido de repeti¢des sucessivas de “1”

(01)* + (10)* + 0(10)* + 1(01)* -

(e+1) (01)* (e+0) ?

{e,1} (01)* {¢,0}

£(01)* & (01)* {¢,0}

£(01)* & (01)*0 + 1(01)*¢ + 1(01)*0
(01)* + (01)*0 + 1(01)* + 1(01)*0
(01)* + 0(10)* + 1(01)* + (10)*10
(01)* + (10)* + 0(10)* + 1(01)*
(e+(01)")

Pela propriedade de Idempoténcia (L + L = L), tem-se:
(e+(01)") = (e+e+(01)") = (e+(01)") + £ = (01)* + &
Assim, (01)* = (01)* + ¢
Logo,

(01)* + (¢ + (10)") + 0(10)* + 1(01)*

(01)* + (10)* + 0(10)* + 1(01)*

Portanto,

(01)* + (10)* + 0(10)* + 1(01)* = (e+1) (01)* (e+0)
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Autoématos Finitos e Expresséoes Regulares

e Embora a abordagem de expressdes regulares para descrever linguagens seja fundamentalmente

distinta da abordagem de autématos finitos, essas duas notagdes representam exatamente o mesmo

conjunto de linguagens, que denominamos “linguagens regulares”.

e Para mostrar que as expressoes regulares definem a mesma classe, devemos mostrar que:

Toda linguagem definida por um desses autdmatos também PE definida por uma expressao
regular. Para essa prova, podemos supor que a linguagem é aceita por algum DFA.

Toda linguagem definida por uma expressao regular é definida por um desses autdématos. Para
essa parte da prova, é mais facil mostrar que existe um NFA com g-transicOes que aceita a

mesma linguagem.

De Autématos Finitos para Expressoes Regulares

Passo 1: Compreender as leis algébricas para expressoes regulares.

Passo2: Aplicar o teorema de equivaléncia (prova por construcdo).

“Se L=L(A) para algum DFA A, entdo existe uma expressdo regular R tal que L = L(R).”

Passo 1: as leis algébricas parra expressdes regulares::

. L+M=M+L
Comutatividade LM % ML Extras
o (L+M)+N=L+(M+N) . ox
Associatividade (LM)N = L(MN) (e+R)*=R
+L=L+@D=1L
Identidade % 2 (e + R) R* =R*
elL=Le=L
Aniquilador L= D=0 R* (¢ +R) =R*
+N) = +
Distributiva LM+N) = LM + LN

(M+N)L= ML + NL

Idempoténcia

L+L=L

Fechamentos

(L*)*=L

O*=¢

g*=¢

L*- LL* = L*L
L*=L"+¢

(L+M)* = (L*¥*M*)*
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Exemplo de Simplificacdo:

1*0+1*0(e+0+1)*(e+0+1)=
1*0+1*0 (0+1)* (e+(0+1))=
1*0c+1*0(0+1)* (e+(0+1))=
1*0(e+(0+1)*(e+(0+1)))=
1*0(e+(0+1)*e+(0+1)*(0+1)) =
1*0(e+(0+1)*+(0+1)") =

1*0(s+0+1)++(0+1)*)= = (L*=L"+¢)

(0+1)*

1*0(0+1)* + (0 +1)*)= = (L+L=L)

(O+1)*
1*0 (0+1)*
Propriedades particulares para alfabeto binario:

(ab)*a = a(ba)*
(a+b)* = (a*+b)* = a*(a+b) * = (a*b*)*

a*(ba*)*

Logo,

1*0+1*0(e+0+1)* (e +0+1)=1*0(0+1)*

Passo 2: Aplicar o teorema de equivaléncia, que estabelece uma prova por construgdo.

Teorema: Se L=L(A) para algum DFA A, entdo existe uma expressdo regular R tal que L=L(R).

Prova por construcdo
Rij(k)

O nome de uma expressao regular cuja linguagem é o conjunto de strings w tais que w é o rétulo de um
caminho do estado i ao estado j em A+{1,2,...,n}, e esse caminho ndo tem nenhum né intermediario cujo numero

seja maior que k.

Base: A base é k=0, onde ndo existe nenhum caminho intermedidrio entre os estados i e j. Isto pode acontecer se:
1. Apenas um arco do ndiaondj;

2. Um caminho de comprimento zero (de i para i).
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No caso 1 tem-se
a. Rij(o) = @,
b. entdo Rij‘o) =a (um simbolo);

c. entdo Rij(o) = Rij(o) =a;+ay+... +ag (varios simbolos).

No caso 2 tem-se
a. Rij(o) =g,
b. ouR¥=¢+a;

c. ou Rij‘o) =g+a;+..+a.

Inducdo: Suponha que exista um caminho do estado i para o estado j que ndao passe por nenhum estado maiss alto
que k. Ha dois casos:
a. 0O caminho ndo passa por k e assim tem-se no maximo Rij‘k'”;

b. O caminho passa por k pelo menos uma vez, neste caso R = R;* " + R, P(R, ) *R Y

Exemplo:

0,1

Figura 1 — Automato do conjunto de todos os strings que tem pelo menos um zero

L(DFA) = {conjunto de todos os strings que tem pelo menos um zero}

Base Processo Indutivo
R@ | g+1 Rij(k) - Rij(k—l) + Rik(k'l)(Rkk(k'l))*Rkj(k'l)
RL” |0
R,,? | &
Rzz(o) (e+0+1)
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Rij(l) — Rij(0)+ Ril(O)(Rll(O))*le(O)
Substituicdo Direta Simplificada
Rit™ | e+1 + (e+1)(e+1)* (e+1) 1*
Rp™ | 0+ (e+1)(e+1)* 0 1*0
Ru'" | D+B(e+1)*(s+1) %)
Rp” | e+0+1+D(e+1)* O e+0+1
Rij(Z) — Rij(1)+ Riz(l)(RZZ(l))*RZJ(l)
Ru” | 1* + 1*0(s+0+1) & 1*
Ri,? | 1%0 + 1*0 (c+0+1)*(c+0+1) 1*0(0+1)*
Ry, Y +(e+0+1) (e+0+1)* %)
Ry," e+0+1+(e+0+1) (e+0+1)* (e+0+1) (0+1)*
A={1,2,3}
Base Indugdo 1 Indugao 2 Indugao 3
Otimizagao

(0) (1) (2) d 3)
Ri1 Ri1 Ru realizadzon:s:rcélculo! Ru
R, Ry Ri” Rio"
Ry Ro™ R < Ry,
Rzz(o) Rzz(l) Rzz(z) < RZZB)
R13(0) R13(1) R13(2) R13(3)
R31(0) R31(1) R31(2) R31(3)
R33(0) R33(1) R33(2) R33(3)
Ry5"” Rys'" Rys? R
Raz(o) R32(1) R32(2 b R32(3)

k k-1 k-1 k-1 k-1
Rij( ) — Rij( )4+ Rik( )(Rkk( ))*Rkj( )

Assim,
i Se 1 é estado inicial e {2,3} sdo terminais entdo, L(R) = R1,® U Rys®

ii. Se 3 é estado inicial e {2} é terminal entdo, L(R) = Rs,"

(3) @3)

iii. Se 2 é estado inicial e {1,2,3} s30 terminais entdo, L(R) = Ry U Ry,® U R3,
“A construcdo de uma expressao regular para definir a linguagem de qualquer DFA é surpreendente complicada”

(Hopcraff, p.98)

Inducio:

a. O caminho ndo passa por k e assim tem-se no maximo Rij“"”;

b. O caminho passa por k pelo menos uma vez, neste:
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Estados {1,2,...,3}

=

Percursos ao longo do caminho
Figura 2 — Um caminho cujo rétulo esta na linguagem da expressao regular Rij‘k)

Combinando os itens (a) e (b), tem se:

| Rij(k) = Rij“"”+ Rik(k"l)(Rkk(k"l))*Rk,-(k'l) | Método de construgdo Indutiva (primeiro método)

e-NFA NFA

Expressdes

DFA

Regulares

Figura 3 — Plano para mostrar a equivalencia entre ass quatros notacdes diferentes para linguagens regulares

e (Segundo Método) Procedimento de “eliminacdo de estados”. Em primeira vista, este método parece ser
mais eficiente e mais facil que o método anterior.

e 0O método de Construcdo Indutiva para converter um DFA em uma expressao regular sempre funciona.
Perceba também que ele realmente ndo depende de o autdmato ser deterministico, e poderia ter sido
igualmente aplicado a um NFA ou mesmo a um &-NFA. Porém, a construgao de “expressao regular” é

dispendiosa.

-]
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Segundo Método: procedimento de “Eliminagdo de Estados”

A abordagem de construcdo de “expressdes regulares” que vamos aprender agora envolve a “eliminacao
de estados”.

Quando eliminamos um estado s, todos os caminhos que passam por s ndo mais existem no autémato.
Quando eliminamos um estado s do autdomato original sua linguagem nao deve mudar. Seja entdo o
estado g que antecede o estado s, e seja o estado p o estado que sucede o estado s. Para a linguagem
ndo mudar apds a eliminacdo do estado s, deveremos introduzir um “arco apropriado” que sai de g e va
até p.

Tendo em vista que o rétulo desse novo arco pode agora envolver strings, em vez de simbolos isolados,
e pode haver até mesmo um numero infinito de tais strings, ndo podemos simplesmente listar os strings
como um rétulo. Felizmente, hd um modo simples e finito de representar todos esses strings: usar uma
expressao regular.

Desse modo, o método de “Eliminacdo de Estados” vai transformando os “simbolos isolados” que cada
arco do automato original progressivamente em “expressdes regulares” mais complexas. Assim, somos
levados a considerar que tém expressdes regulares como rétulos.

A linguagem do autébmato original sera entdo, a unido sobre todos os caminhos desde o estado inicial até
um estado de aceitacdo da linguagem formada por “concatenacao” das linguagens das “expressdes

regulares ao longo desse caminho”.

Figura 4 — Um estado S prestes a ser eliminado
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a: Ri; + Qg S Py p1

) 4

R+ QS Py

Rim+ Q1S Pp

Rim + QxS Ppy

Figura 5 — Resultado daa eliminagdo do estado s da figura 4

Onde,
Q; ... “expressao regular” que rotula ao arco q;
P; ... rétulo de um loop em s (S também é uma expressao regular);
R;; ... “expressdo regular” no arco de q; até p; para todo i e todo j. Note que alguns desses arcos podem nao

existir no automato €, hesse caso, tomaremos a expresséo nesse arco como <.

Assim, a estratégia para construir uma expressao regular a partir de um autémato finito é:

1. Paracada “estado de aceitacdo” q, aplique o processo de reducdo anterior para produzir um autémato
equivalente com “rotulos de expressoes regulares” nos arcos. Elimine todos os estados, exceto g e o
estado inicial go.

2. Se g # qq, ficaremos com um automato de dois estados semelhante ao da figura 6. A expressao regular

para os strings aceitos pode ser descrita de varias maneiras. Uma delas é (R + S U* T)* SU*.

06

Figura 6 — Um automato genérico de dois estados

(R+S U* T)* SU*

Figura 7 — Uma poossivel “expressdo regular” para um autémato genérico de dois estados

-]
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3. Se o estado inicial também for um estado de aceitacdo, entdo também devemos executar uma
eliminacdo de estados no automato original que nos livre de todos os estados, exceto o estado inicial. A

expressao regular que denota os strings que ele aceita é R*.

R*

Figura 8 — Um automato genérico de um estados

4. A expressdo regular desejada é a “soma (unido)” de todas as expressdes derivadas dos autématos

reduzidos corespondentes a cada estado de aceitagdo, pelas regras (2) e (3).

Exemplo:

0,1

Figura 9 — Um automato que ainda ndo ocorreu a eliminagdo estados

Passo 1: Substituir os rotulos “0,1” pela “expressdo regular” equivalente “0+1”. Observe que ainda ndo

ocorreu a eliminagdo de estados.

0+1

Figura 10 — Um automato que substitituiu os rétulos por expressao regular

-]
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Passo 2: Eliminar o estado B. Rac + Qug + S’ Pgc= & + 10* (0+1) = 1g(0+1) = 1(0+1)

0+1
Inicio @ 10+1) @ﬂ’

Figura 11 — Um automato que eliminnou um estado

Passo 3: Eliminar os estados C e D em reduc¢bes separadas.

Passo 3a: Eliminar o estado C. Rap + Qac + S Pcp= @+ 1 (0+1) @*(0+1) = 1(0+1)(0+1)

(R) Ot eV
(S) S (R+SU*T)SU* =
Inicio _ " 1(0+1)(0+1) .
((0+1) + 1(0+1)(0+1) D*)*1(0+1)(0+1) O* =
Yok o
.............. (T) E1=(0+1)* 1 (0+1)(0+1)

Figura 12 — Um automato que eliminnou o segundo estado

Passo 3b: Eliminar o estado D. Rge + Qcp + S Pee= & + (0+1) T*T =

(R) o2 (U
(S) S (R+SU*T)SU* =
Inicio 1(0+1)
—» A >
@ ((0+1) + 1(0+1) D*D)*1(0+1) O* =
Yoo
________________ (T) E2 = (0+1)* 1 (0+1)

Figura 13 — Um automato que eliminnou o terceiro estado

Passo 4: A solucdo sera E; + E; ou E; U E,. Logo,

(0+1)* 1 (0+1)(0+1) + (0+1)* 1 (0+1) (Solucdo Final)

-]
2-Expressdes Regulares e Autdmatos Finitos Péagina 14




Automatos e Linguagens Formais @? =

Conversao de Expressdes Regulares em Autématos

e Definicdo recursiva para ExpressGes Regulares

Base:
1. Le)={c}el(D)=0
2. L(a)={a}
3. L..qualquerlinguagem
Inicio € L(e) = {e}

Figura 14 —Automato L(g) = {&}

Inicio LD) =

Figura 15 —Automato L(J) = {J}

L(a) = {a}

Figura 16 —Automato L(a) = {a}

-]
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Inducio:
E
. L(E+F) = L(E) + L(F) c €
L(EF) = L(E) L(F)

L(E*) = (L(E))*
L(E+F) = L(E) + L(F)

> won e

L((E)) = L(E)

Figura 17 —Automato L(E+F) = L(E) + L(F)

i : : ; L(EF) = L(E)L(F)

Figura 18 —Automato L(EF) = L(E)L(F)

L(E*) = (L(E)*

Figura 19 —Automato L(E*) = (L(E))*

-]
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Exemplo:

S/QO N

Figura 20 —Automato 0+1

(0+1)*

Figura 21 —Automato (0+1)*
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(0+1)*1(0+1) -~

(0+1)1(0+1)

(0+1)*1(0+1)

Figura 22 —Automato (0+1)*1(0+1)

O Teste de uma Lei Algébrica para Expressées Regulares

Agora, podemos enunciar o teste para saber se uma lei para expressoes regulares é ou ndo verdadeira. O teste para

saber se E=F é verdadeira, onde E e F sdo duas expressdes regulares com o mesmo conjunto de varidveis, é:

1. Converter E e F nas expressoes regulares concretas C e D, respectivamente, substituindo cada variavel por
um simbolo concreto.
2. Teste se L(C) = L(D). Em caso afirmativo entdo E=F é uma lei verdadeira e, se ndo, a “lei” é falsa.

Teorema: O teste anterior identifica corretamente as leis verdadeiras para expressdes regulares (e somente estas).
(pgs.. 128 até 138, livro Hapcroft)
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Exemplo 01 (lei Iégica verdadeira): Iremos demonstrar a lei logica (L+M)* = (L¥*M*)*. Se substituirmos as variaveis L

e M por simbolos concretos (ou constantes) a e b, respectivamente, obteremos as expressdes regulares (a+b)* e
(a*b*)*. E facil verificar que essas duas expressdes denotam a linguagem com todos os strings de a’s e b’s. Desse

modo, as duas expressdes concretas denotam a mesma linguagem, e a lei é valida.

Exemplo 02 (lei Iégica falsa): Tentemos demonstrar que L+ML = (L+M)L é uma lei logica. Se escolhermos os simbolos
a e b para as varidveis L e M, respectivamente, teremos as duas expressdes regulares concretas a+BA e (a+b)a.
Porém, as linguagens dessas expressGes ndo sao iguais. Por exemplo, o string aa esta na segunda, mas ndo na

primeira. Desse modo, esta lei é falsa.

Nota Importante: Na demonstragao de leis logicas para “expressoes regulares” (e somente estas) as demonstragdes

|II

que partem do “particular” para o “geral” sdo sempre validas. Observe que na aritmética isto ja ndo acontece, por

exemplo, partindo-se de que 1+2 = 2+1 ndo se pode concluir, a partir dai, que x+y = y+x.

Observacdo: Considere uma algebra estendida de expressdes regulares que alem dos operadores da unido (+), da
concatenacdo (.) e do fechamento de kleene (*) contenha também o operador (M). De modo bastante interessante,
a adicdo de M aos trés operadores de expressdes regulares ndo aumenta o conjunto de linguagens que podemos
descrever, ou seja, a linguagem regular é “fechada” para o operador interse¢do. Entretanto, este operador torna

invalido o teste de leis algébricas como descrito pelo teorema da pdgina anterior.

Resumo do Capitulo 3

e Expressoes Regulares: Essa notacdo algébrica descreve exatamente as mesmas linguagens que os
automatos finitos: as linguagens regulares. Os operadores de expressdes regulares sdo unido,
concatenacdo (ou “ponto”) e fechamento (ou “estrela”).

e Equivaléncia de Expressoes Regulares e Autéomatos Finitos: Podemos converter um DFA em uma
expressao regular por meio de uma “construgao indutiva” na qual as expressdes corespondentes aos
rotulos de caminhos que podem passar por conjuntos cada vez maiores de estados sdo construidos. De
modo alternativo, podemos usar um procedimento de “eliminacdo de estados” para elaborar a
expressdo regular correspondente a um DFA. No outro sentido, podemos construir recursivamente um
€-NFA a partir de expressdes regulares, e depois converter o e-NFA em um DFA, se desejar-mos.
Veremos também mais adiante que existe um algoritmo geral que permite minimizar automatos finitos.

o A dlgebra dde expressdes regulares: As expressdes regulares obedecem a muitas leis algébricas da

aritmética, embora existam diferencas. A unido e a concatenacgao sao associativas, mas sé a unido é

comutativa. A concatenacao se distribui sobre a unido; A unido é idempotente.
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Referencias para o capitulo 3

e Aideia de expressdes regulares e a prova de sua equivaléncia para automatos finitos é o trabalho de
S.C.kleene (1956).

e S.C.kleene, “Representation of events in nerve nets and finit automata”, em C.E.Shannon e J. McCarthy,
Autmata Studies, Princetan Univ. Press,, 1956, pp. 3-42.

e O teste para aidentidade de expressGes regulares que trata variaveis como constantes foi desenvolvido
por J.Gischer (1984).

e J.L. Gischer, STAN-CS-TR-84-1033(1984).

e O DFA convenccional foi proposto independentemente, em diversas variagdes semelhantes, por D.A.

Huffman (1954), poor G.H.Mealy (11955) e por E.F.Moore(1956).
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Linguagens Regulares

Propriedades das Linguagens Regulares

Explorar as propriedades das linguagens regulares nos conduzird a algumas propriedades interessantes:
1. Estabelecer um modo de provar que certas linguagens nao sdo regulares (tema do bombeamento);

2. Estabelecer as chamadas propriedades de fechamento, por exemplo, a interse¢do de duas linguagens

regulares também é regular;

3. Estabelecer as propriedades de decisdo, ou seja, um algoritmos para decidir se dois automatos definem a

mesma linguagem. Uma consequéncia de nossa habilidade para resolver essa questao é que podemos
“minimizar autématos”, isto é, encontrar um equivalente a um dado autémato que tenha o minimo de

estados possivel.

O Pumping Lemma para Conjuntos Regulares

Analise Informal:
ababbaaab

b _ a ababbabbaaab

b a (bab)! baaab v

u v W

@ a. b

Subcadeia “bombeada”
(pumped)
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Principio da Casa de Pombo

Principio da Casa de Pombo: Coloquialmente, se vocé tem mais pombos que compartimentos em um pombal e cada
pombo voa para algum compartimento, entdo deve haver pelo menos um compartimento com mais de um pombo.
Em nosso exemplo, os “pombos” sdo as sequencias de n bits, e os “compartimentos” sdo os estados. Tendo em vista

gue existem menos estados que sequéncias, um estado deve ser atribuido a duas sequéncias.

(O Lema de Bombeamento para linguagens regulares). Seja L uma linguagem regular. Entdo, existe
uma constante n (que depende de L) tal que, para todo string w em L tal que |w| > n, podemos
dividir w em trés strings, w = xyz, tais que:
Teorema 1:
1. yzeg
2. |xyl<n

Para todo k > 0, o string xy*z também estd em L.

Interpretacdo: Sempre poderemos encontrar um string ndo vazio y ndo muito longe do inicio de w que pode ser
“bombardeado”, ou seja, poderemos repetir y qualquer numero de vezes, ou exclui-lo (o caso de k=0), mantendo o

string resultante na linguagem L.

Exemplo 1: Se 1010 € L entdo,
1010, 101010, 101010, etc € L, para L uma linguagem regular.

Prova: (por construgdo)

Hi: suponha que L seja regular, ou seja, L=L(A) parra algum DFA A,
H,: suponha que A tenha n estados;
Hs: seja w qualquer string de aceitagdo de comprimento n ou maior, por exemplo, w=a; a, ... a,,ondemm>ne

cada a; € um simbolo de entrada;

N
Hs: parai=1,2,...,n+1, define-se estado P; como 8(qo,al a ... 3;), onde O é a fungdo de transicdo de A, g é o estado

inicial de A e P; 0 estado em que A se encontra depois de ler os primeiros i simbolos de w. Nesta convencdo observe
que Py = qo.

e Assim, aplicando o principio da casa de Pombo, ndo é possivel que os n+1 diferentes P;; de H, para
i=1,2,...,n+1 sejam distintos, pois sé existem n estados diferentes (hda mais pombos que compartimentos).
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Deste modo, pode-se encontrar dois inteiros diferentesi e j, com 1 <i < j < n+1, tais que P; = P;. Agora, pode-
se dividir w = xyz como a seguir:

X=2a1aj..aj1

Y = Qi ai+1 ix2 ... Gj

wN e

Z = djs1 Qj42 «ee A
ou seja, x nos leva a P uma vez; y nos leva de P; de volta a P; (pois P; também é P;) e z é o restante de w.

e Note que x e z podem ser vazios, mas y ndao pode ser vazio, pois i é estritamente menor que j.
e Agora considere o que acontece se o autébmato A recebe a entrada xykz para qualquer k > 0:
0 Se k=0entdo w = xz é aceita sem repetir nenhum estado;
0 Sek>0entdow = xy*z é aceita repetindo P; k vezes. (c.q.d.)

Teorema de bombeamento para Conjunto Regulares

Lema: Seja G grafo de estados de um AFD M com k estados. Entdo qualquer caminho de comprimento k em G

contém um ciclo.

Coroldrio: Seja G o grafo de estados de um DFA M com k estados, e seja p um caminho de comprimento maior ou
igual a k. Entdo p pode ser decomposto em subtrajetérias x, y e z (p=xyz), em que o comprimento de xy é menor ou

igual ak ey é um ciclo.

Lema do Bombeamento: Seja L uma linguagem regular aceita por um DFA M com k estados. Seja w uma cadeia em L
com comprimento maior ou igual a k. Entdo w pode ser escrito como xyz, onde:

[xy| <k, |y| >0ExyizeL,Vi30
~— _
—

Sew e Le |w|>kentdo, w=xyz, |wy| <k yzecexyzel

1 2 3 4

N— I
—

Se uma linguagem é realmente uma linguagem regular entdo, ndo ha outra saida sendo ter que “engolir” o lema do
bombeamento.

Isto implica também a todo DFA M tem que “engolir” o mesmo lema!

L={a'b'| i >0}

L = {¢, ab, aabb, aaabbb, ...}
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Demonstracdo: Assuma, por absurdo, que L é regular. Sendo assim entdo, I devera ser aceita por algum AFD de k

estados. O teorema de bombeamento, para este caso, toma a seguinte forma:

Z
Sew e Le |w| >k entdo, w = xyz, IWﬁk,y:tsexyizeL
H_J H_}

1 2 3 4

N— I
—

Desta forma, se for encontrado um string w que decomposto de acordo com o teorema de bombeamento nao

pertencer a L, chegar-se-a a um absurdo — que por exclusdo — fica assim demonstrado que L ndo é regular!

1. Escolher o string (deve estar contida em L): w = a*b* (wel e |w|=2k)

2. Desenvolver algebricamente o string escolhido: w = xyz = a“b* = a'a’a" b parai+j<kej>0

Exemplo2:i=2,j=3ek=6(i+j=2+3=5<k=6¢ej>0)

a®b® = a%a*a’b® = a®b°® (ok!)

_ i j Keicipok g 2 isjisiokeiink _ inio ke Lk _ o k_jpk
Sew= a a a“"b" entdo, xy“z = a'a’a'a b = a'a'a“" a'b“ = a“a'b
A =7

Logo, xy’z = a“alb* ¢ L e L ndo é regular.

L={z € {a,b}* | |z| seja um quadrado perfeito}

Demonstracdo:

Sew e Le |w| >kentdo, w=xyz, |wy| <k yzeexyzel

1) 2 3 4
€ um ciclo

—

Teorema do Bombeamento

1. Escolher o String: w = xyz | |w| = k? (quadrado perfeito)
2. Manipular: Se w = xyz entdo |w| = k’
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Teorema bombeamento: 2 [xy| <kesy#ze=0< |u| <k

Logo,

xy’z < |xyz| + |z| <k®+k

K+k < quadrado perfeito (k* + 2k + 1)
— ~ ~— —
Resultado aplicado ao possivel  Resultado exigido pela linguagem considerada, quem
DFA que poderia representar a em principio (antes da demonstragdo ter sido
linguagem L considerada se esta  considerada) ndo sabemos se ela é realmente regular
fosse realmente uma linguagem  ou ndo.

regular.

Exemplo 3: L, = {w =1" | n é primo}. Seja entdo, provar que esta linguagem ndo é regular.

e Sew € L, e |w]|>k+2 entdo vale o lema de bombeamento, ou seja,

w=xyz, |wy| <k yzeexyzel,
H_JL(_/H_} N

1 2 3 4
Onde,
k ... nUmero de estados do autébmato que “aceitaria” tal linguagem;
|w|=p>k+2 ... aqui “p” é um nimero primo (tem que haver tal primo p, pois existe uma infinidade deles).
Logo, w = 1P, (a)
Seja |y| =m (b) {lembre-se que y ndo pode ser &}
Entdo, [xz| = [xyz| - |[y| =p-m (c)

Se L, é regular deve valer também o lema do bombeamento, ou seja xy""z também deve pertencer a esta

linguagem. Porém,

Ixt""z| = |xz| + (p-m)|y| = (p-m)m(1+m) (d)
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Conclusdo: Parece que |xt"™z| n3o é primo, pois tem dois fatores (m+1) e (p-1). Entretanto dévemos ainda provar

gue nenhum dos fatores (p-m) ou (1+m) é igual a 1, pois nestes casos teriamos um numero primo. Entretanto,

i Para linguagens regulares necessariamente temosy # € eassim |y|=n>1oul+m>2;
ii. p-m > 1 é realmente verdadeiro pois, p > k+2 (foi escolhido assim) e m < k, ou seja, m = |y| < |xy| <k. Assim,

para {p>k+2 no pior caso p = k+2 e m=k, m<k}, ou seja p-m = (k+2)-k ou p-m>1.

Madquinas de Moore
e Maquina de Moore M é uma séxtupla (Q, 3, A, d, A, qo)
>: alfabeto de entrada {0,1}
A: alfabeto de saida {a,b}

Entrada 0110
Saida aa
0 0 1 A Valor
2> qo o d1 Mao) a
s o]} a2 Maa) a
d2 J2 o Alda) b
000110
000110 Mao)
01qg;10 Mao) A(qo) Entra é Sai
011 g,0 Ado) (o) Man) o110 aaab
0110 g, Mao)  Mao)  Mai)  Alay)

a a a b
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Maquinas de Mealy
o 0110
0qo 110 Mao,0) A 0 1
do a b

01qg; 10 Mao,0) AMao,1) q a b
0114, O A(60,0) Ma0,1) Mas,1) % b 3
0110 0, Mdo,0) Mao,1) Ma1) Aaz,0) ENtra  |me— | Sai

a b b b 0110 abbb

Automata finitos bidirecionais

Se L é aceita por um 2AFD, entdo L PE uma linguagem regular.
Teorema 2: Ou seja:

Um 2 AFD é equivalente a um AFD ...

Maquinas de Moore: saidas associadas ao estado.

Maquinas de Mealy: saidas associadas a transi¢do.

SeM;=(Q, 3, A S, A, qo), € uma maquina de Moore, entdo existe uma maquina de Mealy M,
Teorema 3:

equivalente, desde que ignoremos a primeira saida da maquina de Moore.

A classe das linguagens regulares é fechada sob complementagao. Se L é uma linguagem regular
Teorema 4: _

sobre 3, entdo j = 3* - L é regular.

A classe das linguagens regulares é fechada sob intersecgao. Se L; e L, sdo linguagens regulares,
Teorema 5:

entdo L; M L, é linguagem regular.
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Substituicdes: Exemplos e Fechamento

Exemplo1:5={0,1} A={a,b}

fl0) = a, f{1) = b* = £(010) = f(0) f(1) f(0) = ab*a

A classe das linguagens regulares é fechada sob substitui¢des. Se L é uma linguagem regular sobre
Teorema 6: >, entdo f(L) é regular (sobre A).

Y. Bar-Hilel, M. Perles e E. Shamir [1961]

A classe das linguagens regulares é fechada sob homomorfismos.
Teorema 7:
Y. Bar-Hilel, M. Perles e E. Shamir [1961]

A classe das linguagens regulares é fechada sob homomorfismos inversos.
Teorema 8:
S. Ginsburg e G. Rose [1963]
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Autdmato Finito (AFD): O conjunto de todos os strings tais

gue cada bloco de cinco simbolos consecutivos sobre o
alfabeto 5 = {0,1} contém pelo menos dois zeros

Figura 1 — AFD — sobre o alfabeto § ={0,1}
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Gramaticas

Definicdo Formal: Uma gramatica consiste em uma ou mais variaveis que representam classes de strings, isto &,
linguagens. Ha varios tipos de gramaticas e apenas para citar algumas tem-se a gramatica regular e a gramatica livre

de contexto.

Por isto, ha trés maneiras, por exemplo, de se expressar uma linguagem regular:
e Através de um automato finito deterministico (mdquina de estados);
e Através de expressdes regulares;

e Através de uma gramatica regular.

Objetivo: estudar as gramaticas regulares e em seguida as gramaticas livres de contexto.

G=(V,2,P,9)
Simbolo inicial Se V
Conjunto de produgdes

Conjunto finito de simbolos terminais paraVn 3 = J

» Conjunto finito V de simbolos ndo terminais

“A linguagem L(G) gerada por G consiste de todas as cadeias sobre 5 derivadas de S”

Exemplo: uma gramatica para gerar palindromos sobre {a,b}

G=(V,>,P,S)

V = {S}
2 ={a,b}

S=S cabega campo

Gerando palindromos: {, a, b, aca, aaa, aba, bsb,iﬁbab} bbb, ababa, e}

S ——
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Observacoes:

1. AQoylog]..|o, (simplificagdo de notagdo)
Ao, A2 dy .. Ao,

2. Uma “producdo unitaria” é uma producdo da forma A = B, onde tanto A quanto B s3o variaveis.

Defini¢cbes dos Termos de uma Gramadtica

Como vimos ha 4 componentes basicos importantes para a descricdo gramatical de uma linguagem:
G=(V,3,P,5S)

V = Conjunto finito de varidveis, também chamada as vezes ndo terminais ou categorias sintaticas. Cada varidvel

representa uma linguagem, isto é, um conjunto de strings (simbolos em letras mailsculas);

> = Conjunto finito de simbolos que formam strings da linguagem que esta sendo definida. Chamamos este

alfabeto de terminais ou de simbolos terminais (simbolos em letras minusculas);

S = Uma das variaveis (S € V) que representa a linguagem que esta sendo definida; ela é chamada simbolo de
inicio;
P = Conjunto finito de producdes ou regras que representam a definicdo recursiva de uma linguagem. Casa

produgdo consiste em:

Variavel > string (simbolos + variaveis)
Cabeca da producado simbolo de producao corpo da producao

(a) Cabeca da producdo — uma variavel que sendo (parcialmente) definida pela produgao;

(b) O simbolo da producio 2>

(c) Corpo da producdo — Um string de zero ou mais terminais e varidveis. O corpo da produgio representa um

modo de formar strings na linguagem da varidvel da cabeca. Para fazé-lo, deixam-se os terminais inalterados

e substitui-se cada varidvel do corpo por qualquer string conhecido por estar na linguagem variavel.
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Derivagdes que utilizam uma Gramadtica
e Aplicam-se as producdes de uma Gramatica Livre de Contexto (CFG') para inferir que certos strings estdo na
linguagem de uma certa varidvel. Ha duas abordagens para essa inferéncia:

a. Porinferéncia recursiva, considerada também a abordagem mais convencional, que é utilizar as regras

do corpo para a cabeca;

b. Por derivacio, na qual se utiliza as produgdes da cabeca para o corpo. E nesta abordagem que utiliza-se

o simbolo de derivagdo (=).

Exemplo: E>I|E+E|E*E]|(E) (quatro operagdes)
I>alb]lalb|l0]I11 (seis operacGes)

Por inferéncia recursiva Por derivacao

| =10 = 100 = b00

Tornam-se os strings que sabe-seestar | |>a|b
na linguagem

a

b ESE*EI*E=a*E=
A a*(E)=>a*(E+E)= a*(+E)=
U a*(a+E)=a*(a+l) = a*(a+l0) =

B a*(a+l00) = a*(a+b00)

""" O\' ES a*(a+b00)

=10

r_/

:b00

Inferéncia por Derivagdo
e SuponhaqueG=(V, 3, P,S)seja gramatica livre de contexto (CFG).
e Seja aAP um string de terminais e varidveis, sendo A uma variavel. Assim, o e B sdo strings em (VUT)* e A

estaem V.

e SejaA > juma produciodeG

Assim dizemos que:

aAB ¢ ajp ou aAB = ojf

Neste caso, G esta subtendida

! Context-free language
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e Observe que uma etapa de derivacdo substitui qualquer varidvel em qualquer lugar no string pelo corpo de

uma de suas producdes.

e Pode-se estender o relacionamento = para representar zero, uma ou muitas etapas de derivagdo, de
maneiramuito semelhante ao modo como a fung¢do de transicdo 0 de um autdmato finito
foi estendido para 5. No caso de derivacdes, usamos um * parra denotar “zero ou mais etapas”,

como a seguir.

Inferéncia por Derivagdo

. . . .7 . . * s . . . 7’ .
Base: Para qualquer string oo de terminais e varidveis, dizemos que a sa. Isto é, qualquer string deriva de si préprio.
~ * . ~ *. 7 . . .
Inducdo: Se oz e Bz j, entdo a zj. Isto é, se a pode se tornar 3 por meio de zero ou mais etapas, e se mais uma
. ~ . * . .o . .
etapa nos leva de 3 para j, entdo a pode se tornar j. Em outras palavras, o = [ significa que existe uma sequencia
de strings j4, jo, ..., jn, Parra algum n > 1, tal que
1. o =j1,
2. B=jne

3. Paral-1,2,..,n-1,temos ji= ji1.

e 7 . ~ * *
Se a gramatica G é subentendida, entdo usamos =em lugar de 3.

A linguagem de uma Gramatica

SeG=(V, 3, P,S) é uma gramatica livre de contexto (CFG), a linguagem de G, denotada por LG=(G), é o conjunto de

strings terminais que tém derivacdes desde o simbolo de inicio, ou seja,

L(G)={wemT* | Sz w}

Se uma linguagem L é a linguagem de alguma gramatica livre de contexto, entdo L é dita uma linguagem livre de

contexto (CFL).
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Derivagdes mais a esquerda e mais a direita

e Pararestringir o numero de escolhas que temos na derivacdo de um string, muitas vezes é util exigir quem
em cada etapa, a varidvel mais a esquerda seja substituida por um de seus corpos de producdo. Tal
derivagdo é chamada derivacdo mais a esquerda, e indicaremos que uma derivagdo é mais a esquerda as

relagBes i e 7 W para uma ou muitas etapas, respectivamente.

Exemplo:
E>I|E+E|E*E]|(E) (quatro produgdes)
I>alb|la|lb|l0]I1 (seis producdes)

S E*ERlI*Epna*Egpa*(E)na*E+E)na*(l+E)pma*(@*E)pna*(a+l) s a*(a+10) i
a*(a+100) 3 a*(a+b00)

ou

| Ea*(a+b00) |

e De modo semelhante, é possivel exigir que em cada etapa a variavel mais a direita seja substituida por um
. ~ . Y . . o ’ * . .
de seus corpos. Nesse caso chamamos a derivacdo mais a direita e utilizamos os simbolos 3, e 3, para indicar

uma muitas etapas de deriva¢do mais a direita, respectivamente.

E=E*Es E*(E) 2, E*(E+E) = E*(E+I) =, E *(E+10) 3, E*(E+100) =, E* (E+b00) =, E*(I+b00) =,
E*(a+100) 3, E*(a+b00) %, a*(a+b00)

ou

[ EXa*(@a+boo) |

Arvores de Andlise Sintdtica
e H34 uma representacao em arvore para derivacdes que se mostrou extremamente util. Essa arvore nos

mostra claramente como os simbolos de um string de terminal estdo agrupados em substrings, cada um dos

quais pertence a linguagem de uma das varidveis da gramatica.

o Utilidade das arvores de Analise Sintatica: em um compilador, a estrutura em arvore do programa-fonte

facilita a conversdo desse programa-fonte em cddigo executdvel, permitindo que fungdes recursivas simples
executem esse processo de convers3o.

e Pode ser demonstrado matematicamente que a drvore de andlise sintatica e sua existéncia estd

intimamente ligada a existéncia de derivacdes (de todos os tipos) e de inferéncias recursivas.
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Construindo drvores de Anadlise Sintatica

Dada uma gramatica livre de contexto G=(V,T,P,S). As arvores de andlise sintatica para G sdo arvores com as
seguintes condigGes:
1. Cada nd interior é rotulado por uma varidvel em V.
2. Cada folha é rotulada por varidvel, um terminal ou €. No entanto, se a folha for rotulada por ¢, ela deve ser o
Unico filho de seu pai.
3. Seum nd interior é rotulado por A e seus filhos sdo rotulados por Xy, X,, ..., X, respectivamente, a partir da
esquerda, entdo A 2 X;X,... X, é uma producdo em P. Observe que o Unico momento em que um dos X’s

pode ser £ é quando esse ¢ o rotulo do Unico filho, e se A 2 ¢ é uma producdo de G.

O Resultado de uma Arvore de Andlise Sintdtica

e Se for analisada as folha de qualquer arvore de andlise sintatica e se estas folhas forem concatenados a

partir da esquerda, ter-se-a um string chamado resultado da drvores, que é sempre um string derivado da

variavel raiz. O resultado da raiz também denominado de produto pode ser da raiz possui sustentagao de

demonstragao matematica.

Exemplo:
E>I|E+E||E*E|(E) (quatro produgdes)
I2>alb|lallb]lO] 11 (seis produgdes)
/T\
Arvore de analise sintatica ‘I s £ Y
mostrando que a*(a+b00) ‘ /’\
estd na linguagem livre de o
contexto considerada. e e '

Figura 1 — Arvore de anilise sintatica de a*(a+b00)
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Inferéncia, Derivacées e Arvores de Andlise Sintdtica

e (Cadauma das ideias introduzidas até agora para descrever o funcionamento de uma gramatica livre de
contexto fornece essencialmente os mesmos fatos sobre as producGes de strings. Ou seja, dada uma
gramdtica G = (V,T,P,S), mostram-se que os seguintes itens sdo equivalentes.

1. O procedimento de inferéncia recursiva determina que o string de terminais w estd na linguagem da variavel

A.

* . . ~ . . ~
A =w, ou seja, inferéncia por derivagdo.
* . . ~ . . ~ . Y
A i w, ou seja, inferéncia por derivacdo mais a esquerda.

* . . ~ . . ~ . Y . .
A :, w, ou seja, inferéncia por derivacdo mais a direita.

vk N

Existe uma arvore de analise sintatica com raiz A e resultado w.

Arvore de Andlise Sintatica

erlvagao mais a esquerda

Derivagao < Derlvagao mais a direita

L Inferéncia RECUFSIVH

Figura 2 — Provando a equivaléncia de certas declaracGes sobre gramaticas

Seja G = (V,T,P,S) uma gramatica livre de contexto (CFG). Se o procedimento de inferéncia recursiva

Teorema 1: nos diz que o string de terminal w esta na linguagem da varidvel A, entdo existe uma arvore de

analise sintatica com raiz A e resultado w. (pg. 198-19, Hopcraft).

Seja G = (V,T,P,S) uma gramatica livre de contexto (CFG), e suponha que exista uma arvore de
Teorema 2: analise sintatica com raiz rotulada pela varidavel A e com resultado w, onde w esta em T*. Entao,

existe uma derivacdo mais a esquerda A na gramatlca G.

Seja G = (V,T,P,S) uma gramatica livre de contexto (CFG), e suponha que exista uma arvore de
Teorema 3: analise sintatica com raiz rotulada pela variavel A e com resultado w, onde w esta em T*. Entdo,

existe uma derivacdo mais a direita A m na gramatlca G.

Seja G = (V,T,P,S) uma gramatica livre de contexto (CFG), e suponha que exista uma derivagdo

Teorema 4: A =w, onde w estd em T*. Entdo, o procedimento de inferéncia recursiva aplicado a G determina

que w estd na linguagem da variavel A.
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Aplicagées das Gramaticas Livres de Contexto

1. A gramatica livre de contexto foi proposta primeiro como um método de descricao para linguagens naturais

por Chomsky.

N. Chomsky, “Three models for the description of language”, IRE Trans. On Information Theory 2:3 (1956),
pp. 113-124.

2. Contudo, a medida que os usos de conceitos definidos recursivamente se multiplicaram em Ciéncia da
Computacdo, se acentuou a necessidade de se usar as CFG’s como um meio para descrever instancias desses
conceitos.

3. Asgramaticas sdo usadas para descrever linguagens de programacdo. Mais importante ainda, existe um
modo mecanico de transformar a descri¢do da linguagem na forma de uma gramatica CFG em um analisador
sintatico, o componente do compilador que descobre a estrutura do programa-fonte e representa esta

estrutura por uma arvore de analise sintatica.

Ambiguidade em Gramadticas e Linguagens

e Como as gramaticas podem ser utilizadas para dar estruturas a programas e documentos, supde-se
facilmente que uma gramatica deva entdo, determinar de forma Unica uma estrutura para cada string em

sua linguagem. Entretanto, nem toda gramatica fornece estruturas Unicas.

Exemplo 01:
E>I|E+E]||E*E| (E) (quatro produgdes)
I2>alb|lallb]lO]I1 (seis produgdes)

1. ER E+E I+Ep a+Efra+lza+b

ERS

U

2. ERE+EG E+I 5 E+bgl+b g a+h

]
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Nota 01: De fato, ambas as derivacdes produzem a mesma arvore de analise sintdtica, se for aplicada a construcao

dos teoremas 02 e 03 enunciados na pagina 9.

Exemplo 02: aplicado sobre a mesma gramatica do exemplo 01:

1. EDE+E=DE+E*E I+E*EDa+E*E=a+l*E=a+a*E=>a+a*l=>a+a*a

2. ESE*EDE+E*EDE+E*IDE+E*a=E+|l*a=E+a*a=l+a*a=a+a*a

1 — Derivagao mais a esquerda 2 — Derivagao mais a direita

Figura 3 — Duas arvorres de andlise sintatica com resultado a+a*a, demonstrando a ambiguidade de nossa gramatica de expressdes

e Os dois exemplos anteriores sugerem que ndo é uma multiplicidade de deriva¢gGes que causa ambiguidades,

mas sim a existéncia de duas ou mais arvores de analise sintatica.

“Uma gramatica livre de contexto G=(V,T,P,S) é ambigua se existe pelo menos um string w em T* para o qual
podemos encontrar duas arvores de andlise sintatica diferentes, cada qual com uma raiz identificada como S e um
resultado w.

Se cada string tiver no maximo uma arvore de analise sintdtica na gramatica, a gramatica é ndo-ambigua.”

(Sobre a indecibilidade de gramaticas ambiguas): é um fato surpreendente que nio existe

absolutamente nenhum algoritmo geral que possa nos informar se uma gramatica livre de contexto
Teorema 5:

(CFG) é ambigua.

(Livro do Hopcraft, cap. 9 sobre Indecibilidade)

Teorema 6: Existem linguagem livres de contexto (CFG) ambiguas, cuja a remogdo da ambiguidade é impossivel.

Para cada gramatica G=(V,T,P,S) e string w em T*, w tem duas arvores de analise sintatica distintas
Teorema 7:

se e somente se w tem duas derivacdes mais a esquerda distintas a partir de S.
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A mesma validade imposta pelo teorema 07, mas consideranddoOse agora duas derivagdes mais a
Teorema 8:
direita.
Felizmente, a situagdo nao é tdo horrivel na pratica. Para os tipos de constru¢Ges que aparecem nas
Heuristica:
linguagens de programagado comuns, existem técnicas bem conhecidas para eliminar ambiguidade.
Gramatica Ambigua L. . Gramatica Ndo-Ambigua
Gramaticas Equivalentes
» F>1](E)
E>I|E+E[[E*E|(E) . TSF|T*F
No sentido de que representam a
I>albllalib]i0]I1 mesma linguagem EDT|E+T
I>a|bllallb]l0]Il

1. Alinguagem de expressdes geradas por esta
gramatica é realmente ndo ambigua.

2. Embora essa gramatica seja ambigua, existe

T F outra gramatica para a mesma linguagem que é
ndo-ambigua.

F F | 3. Uma linguagem livre de contexto L é dita
inerente ambigua se todas as suas gramaticas
sao ambiguas.

4. Se até mesmo uma Unica gramadtica de L for ndo
‘a; ambigua, L serd uma linguagem n3o ambigua.

Figura 4 — A Unica arvore de andlise sintatica paraa+a*a

O fato dessa gramatica ser ndo ambigua talvez esteja longe de ser dbvio. Entretanto, sempre é possivel encontrar
uma explicacdo porque de uma gramdtica ndo ser ambigua, se ela realmente nao for ambigua (Hopcraft, pg. 225 e

226).
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Aplicagdo Prdtica do Teorema 07

Para cada gramatica G=(V,T,P,S) e string w em T*, w tem duas drvores de anadlise sintatica distintas

Teorema 7:
se e somente se w tem duas derivacées mais a esquerda distintas a partir de S.

Conclusdo: Se uma gramatica é ambigua sempre é possivel encontrar um “string exemplo” para confirmar este fato.

Exemplo:

L={a"b"c"d"|n>1,m>1} U {a"b™c™d"|n>1,m>1}

Gramatica Possivel para a linguagem L:

S>AB|C

A > aAb | ab

B> cBd | cd

C—-> aCd | abd
D - bDc | bc

Assim, por exemplo, o string aabbccdd tem duas derivacdes mais a esquerda:

1. S AB i aAbB i aabbB i aabbccdd
2. S Ci aCd i aaDdd 7 aabDcdd i aabbccdd

Logo, esta gramatica é ambigua.

Entretanto, a prova de que todas as gramaticas para L devem ser ambiguas é bastante complexa e foge ao escopo de

nosso estudo.

Resumo
Gramadticas Livres de Contexto: Uma CFG é um modo descrever linguagens por regras recursivas chamadas

producdes. Uma CFG consiste em um conjunto de varidveis, um conjunto de simbolos terminais, uma varidvel de

inicio e producdes. Cada producdo consiste em uma varidvel de cabega e um corpo que consiste em um string de

zero ou mais variaveis e/ou terminais.
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Derivacdes e Linguagens: Comecando com o simbolo de inicio, derivamos strings de terminais substituindo

repetidamente uma varidvel pelo corpo de alguma produgdo com essa varidvel na cabeca.

Derivacdes mais a esquerda e mais a direita: Todo o string na linguagem de uma gramatica livre de contexto (CFG)

tem pelo menos uma derivacdo mais a esquerda e pelo menos uma mais a direita.

Arvore de Anilise Sintatica: Uma arvore sintatica é uma arvore que mostra os aspectos essenciais de uma derivaco.
Os nods internos sao rotulados por variadveis, e as folhas sdo rotuladas por terminais ou por €. Para cada né interno,
deve haver uma producdo tal que a cabeca da producdo seja o rétulo do nd, e que os rétulos de seus filhos, lidos da

esquerda para a direita, fornecem o corpo desta producao.

Equivaléncia entre drvores de andlise sintadtica e derivacdes: Um string de terminais estd na linguagem de uma

gramatica livre de contexto se e somente se ele é o resultado de pelo menos uma arvore de analise sintatica. Desse
modo, a existéncia de derivacdes mais a esquerda, derivacdes mais a direita e arvores de andlise sintatica sdo

condicdes equivalentes, e cada uma define exatamente os strings na linguagem de uma CFG.

Gramaticas Ambiguas: Para algumas CFG’s, é possivel encontrar um string de terminais com mais de uma arvore de
analise sintatica ou, de forma equivalente, mais de uma derivagdo mais a esquerda ou mais de uma derivagdo mais a

direita. Tal gramatica é chamada ambigua.

Problema de Indecibilidade: E um fato surpreendente que n3o existe absolutamente nenhum algoritmo que possa
nos informar se uma CFC é ambigua.

Existem linguagens livre de contexto que ndo tem nada além de CFG’s ambiguas, para essas linguagens, a remogao
da ambiguidade é impossivel.

Felizmente, a situacdo ndo é tdo horrivel na pratica. Para os tipos de construcdo que aparecem nas linguagens de

programacao comuns, existem técnicas bem conhecidas para eliminar a ambiguidade.

Eliminacdo de Ambiguidades: para muitas gramaticas Uteis é possivel encontrar uma gramatica ndo-ambigua que

gere a mesma linguagem. Infelizmente, a gramatica ndo-ambigua com frequéncia é mais complexa que a gramatica

ambigua mais simples para a linguagem.

Analisadores Sintaticos: A gramatica livre de contexto é um conceito essencial para a implementacdo de

compiladores e outros processadores de linguagens de programacao.
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Linguagem Livre de Contexto

-

CFG 1 CFG 2 CFG3 CFG 4

1. Dada uma linguagem livre de contexto(L) poder-se-a ter varias gramaticas livres de contexto (CFG’s) para
esta mesma linguagem. Isto é algo muito parecido ao fato de existir varios autdomatos finitos para uma
mesma linguagem regular. Digamos entdo, que para nossa linguagem livre de contexto existam N CFG’s
associadas. Neste caso, ha duas situacdes a serem consideradas:

(i) Todas as N CFG’s sdo ambiguas, ou seja, esta linguagem é meramente ambigua;

(ii) Ha pelo menos 1 CFG ndo-ambigua. Neste caso, se até mesmo uma Unica gramatica de L ndo

ambigua, L serd uma linguagem nao-ambigua.

2. Nao existe absolutamente nenhum algoritmo geral que possa nos informar se uma gramatica livre de

contexto é ambigua (demonstracdo matematica envolvendo o conceito de indecibilidade).

3. DadaumaCFG|,i=1,2,...,N, ou seja, uma gramdtica qualquer da linguagem L considerada, pode-se verificar,
se ela é ambigua, caso sejam encontrados duas derivagdes a esquerda distantes (ou duas derivagdes a

direita distintas) para um mesmo string da aceitaco.

4. Entretanto, provar que todas as N gramaticas livres de contexto de uma dada linguagem L é ambigua é uma

tarefa complexa e foge do escopo de nossas aulas, porém possivel.

5. Felizmente é possivel utilizar heuristicas para gramaticas livre de contexto ambiguas, para encontrar uma
equivalente ndo-ambigua, caso esta exista. Entretanto, as gramaticas ndo-ambiguas ser mais complexas que

as ndao-ambiguas.

S ——
4-Gramaticas Livre de Contexto Pagina 15




Automatos e Linguagens Formais @? =

APOSTILA

CT-200 AUTOMATOS FINITOS E LINGUAGENS
FORMAIS

Prof. Dr. Paulo Marcelo Tasinaffo

Segunda Parte do Curso de CT-200




Automatos e Linguagens Formais @? =

Indice

Segunda Parte do CUISO d@ CT-200.......ccccciieeiiiieee ettt e eiteeeeetteeesstteeesssseeessseeesassaeseaassseessssesesasssesesassaseesnsseeessnsseeen 3
Vg [o BYe] oL €T - 4 F- Y ot [OOSR 3
Propriedades de LINGUagem Livres de CONTEXEO......ccuiuiiiiiiiieeeciieeeeritee e et e e ettt e e e stre e e e sabaeeeeabaeeeentaeeesasteeeennseeesennens 4
EliMinagao da RECUISE0 SODIE S ...ooii ittt e e e e et e e e st e e e e ebteeesantaeeesntaeeeenstaeeeantaaeesantaeaeanes 5
Algoritmo para ElimMinar €-ProdUGOES ......ccuueiiieiiee e et cetiee ettt e sttt e e e stte e e e ete e e e s bte e e ssabeeeessteeeesaseeeeenabeeessnsseeessnsens 5
Algoritmo para Detectar as Varidveis ANUIAVEIS........c..eiiiciiii ittt e e ebee e s nae e e e sbeee e eenes 5
Construcdao de UMa gramatica SEM E-PrOAUGOES .....ueiiirciiieiiiiieeeriieeeerteeeeseteeessraeeessbeeessasteeeesbeeessnnseeessassaesenssens 6
[ 1Ta YT gF= o= To o LI =E 0T Yo [ Lol T3S SRR 6
Algoritmo para Eliminacdo de “Regras Encadeadas” ou “Producdes UNitarias”.........cccecveeeeeiieeeeciiieeescieeeeeiieeens 7
Construgdo Indutiva dos pares (A,B) tais que A =B através somente de producBes UNItarias...........eveervereenn. 7
Eliminagdo de “Regras Encadeadas” ou “ProdugBes UNitArias” .........ccueeeeciiieiiiiieecireeeetees e e e s ivee e s saaee e 8
Algoritmo para Eliminacdo de SIMDOI0S INULEIS .......c.ueeiiiiiiiee ettt et e e e eeate e e e ebre e e eenbaeeesenteeaeeanes 9
Algoritmo para Eliminacao de Simbolos INULEIS .....c.cuuiiiiiiee ettt e e e et e e e e e e e enarr e e e e e e e eeannnees 9
Calculo de SImbolos Geradores € AlCANGAVEIS......cccuuiiiicieee e cetee et eree e e s ee e e rte e e e st ee e e s sbee e e sateeeesbeeeeennes 10
Resumo Geral sobre Simplificagies de GLC......cccuiiiiiiiiieiiiiee ettt e e e e e s bee e e e sabe e e s satee e e sabeeeesnnseeeesnnees 12

Figuras
Figura 1 — Propriedades das GLC € AUtomMatos de PilNa .........coociiiii ittt e 3

Tabelas




Automatos e Linguagens Formais @? =

Segunda Parte do Curso de CT-200

e Revisdo sobre gramaticas e linguagens.

e A hierarquia de Chomsky e especial atengdo as gramaticas livres de contexto

e Simplificacdo de gramaticas livres de contexto e “Formas Normais de Chomsky”
e Autdmatos de Pilha e Linguagens Livres de Contexto (LLC)

1. Olema do bombeamento para LLC

2. Propriedades de fechamento para LLC e Linguagens Regulares

3. Propriedades de decisdo para LLC e Linguagens Regulares (minimizac¢ao)

_ | Aceitagdo por Estado Final
Formas Gramaticas -> .
Normais de Livres de Auton?atos
Chomsky Contexto - eslhill . ) -
[ Aceitagdo por Pilha Vazia

Figura 1 — Propriedades das GLC e Automatos de Pilha

e Maquinas de Turing (os autdmatos sdo essenciais para o estudo dos limites da computacao)
1. O que o computador pode fazer, afinal?
i. Este estudo é chamado de “decibilidade”
2. 0O que o computador pode fazer de forma eficiente?
i. Este estudo é chamado de “tratabilidade”
Essas maquinas sdo autdmatos que modelam o poder dos computadores reais. Elas nos permitem estudar os
problemas de “decibilidade” e os problemas “tratdveis”

A maquina de Turing é uma tupla de 7 valores semelhantes aos Autématos de Pilha (4) Indecibilidade.

Resumo sobre Gramaticas

1. Gramética
G=(V,3,P,S)
\—b Simbolo inicial Se V
Conjunto de producgdes

Conjunto finito de simbolos terminais paraV N Y = J

» Conjunto finito V de simbolos ndo terminais

Exemplo: gerador de palindromos sobre {a,b}
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G=(V,3,PS)
V ={S} ...“Conjunto de varidveis” ou “Simbolos Nao -Terminais”
> ={a,b} ... “Alfabeto de Terminais” ou “Simbolos Terminais”

= .{S23a,S>b,S>¢ S>aSa, S > bSb}

S=S ... Simbolo de inicio (sempre uma das varidveis)

2. Ao ,ADdy .., A0 SADo o] ... | a,

3. Sea > Bexay e (VU Y)* entdo xPy é diretamente derivavel de xay, ou seja, xay = xPy.

. . ~ Ve . ra . *
Seq;e (Vu)*parai=1,.., neo; = a parai=1, ..., (n-1), entdo o, é derivavel de a4, ou seja, oy = .
*
o1 = Op:01 =0 = ... = 0h1= Uy

4. Uma “producdo unitaria” é uma producdo da forma A = B, onde tanto A quanto B sdo varidveis.

Contra exemplo: A 2 a

5. “Alinguagem L(G) gerada por G consiste de todas as cadeias sobre 5 derivados de S”.

Propriedades de Linguagem Livres de Contexto

e Nossa tarefa na aula de hoje sera simplificar as gramaticas Livres de Contexto (GLCs).

e Essas simplificagdes tornam mais facil provar fatos sobre GLCs.

“Se uma linguagem é uma GLC, entdo ela tem uma gramatica em alguma forma especial”

“O objetivo desta aula é mostrar que toda GLC (sem g) é gerada por uma GLC na qual todas as produgdes tém a
forma A = BCou A 2 o, onde A, B e C sdo varidveis, e a € um terminal. Essa forma é chamada Forma Normal de

Chomsky”.

e S3o necessarias as seguintes simplificacGes preliminares:

- Eliminacdo de Recursdo sobre simbolo inicial S;
A ordem delas - Eliminagdo de Regras g;
influencia - Eliminagdo de “Regras Encadeadas” ou “Produc¢ées Unitarias”;
- Eliminagdo de Simbolos inuteis.
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Eliminacao da Recursao sobre S

Exemplo numérico:

G: S>aS|AB|AC ) G: s> )
A>aAle v G=(V,5,P,S) S>aS|AB|AC
B> bB | bS A->aAle v G=(VLELPLS)
C>cCle B> bB | bS
’ C>cCle

Algoritmo para Eliminar g-producdes

e Embora g-producbes sejam uma conveniéncia em muitos problemas de projetos de gramaticas, ndo sao
essenciais.

e Eclaro que sem uma producdo que tenha um corpo &, é impossivel gerar o string vazio como um elemento
da linguagem.

e Sealinguagem L tem uma GLC, entdo L-{e} tem uma GLV sem g-produgdes.

. .7 . ~ 7 . .7 ra 7 *
e Quais variaveis sdo anulaveis? Uma variavel A é anulavel se A= «¢.

Algoritmo para Detectar as Varidveis Anulaveis

Seja G(V,3,P,S) uma GLC, entdo pode-se encontrar todos os simbolos anuldveis de G pelo algoritmo iterativo a
seguir:

Base: Se A = ¢ é uma producdo de G, entdo A é anulavel.

Inducdo: Se existe uma producdo B 2 C;C, ... C,, onde cada C; é anulavel, entdo B é anulavel. Observe que C;
deve ser uma varidvel para ser anuldvel, e assim sé se deve considerar producdes com “corpos” que contém apenas

variaveis.

Em qualquer gramdtica G, os Unicos simbolos anulaveis sdo as varidveis encontradas pelo algoritmo
Teorema 1:
anterior.
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Construcio de uma gramatica sem g-produgoes

Seja G=(V,3,P,S) uma GLC, entdo para a constru¢cdo de uma gramatica G, facga:

(i) Determine todos os simbolos anuldveis de G;

(ii) Coinstrua uma nova gramatica G_ = (V,3,P.,S), cujo conjunto de producées P, é determinada a seguir:
“Para cada producdo A 2 X; X, ... X, de P, onde k > 1, suponha que m dos k valores X; sejam simbolos
anulaveis. A nova gramética G, terd 2™ versdes dessa producdo, onde os X;’s anuldveis, em todas as
combinacgdes possiveis, estdo presentes ou ausentes. Hd uma Unica exce¢do: Se m =k, isto é, se todos os
simbolos sdo anulaveis, entdo nao incluimos o caso no qual todos os X;’s estdo ausentes. Observe

também que, se uma producdo da forma A = ¢ estd em P, ndo inserimos essa produ¢do em P.”.

Se a gramatica G, é construida a partir de G pela construcdo anterior para eliminar e-producdes,

Teorema 2:
entdo L(G,) = L(G)-{&}.

Eliminacao de e-producoes

Exemplo humérico:

S AB
A ahA | ¢
B bBB | ¢

(i) Simbolos Anulaveis
A e B sdo diretamente anulaveis (Base)
S é anulavel, porque a produgdo S = AB possui corpo que consiste apenas em simbolos anuldveis (Indugéo)

{A,B,S} sdo anulaveis

(ii) Produgdes da G,

- aAA sdo iguais
(S%AB (‘B%bBB
S>AB|A|B A>aAA|aA|aA]|a B->bBB|bB|b
A>aAA|aA|a

]
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Constituicdo de G,
S>OAB|A|B
A>aAA]aA|a
B> bBB | bB|b

Algoritmo para Eliminac¢ao de “Regras Encadeadas” ou “Producdes Unitarias”

e Uma “producdo unitaria” é uma producdo da forma A - B, onde tanto A quanto B sdo variaveis.
e Producgdes unitarias, por exemplo, sdo Uteis para criar uma gramatica ndo-ambigua para expressoes
aritméticas simples. Entretanto, producdes unitarias podem complicar certas provas, e também introduzem

etapas extras em derivacdes que tecnicamente ndo precisam estar |a.

(i) A técnica para a eliminagdo de produgdes unitarias que oferece a garantia de funcionar envolve
encontrar primeiro todos os pares de varidveis A e B tais que “A = B” é obtida através somente de uma
sequencia de produgdes unitarias.

(ii) Uma vez determinados todos esses pares, podemos substituir qualquer sequencia de etapas de
derivagdes em que A = B; = B, = ... = B, = a por uma producgao que utilize a “produgao nao-
unitaria” B, = o por uma produgdo que utilize a “produgdo ndo-unitaria” B, 2 o diretamente a partir
de A, istoé, A> a

ou
“Devemos criar um novo conjunto de producdes usando o primeiro elemento de um par unitdrio como a

cabeca de uma producdo em G, e todos os corpos ndo unitarios para o segundo elemento do par unitdrio como os

corpos de producdes em G,”.

Construcio Indutiva dos pares (A,B) tais que A =B através somente de producdes unitarias

Base: (A,A) é um par unitario para qualquer variavel A. Isto é, A = A em zero etapas.
Inducdo: Suponha que descobrimos que (A,B) é um par unitario, e B > C é uma producdo, onde C é uma variavel.

Entdo (A,C) é um par unitario.

O algoritmo acima encontra exatamente os pares unitdrios para uma gramatica livre de
Teorema 3:
contexto G.
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Para eliminar produgdes unitarias, prosseguimos como a seguir. Dada uma gramatica livre de contexto G =
(V,T,P,S), construa a G, = (V,T,P,,S):

1. Encontre todos os pares unitarios de G;

2. Para cada par unitario (A,B), adicione a P, todas as produgdes A = o, onde B = o é uma produgdo
nao-unitdria em P. Observe que A = B é possivel, desse modo, P, contém todas as produ¢ées ndo
unitarias em P.

B = o é uma produgdo n3do-unitaria em P. Observe que A = B é possivel, desse modo, P, contém todas as

producdes ndo-unitarias em P.

Se a gramatica G; é construida a partir da gramatica G pelo algoritmo descrito acima para
Teorema 4:
eliminacdo de produces unitarias, entdo L(G;) = L(G).

Exemplo nhumérico:

Eliminacao de “Regras Encadeadas” ou “Producoes Unitarias”

G: I>albllallb|i0]I1
F> 1] (E)
TOF | T*
EDT|E+T

(i) A Base dos pares sﬁoilE,Eiz (T,T), (F,F), {‘_'(I,I)':I:-
2ot i b >

A etapa indutiva

(E,E) e a producdo E = T nos ddo o par unitériofﬁ(

1
2
3
4.
5
6

——
De (i) encontramos 10 pares unitarios para um GLC G!!
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(ii)

n Par Produgdes
1. (E,E) E E+T
2. (T,T) | T>T*F
3. (F,F) F-> (E)
4, (1,1) I2albllajlb]lo]Il
5. (E,T) ED> T*F
6. (E,F) E-> (E)
7. (E,1) E>albllallb]lO]I1
8. (T,F) T (E)
9. (T,1) T>alblla]lb]l0]I1
10. (F,1) F>alb|lajlb]l0o]I1

Tabela 1 — Pares unitarios para um GLC G

Algoritmo para Elimina¢ao de Simbolos Intiteis

Dizemos que um simbolo X é “Util” para uma gramatica G=(V,3,P,S) se existe alguma derivacdo da forma S =
aXp = w, onde w estd em >*. Observe que X pode estar em V ou ¥, e que a forma sentencial o X 3 poderd
ser a primeira ou a ultima da derivacao.

Se X ndo é util, dizemos que ele é indtil.

As duas “acbes necessarias” que um simbolo deve ser capaz de realizar para ser util: “X gerador” e “X

III

alcancgave
. 7 * . . . . 7
1. Dizemos que X é “gerador” se X = w para algum string de terminais w. Observe que todo terminal é

gerador, pois w pode ser esse terminal propriamente dito, que é derivado por zero etapas.

|II

. ’ ra . . ~ *
2. Dizemos que X é “alcangdvel” se existe uma derivagdo S = aXp para algum a e [3.

Um simbolo “Util” serda ao mesmo tempo “gerador” e “alcangavel”.

G Eliminar simbolos G; Eliminar simbolos G, Apenas simbolos
" ~ ” “" ~ z ) ’ .
ndo geradores nao alcancaveis Uteis

Importantissimo: A ordem ndo pode ser violada!

]
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Seja G=(V,3,P,S) uma GLC, e suponha que L(G) # &, isto é, G gera pelo menos um string. Seja
Gy=(Vy,>u,Pu,S) a gramatica que obtemos pelas seguintes etapas:
1. Primeiro, eliminamos simbolos que ndo sdo geradores e todas as producées que envolvem
um ou mais desses simbolos. Seja G, = (V4,5 1,P1,S) essa nova gramatica. Observe que S
Teorema 5:
deve ser gerador, pois supomos que L(G) tem pelo menos um string, e assim S ndo é
eliminado.

2. Em segundo lugar, eliminamos todos os simbolos que ndo sao alcangaveis na gramatica G;,

produzindo Gy. Entdo Gy ndo tem simbolos inuteis, e L(Gy) = L(G).

Calculo de Simbolos Geradores e Alcancaveis

e Seja G=(V,3,P,S) uma gramatica. Para calcular os simbolos geradores de G, executamos a seguinte inducdo
Base: Todo simbolo de T é sem duvida gerador; ele gera a si mesmo.
Inducdo: Suponha que exista uma produgdo A = a, e todo simbolo de a ja seja conhecido como
gerador. Entdo, A é gerador. Observe que essa regra inclui o caso em que a=¢; todas as varidveis que

tém & como corpo de uma produgdo seguramente sao geradoras.

Teorema 6: O algoritmo anterior encontra todos os simbolos geradores de G e somente eles.

e Seja G=(V,>,P,S) uma gramatica. Para calcular os simbolos alcancaveis de G, executamos a seguinte indugdo:
Base: S é sem duvida alcangavel.
Inducdo: Suponha que descobrimos que alguma varidvel A é alcangdvel. Entdo para todas as produgdes com

A na “cabeca”, os simbolos dos “corpos” dessas producdes sao alcangaveis.

Teorema 7: O algoritmo anterior encontra todos os simbolos alcangdveis de G e somente eles.

S ——
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Considere a gramatica:

oa=f
S>AB|a [ é diretamente derivavel de a
A->b a=B

f é diretamente derivavel de a

(i) a e b geram a si mesmos, portanto a e b sao geradores;
(ii) SgeraaeAgerab, portanto S e A também sdo geradores;
(iii) B ndo gera a si mesmo nem os outros, portanto B ndo é gerador.

Se eliminarmos B, devemos eliminar a producdo S = AB.

Assim,

S2>a
Primeiro eliminamos os simbolos que ndo sdo geradores
A=>b

(iv) Apenas S e a sdo alcangaveis a partir de S.

Assim,

S2>A }Sé depois eliminamos os simbolos que ndo sdo alcangdveis.

Nota: A invengdo da ordem “gerador - alcangavel” dera problema” Veja exemplo:
S>AB|a
A->b

Base: S é alcancdvel

Inducdo: S>AB
} Tanto AB e a sdo alcangdveis
S2>a
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Resumo Geral sobre Simplificagées de GLC

e Para converter qualquer GLC G em uma GLC equivalente que ndo tenha simbolos inuteis, g-producdes ou

producdes unitarias, é preciso ter um certo cuidado na ordem de aplicagdo das construgdes. Uma ordem

segura é:

1. Eliminar g-producdes.

2. Eliminar producdes unitdrias.

3. Eliminar simbolos inuteis.

Se G é uma GLC que gera uma linguagem que contém pelo menos um string de g, entdo existe

Teorema 8: outra GLC G tal que L(Gg) = L(G)-{e} e G ndo tem g-producdes, producdes unitdrias ou simbolos

inuteis. {A demonstracdo deste teorema, exige a sequencia 1 —2 — 3}
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Forma Normal de Chomsky

e Toda GLC ndo vazia sem £ tem uma gramatica G em que todas as producdes estdo em uma dentre duas
formas simples:
1. A BC,ondeA, B e C, sdo todas varidveis, ou
2. A a,onde A éuma varidvel e a é um terminal.

Além disso, G ndo tem nenhum simbolo inutil. Dizemos que tal gramatica estd na forma normal de Chomsky, ou FNC.

e Para converter uma GLC numa FNC, o ponto de partida é o teorema 8, ou seja, a gramatica ndo pode ter g-

producdes, nem producdes unitdrias e nem simbolos inuteis, ou seja, tudo que vimos até o momento, nesta

aula, sera utilizado agora. Entretanto, os passos anteriores n3o s3o eficientes. E necessario, depois disto:

a) Organizar todos os corpos de comprimento 2 ou mais que consistem apenas em variaveis.
b) Desmembrar os corpos de comprimento 3 ou mais em uma cascata de produgdes, cada uma com um corpo
consistindo em duas variaveis.

c) Além disso, obviamente, toda forma do tipo A = « é aceita diretamente.

e Como construir o passo (a)?
“Para todo terminal “a” que aparecer em um corpo de comprimento 2 ou mais, crie uma nova variavel, digamos A.
Essa variavel tera apenas uma produgdo A 2 a. Agora, usamos A em lugar de a em todo lugar em que a aparecer em
um corpo de comprimento 2 ou mais. Neste ponto, toda producdo terd um corpo que serd um tunicco terminal ou

pelo menos duas variaveis e nenhum terminal”.

e Como construir o passo (b)?
“Devemos desmembrar as produgdes A = By B, ... By, para k > 3, em um grupo de produ¢des com duas variaveis em

cada corpo. Introduziremos (k-2) novas variaveis, Cy, C,, ..., Cr. A produgado original é substituida pelas k-1

producdes.
A - B.C;
C; - B,C,,...
Ci3 = Bi,Cia
Ci2 = B Ci

e Como construir o passo (c)?

Imediato!!!
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E>I|E+E|E*E]| (E) 1, 2,
N/ ‘
I>albllalibll0]1 o 1Salblialblio]in
Equivaléncia
F>1] (E)
G=({EN, T, P,E) —) TOF|[T*F
simbolo Inicial Gramatical EST|E+T
T= {+I *I (I )I al bl OI 1}
Gramatica Ambigua Grama’tic’a ‘Nﬁo-’Ambigtja o
(Em geral, nesta gramatica, ha produgdes unitarias).
1. Eliminar e-producdes; -
2. Eliminar produg¢des unitarias;
; ) - Partiremos de 2
3. Eliminar simbolos inuteis; -~/
4. Forma Normal de Chomsky
_/
3, Eliminacdo de Produc6es Unitarias

Par Produgdes
(EE) | EDE+T

(TT) | TOT*

(F,F) F-> (E)

() 1>alblla|lb]l0]11 Esta gramatica contém simbolos inUteis?
(E,T) E->T*F

(E,F) E-> (E)

(E,I) E2>al|bjlla]lb|lo]|I1
(T,F) T->(E)

(T,1) T2>al|blla]lb|lo]11
(F,1) F>albllajlb]lOo]I11

Nao, sendo assim, eles ndao precisam ser eliminados.

ED>E+T|T*F|(E) [a|b|la|Ib]lO]I1
TOT*F|(E)|al|bllallb|l0]I1
F>(E)|alblla]ib]lo]I1
I>al|bllallb]lo]I1
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‘}/ Passo (a):

Oito terminais {+, *, (, ), a, b, 0, 1} =» cada um destes terminais aparece num corpo que n3o é unico terminal

Consequéncia: introduzir 8 novas variaveis:

A->a

B>b

Z->0

06>1

P>+

M > *

L (

R->)
E>EPT|TMF |LER |a|b|IA|IB|1Z]10
TOTMF |LER |a|b|IA|IB|1Z]16
F>LER|a|b|IA]IB]|IZ]I16
I>a|b|IA[IB|IZ]16
A->a
B—>b
Z>0
6>1 ?_/
P>+
M > *
L (
R->)

‘_l/ Passo (b):

EPT, TMF e LER (sdo os criticos)

1. Em “EPT” introduzimos C;:

E—> EC,
C, 2> PT

6-Forma Normal de Chomsky Pagina 5
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2. Em “TMF” introduzimos C,:

E > TMF E > ECG,

[c,> wmF |
TOTMF | T TG,
3. Em “LER” introduzimos Cs:
~
E>TMF | ED LG
TOTMF | T LG > 1G> ER

E > TMF F-=> LG

Resultado Final

E>EC |TC, |LCs|a|b|IA]IB|IZ]10
TOTC|LC|alb|IA[IB]IZ]10
FOLC|alb|IA|IB|IZ]10
I>al|b|IA|IB|IZ]10

A->a

B>b

Z->0

0>1

P>+

M > *

L=>(

R->)

C, > PT

C, 2> MF

C; 2 ER

Forma Normal de Chomsky!

Pergunta: Esta gramatica volta a ser
ambigua?

6-Forma Normal de Chomsky
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Autématos de Pilha

e “Automatos de Pilha” é uma extensdao do autémato finito ndo deterministico com g-transicoes.
e O “Autdomato de pilha” é essencialmente um &-NFA com a inclusdo de uma pilha.
e H3 duas versdes deferentes do “Autdémato de Pilha”:
a) Uma que aceita “strings” pela entrada se esta operagao resultar em um estado de aceitacdo do
conjunto F;
b) Uma outra versdo que aceita pelo esvaziamento de sua pilha, independentemente do estado em

que se encontra.

Teorema: Essas duas variagOes aceitam exatamente as linguagens livres de contexto, isto &, as gramaticas podem ser

convertidas em autématos de pilha equivalentes e vice-versa.

~—— | Gramédtica |— = & . ) L A . .
ENC Livre de Automato de Pilha Automato de Pilha

Y | contexto | ¥~ - por Pilha Vazia v | or Estado Final

Figura 1 — Associagdo entre “Autématos de Pilha” e Gramatica Livre de Contexto

A Defini¢cdo Formal de Autématos de Pilha

Um “Automato de Pilha” P pode ser definido a partir de uma tupla de 7 elementos, como a seguir:

[ P=(Q,3,T, 8, qo Zo, F) ]

Onde,

Q um conjunto finito de estados, semelhantes aos estados de um autémato finito;

3 um conjunto finito de simbolos de entrada, também semelhante ao de um autémato finito;

um alfabeto da pilha finito (conjunto “novo” de simbolos que se tem permissdo de inserir na pilha), em

T geral > #T;
A funcdo de transi¢do na forma 9(q,a,X),
N g=¢éum estadoem Q

a=um simbolo de entrada, onde a € {5, &}
X = é um simbolo da pilha, isto é, um elemento de I

do O estado inicial. O “Autémato de Pilha” esta nesse estado antes de fazer quaisquer transicdes.

Zy O simbolo de inicio da pilha;

F O conjunto de estados de aceita¢do ou estados finais.

7-Autématos de Pilha Pagina 3




Automatos e Linguagens Formais @? =

Descrigées Instantdaneas de um ADP
ADP = Automato de Pilha

e Representa-se a configuragdo de um ADP por uma tripla (q,w,y), onde:
a) g éo estado;
b) w é a parte restante da entrada;
c) v éoconteldo da pilha.

Tal tripa, é denominada descri¢do instantanea, ou DI, do automato de pilha.

e SejaP=(Q, 3 I, 9, qo Zo, F) um ADP. Define-se por kp ou = 0 momento em que P é reconhecido, como

segue. Supondo que 3(g,a,X) contém (p,a). Entdo, para todos os strings wem >* e f em ['*:

(q, aw, XB) + (p, w, a.f)

“Esse movimento reflete a ideia de que, consumindo a (que pode ser €) da entrada e substituindo X no topo da pilha

por a, pode-se ir do estado g para o estado p”.

e Tem-se também:

e 5 0u F: quando ADP P esta subentendido, para representar zero ou mais movimento ADP. Isto é:
Base: | - | para qualquer DI I.
Inducdo: | - J se existe alguma DI K tal que | F Ke K F J, ou seja, | - J se existe uma sequencia de DI's Ky, K, ..., K, tal

que | =Ky, J =K, e, paratodoi=1,2,n, ..., n-1, tem-se K; - Ki,1.

Convengées de Notagdo para ADP’s

1. Os simbolos do alfabeto de entrada serdo representados por letras minusculas préoximas ao inicio do
alfabeto, como a, b, c, ...

2. Os estados serdo representados de modo geral por g e p ou por outras letras que estejam proximas a essas
em ordem alfabética.

3. Os strings de simbolos de entrada serdo representados por letras minusculas préximas ao fim do alfabeto,
COMo W ou Z.

4. Os simbolos da pilha serdo representados por letras maiusculas proximas ao fim do alfabeto, como X ou V.

5. Os strings de simbolos da pilha serdo representados por letras gregas como d ou v.
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Exemplo:

(9, aw, XB + p,w,af)

LJ J J ’ k_l_, Strings de simbolos da pilha

» Estados do ADP

P» Um simbolo da pilha

P Um string do simbolo de entrada

» Um simbolo do alfabeto de entrada

(9, aw, XB Fp, w, a B)
“consumindo a (que pode ser ) da entrada e substituindo X no topo da pilha por o, pode-se ir ao estado g para o

estado p”.

Exemplo: L, = {ww" | w estd em (0+1)*} denominada “w-w-reverso” ou dos palindromos de comprimento par.

Autémato de Pilha Equivalente

P= ({qOr 1, qZ}r {011}1 {orerO}r 8: o, ZO: {qZ})

hX 0 1 €

r 0 1 Zy € 0 1 Zy € 0 1 Z €
do (90,00) (90,01) (60,0Zo) (90,10) (g0, 11) (90,12) (91,0) (91, 1) (91, Zo)

(o} (01, €) (a1, €) (02, €)

g2

Tabela 1 - Fungao Transi¢cdo do ADP

€,20/Zo

£,0/0
£,1/1 &,20/Zo
0,2,/0Z,

1,20/1Z, 0,0/¢
0,0/00 1,1/¢
0,1/01
1,0/10
1,1/11

Figura 2 — Representagdo de um ADP como um diagrama de transi¢do generalizado
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As “Descricdes Instantaneas” para o string “1111” passando pelo ADP da figura 002.

o]
S
[
[
P
(IR
N
o
-~

(a1, 1111, Z,) > (02, 1111, Z,)
|
v
(CIO, 111 1120) IL (qll 111/ 120) > (qll 11/ ZO)

(qo, 1, 1117) T (g 11,112) (g2, 11, Zo)

Se existe pel
(go, &, 11117,) (a1, 1, 111Z,) e existe pelo menos

(q 1, 1; 120)

um caminho que
leve a pilha vazia ou
ao estado terminal
de aceitacdo, entdao
(do, &, 111127,) (as, &, 11Z,) o string de entra é

aceito.

|
I
|
|
|
: (q 1 & ZO)
|
|
I
|
|
|

Figura 3 — DI para o string “1111”

e Em uma transi¢do, automato de pilha:
a) Consome da entrada o simbolo que ele utiliza na transi¢do. A Unica excegdo é g;
b) Va para um novo estado, podendo ou ndo podendo ser o anterior;
c) Substitui o simbolo no topo da pilha por qualquer string. Se £ = operagdo de extracdo (pop), A/A
(nenhuma mudanca é feita), A/B (substituicdo do topo) e o topo ser substituido por dois ou mais

simbolos.
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Teorema sobre as Descrigdes Instantaneas

Teorema 01: Se P = (Q, 3, T, 8, qo, Zo, F) é um ADP, e se (q,x,a) (p,y,B), entdo para quaisquer strings w em X* e y

em I'*, também sdo verdades,

; . Exercicio para casa!
(g, xw, ay) F (p, yw, By) |

2.(q, % ay) F (p,y, BY)

1. (g, xw, &) F (p, yw, p)

Teorema 02:SeP=(Q, 5, I, J, qo, Zo, F) € um ADP, e se (q,xw,oc)l% (p,yw,p), entdo também é verdade que:

3. (qxa)kp (p,y,B)

1. Se uma sequencia de DI’s é valida para um ADP P, entdo a computacdo formada pela inclusdo do mesmo
string de entrada adicional no final da entrada (segunda componente) em cada DI também é valida.

2. Se uma computacdo é valida para um ADP P, entdo a computacdo formada pela inclusdo dos mesmos
simbolos de pilha adicionais abaixo da pilha em cada DI também é valida.

3. Se uma computacdo é valida para um ADP P, e se algum final da entrada ndo é consumido, entdo deve-se

remover esse final da entrada em cada DI, e a computacdo resultante ainda permanecera valida.

As Linguagens de um ADP

e Aceitacdo por Estado Final: quando um ADP aceita sua entrada consumindo-a e entrando em um estado de

aceitagao.

e Aceitacdo por pilha vazia: quando um ADP aceita todas as strings que fazem sua pilha, a partir da Dl inicial.

Uma linguagem L tem um ADP que SSE L tem um ADP que a aceita por pilha
aceita pelo estado final vazia.

e Entretanto, para um dado ADP, as linguagens que P aceita por estado final e por pilha vazia em geral sdo

“diferentes”. Assim,

“Faz-se necessario converter em ADP que aceita L por estado final e outra ADP que aceita L por pilha

vazia e vice-versa”
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Aceitacgdo pelo estado Final

SejaP=(Q, 3, T, §, qo, Zo, F) um ADP. Entdo L(P), a linguagem aceita por P pelo estado final, é:

{w|(q0,W,Z0) PE (a,e,a)} para algum estado g em F e qualquer string de pilha a.

Aceitacdo por pilha vazia

SejaP =(Q, 5, T, 3, qo, Zo, F) e define-se N(P) = {w|(qoe,w,Zo) ﬁ; (q9,5,€)} para qualquer estado q. Isto é, N(P) é o

conjunto de entradas w que p pode consumir e que ao mesmo tempo esvazia a sua pilha.

Prova de Equivaléncia de pilha vazia para estado final

“Deve-se mostrar que as classes de linguagens que sdo L(P) para algum ADP P é igual a classe de linguagens que sdo

N(P) para algum ADP P. Essa classe também é exatamente a de linguagens livres de contexto”.

Primeira construcdo: Como tomar um ADP Py que aceita uma linguagem L por pilha vazia e construir um ADP P; que

aceita L pelo estado final.

Teorema: Se L=N(Py) para algum ADP Py=( Q, 5, T, §, qo, Zo) existe um ADP P tal que L = L(P).

SejaP=(Q, 3, I, 8, qo, Zo, F) e define-se N(P) = {w|(cqo,wW,Zo) PE (a9,e, €)} para qualquer estado g. Isto é, N(P) é o

conjunto de entradas w que p pode consumir e gue ao mesmo tempo esvazia a sua pilha.

Inicio |

Figura 4 — Representagdo de um ADP de pilha vazia convertido em um ADP de estado final

7-Autématos de Pilha Pagina 8




Automatos e Linguagens Formais @? =

E a0 mesmo tempo o simbolo de inicio de Pr e um marcador na parte inferior da pilha que informa

Xogl
guando Py alcanca uma pilha vazia. Se P; ver Xy no topo da pilha entdo, Py terd esvaziado sua pilha.

Po Novo estado inicial com Unica funcao de empilhar Z,, o simbolo de inicio de Py, sobre o topo da pilha e
entrar no estado qg, 0 estado inicial de Py.
Novo estado de aceitagdo de P (esse P se transfere para o estado ps sempre que descobre que Py

Pr

esvaziou sua pilha).

Pe=(QU {po,pe}, 2, I U {Xo}, &, Po, Xo, {Pe})

Seja P =(Q, 3, I, §, qo, Zo, F) um ADP. Define-se por tp ou - o0 momento em que P é reconhecido, como segue.

Supondo que 9(q,a,X) contém (p,a). Entdo, para todos os strings w em Y* e f em ['*:

Inicio ‘ g, Xo/ZoXg

Pe=(Q U {po,pe}, 2, I'U {Xo}, &, Po, Xo, {Pe})

e

PN = (QI ZI rr 8N/ o, ZO)

Onde &; é dado por:

1. & (po, € Xo) = {(q0, ZoXo)};

2. Paratodos os estados g em Q, entradas a em Y ou a = ¢ é simbolos de pilhaYem T, &: (9,a,Y) contém todos

os pares em dx(q,a,Y);

3. Além daregra(2), o¢ (g,€,Xo) contém (pr,€) para todo estado g em Q.

Com todas estas defini¢Ges deve-se entdao provar que:

7-Autdbmatos de Pilha
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Demonstracdo: “w esta em L(P;) se e somente se w estd em N(Py)”.

1. N(Py) =2 L(Pg), se w estd em N(Py), ou seja, é aceito por N(Py), entdo:
(i) De Py sabe-se que (qo,W,Zo) kv (g,¢,€) para algum estado q;

(ii) (do,W,ZoWo) bt (9,€,Xo) [Teorema 01 (2) pg: 71 J;

(iii) Pela regra (2) acima (qo,w,ZoXo) r (a,€,Xo);

(iv) Unindo a regra (1), a regra (3) e o passo (iii), tem-se (po,w,Xo) P (co,w,ZoXo) b (0,€,X0) o (py6, €)

2. L(Pg) 2 N(Py). §Deixado como exercicio para casa.

Exemplo Simples ADP por pilha vazia p/ ADP por estado final

e,Z/¢
i,2/Z
Inicio
—_—
Figura 5—Um ADP que aceita por “Pilha Vazia”
e,Z/¢
i,2/2
Inicio €,Xo/ZXo &,Xo/€

Figura 6 — Construgdo de um ADP que aceita pelo “Estado Final” a partir do ADP da figura 05

PN = ({q}: {ile}l {Z}, 8Nr q, Z) PF = ({plqlr}l {ile}l {Z:XO}r 8F: P, XO: {r})
1. 8F (q,S,XQ) = {(qIZXO)}
1. dn(9,i,2) ={q,2Z} 2. O (P,i,Z2) ={(g,22)}
2. onl(9,e,2) ={q,¢} 3. 06 (g,e,2) ={(q, &)}
4. 8F (qISIXO) = {(r/ 8)}

L
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Prova da Equivaléncia de estado final para Pilha Vazia

Caminhando no sentido oposto: a partir de um ADP P: que aceite uma linguagem L pelo “estado final”, construir

outro ADP Py que aceite L por pilha vazia.

g, qualquer/S k

Inicio g, XO/ZOXO

Figura 7 — Py simula P; e esvazia sua pilha quando e somente quando P; entra em um estado de aceita¢do

Teorema: Seja L a L(P;) para algum ADP P=( Q, 5, T, 8, qo, Zo, F).. Entdo existe um ADP Py tal que L=N(Py).

Construcao de Py: Sugerida pela figura 7 acima, ou seja, Py = (Q \U{po,p}, Z, I'U{Xo}, n, Po, Xo)

Onde, &y é definida por:

1. 3n(po,&,X0)={(d0,Z0X0)};

2. Paratodos os estados g em Q, simbolos de entrada aem X oua=ce Y em I, 0y(q,a,Y) contém todo par que
esta 0¢(q,a,Y). Isto é, Py simula Pg;

3. Paratodos os estados de aceitacdo g em F e simbolos de pilha em Y em I" ou Y=X,, dx(q,¢,Y) contém (p,&).

4. Paratodos os simbolos de pilhaYem I ouY = X,, dn(p,&,Y)=(p,c).

e,’Z/¢
i,2/Z

In|C|o € Xo/ZXo € Xo/s

Figura 8 — Mesmo ADP que aceita pelo “estado final” da figura 6

P: = ({p,a,r}, {ie}, {Z,Xo}, 8, P, Xo, {r})
1. & (p,e,Xo) = {(0,Z%o)}
2. & (p,i,Z) = {(a,22)}
3. &(a,e,2)={(q, &)}
4. B (9,e,%) ={(r, &)}
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Mesmo ADP da figura 8 acima

S,qualquer/S

Inicio e X' o/’ X 3 : &,qualquer/€

Figura 9 - Construgdo de um ADP que aceita por “pilha vazia” a partir do ADP por “estado final” da figura 8

I:’N = ({prqrr} (& {pOIp}I {i,E}, {ZrXO} U {X'O}; 8N; Po, X'Or)

SN:
1. 3n(pPoe,X0) ={(q0,ZoX 0)} 1. 3 (p,e,Xo) = {(9,ZX0)}
2. 6N = 6F 2. 6F (plllz) = {(qlzz)}
3. du(r,g, qualquer) =(p,g) 3. &:(qg,e,2) ={(q, &)}
4. dn(p,e, qualquer) =(p,g) 4. J¢(g,e,X0) ={(r, €)}

Nota: O ADP que aceita por “pilha vazia” da figura 9 é equivalente ao ADP que aceita por “pilha

vazia” da figura 5, no sentido de representarem a mesma linguagem, mas nao sao iguais.

Resumo da Gramatica

G=(V,3,P,9)
\—b Simbolo inicial S € V
Conjunto de produgdes

Conjunto finito de simbolos terminais paraV N5 = J

» Conjunto finito V de simbolos ndo terminais
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Exemplo: gerador de palindromos sobre {a,b}
1. G=(V,3,P,9)

V ={S} ... “alfabeto de terminais” ou “simbolos terminais”

> ={a,b} ... “conjunto finito de variaveis”

P={S>a,S2>b,S2>¢ 5S> aSa, S > bSb}

S=S ... Simbolo de inicio (sempre uma das varidveis)

2. A2 ai|oy]| .o © A0, A0y, ., A, (simplificagcdo de notagdo)

3. Sea 2> P exaye (VUZ)*, entdo xPy é diretamente derivaveis de xay, ou seja xay = xpy.

. . . ~ Ve . 7 . *
Se ai € (VUZ)* parai=1, ..., n e a1 — @, para i=1,..,(n-1), entdo a,, é derivavel de a4, ou seja, oy = .

4. Uma “producdo unitaria” é uma producdo da forma A - B, onde tanto A quanto B sdo varidveis. Contra

exemplo: A~>a.

5. “Alinguagem L(G) gerada por G consiste de todas as cadeias sobre X derivados de S”

De gramaticas para Autématos de Pilha

Derivacdao mais a esquerda: quando, em cada etapa, a varidvel mais a esquerda é substituida por um de seus corpos

de producao.

Ex.: E 7 E*E . I*E 7 a*E . a*(E) . a*(E+E), a*(I+E)

“Aideia que rege a construcdo de um ADP a partir de uma gramadtica é fazer o ADP simular a sequencia de formas

sentenciais a esquerda que a gramatica utiliza para gerar um dado string de terminais w”.
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Seja G=(V,5,P,S) uma gramatica livre de contexto. Construa o ADP P que aceite L(G) por pilha vazia, da seguinte

forma:
r
—
P=({a}, 2, VUL, 3, 5)
Onde a funcdo de transicdo 6 é definida por:
1. Para cada variavel A, 5(q,¢,A)={(q,B)| A>3 é uma produgdo de G}

2. Para cadaterminal a, 8(qg,a,a)={(q,€)}
Teorema: Se o ADP P é construido a partir da GLC G pela construgdo anterior, entdo N(P)=L(G).

Para cada ADP P=(Q,},I',5,q0,Zo,F) define-se:

N(P) = {w|(q0,W,Zo) bp (a,&,€)}
Para qualquer estado g. Isto €, N(P) € o conjunto de entradas w que P pode consumir e que ao mesmo tempo esvazia

a pilha.

EX. 1> albllalibll0]I1
E > I|E*E|E+E|(E)

Terminais para o ADP P = {a,b,0,1,(,),+,*}
r = VUZ = {a’blolll(l)l+l*I|IE}

Funcdo de transicio & para o ADP P

a) d(q.el)={(a,a), (a,b), (a,1a), (q,Ib), (q,10), (q,11)}
b) 3(a,&,E) ={(a,l), (q,E+E), (q,E*E), (a,(E))}
c) d(q,a,a)={(q,e)}

d(q,b,b) ={(a,&)}

8(9,0,0) = {(a,&)}

8(9,1,1) = {(q,e)}

d(a,(,() = {(a,e)}

3(q,),)) ={(a,&)}

d(a,++) ={(a,e)}

8(a,%,*) ={(a,e)}
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De autéomatos de pilha para Gramaticas Livre de Contexto

Para todo ADP P que aceita por pilha vazia, pode-se encontrar uma linguagem Livre de Contexto G
Teorema 01: cuja linguagem é a mesma linguagem que P aceita.
Seja P =(Q,3,I',6,q0,2Z0,F). Entdo, existe uma gramatica livre de Contexto G tal que L(G) = N(P), onde a
gramatica G=(V,3,R,S) pode ser obtida da seguinte forma:
(i) Conjunto de variaveis V
1. No simbolo especial S, que é o simbolo de inicio.
2. Em todos os simbolos da forma [pxq], onde p e g sdo estados em Q e X é um simbolo de
pilha, em T.
(ii) As produgdes em G sdo:
Teorema 02: 1. Paratodos os estados p, G tem a producdo S 2 [qoZop]
(9o, Z0) F (p.€,€)
2. Seja & (q,a,X) contendo o par (r,Y,Y,...Yg), onde:
e aéumsimboloemZoua=¢
e k pode ser qualquer numero, inclusive 0, e nesse caso o par é (r,g). Entdo, para
todas as listas de estados ry,ry,...,1, G tem a producdo
[aXr] = alrYairi] a[riYars] ... alraYind
Pg: 259 e 260 do Hopcroft (portugués)
Exemplo:

Converter o

Solucdo:

ADP PN=({q}; {ile}l {Z}I 6N1 q, Z)
6N (quiz) = {(qlzz)}
6N (qlelz) = {(qle)}

1. Como Py tem apenas o estado {q} e apenas um simbolo de pilha {Z}, a constru¢ao da gramatica é bastante

simples para este caso. Assim, s6 existem duas varidveis na gramatica G:

a. S ... simbolo de inicio;

b. [gZg] ...aUnica tripla que pode ser montada a partir de Py,.

2. A unica produgdo paraSé S = [gZq]

3. Do fato que &y (q,i,Z) ={(q,22)} entdo, [aZq] = i[qZq]l[aZq]

4. Do fato que 6y (q,e,Z) ={(q,€)} entdo, [qZq] = e

7-Autdbmatos de Pilha

Pagina 15




Automatos e Linguagens Formais @? =

Assim, se A = [qZq] entado,
S2>A } Note que tanto S como A derivam

A2 iAAle exatamente os mesmos strings!!

[ G =({S}, {ie}, {S>iSS|e}, S) |

Exemplo:
P = ({91,92,93,04,05,96,97}, > ={a,b,c}, I'={a, $}, 8, q, S, F={q4,q7})

O autébmato de pilha P, como esquematizado abaixo e definido acima, representa a linguagem

L={a'blc" | i, j, k=0 e i=j ou i=k}. Para este autémato P determine:

a) A tabela de fungdo & a partir da interpretacao do grafo abaixo;
b) O autdmato de Pilha equivalente por aceitacao de pilha vazia*;

c) A gramatica livre de contexto equivalente.

Inicio 0
—

£,/

Rl > , c, €/e

£,€/€

alg/a b,€ €

Figura 10 — Grafo Direcionado do Autémato P da Questdo Acima

Nota: No item (b) construa também a tabela & de “descricdo instantdneas” a partir do “novo” grafo direcionado a ser

obtido.

a) Atabela de fungdo & a partir da interpreta¢do do grafo anterior.
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OF Automato por Aceitacdo de Estado Final (Ndo Deterministico)

Fita a b c €

Pilha a S £ a S £ a S £ a S €
h) - - - - - - - - - - - (02,€)
a2 - - (92,2) - - - - - - - - (93,05,€)
as - - - (9s,€) - - - - - - (04,€) -
Qs - - - - - - - - (94,€) - - -
ds - - - - - (9s,€) - - - - - (ds,€)
ds . . - - - - (96,€) . - - (97,€) -

A7 - - - - : : : - - - : :

Tabela 2 — Fungao & a partir do grafo anterior

b) O autémato de Pilha equivalente por aceitagdo de pilha vazia;

txj, e/e 1
a E € qualquer/S
€,qualquer/§:

>

asece,,

1 a,e/a C,E/e . ;

Figura 11 — Grafo Direcionado do Automato de Pilha por Aceitacdo por Pilha Vazia

Por que este é necessario?

Grafo Direcionado do Automato de Pilha por Aceitagao por Porque num autémato de pilha s é

Pilha Vazia. Equivalente ao Automato de Pilha P por presstel @lul ok il win ¢ el e

cada vez!

Aceitacdo por Estado Final da Pagina Anterior.
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b) A tabela de “descri¢cGes instantaneas” 6 para o autdmato P por aceitacdo de pilha vazia da pagina anterior.

OF Automato por Aceitagao de Estado Final (Ndo Deterministico)
Fita a b C €
Pilha a S € a S € a S € a S € Xo qualquer
Po - - - - - - - - - - - (91,5%0) | (d2,€)
w R - @) | - -
a2 / ’ (a2,a) 7 7 7 7 7 7 7 ’ (d3,05,€) 7 '
a3 - - - (az€) | - - - - - - | (ga€) - - -
« L0 L - | -] - - (P
ds . . . - - | (as€) - - - - - (96,€) - -
ds - . . - - - (d6,€) - - - | (az,6) - - -
- - | - - [ - - |- - | - - (e
. - - - -] - - - ] - - - (pa)
Tabela 3 — Fungdo 6 a partir do grafo anterior
c) A gramatica livre de contexto equivalente.
O automato de pilha a ser considerado é:
Q 2 r
A A ,—}\—\
PN:({ ﬁ)l qll qZI q3l q4, qSI qGI qu}; {alblc}l aISIXO}I 6; pO: S)
Onde,
6 = funcgdo de “descri¢des instantaneas” como expressa na tabela anterior.
O objetivo deste exercicio é obter a gramatica livre de contexto G=(V,3,P,S) equivalente ao autémato por
aceitacao por pilha vazia esquematizado na figura 11.
Passo 1: Conjunto de variaveis V (simbolos ndo terminais de G)
a) S ... sempre existira um novo simbolo, denominado simbolo de inicio;
b) Q = { Po, P1, P2, P3, P4, Ps, Pe, P7, p}: M= {al$/X0}
Devemos obter todo simbolo na forma [pXq].
Po para os demais a direita g1 para os demais a direita ge = direita | g;~> direita p = direita
[Poa pol [Poa gel [9:2 ai] [g12 a7l [ds2 el [g72a gyl [pap]
[poa ail [ds2 Pol (912 0y] [g972a ail [gs2 a7l [972 p]
[912 pol [Poa a1 (9,2 ai] (912 p] [d72 gel [paayl
[Poa gy] [g72 pol [9:2 gs] [paail [gsa p]
[922 pol [poa p] (932 ai] [pa qel
[poa gs] [P a pol (912 Qal
(932 pol (942 a4l
[Poa gal (912 gs]
[942 pol [g9sa ail
[poa gs] (912 el
(952 pol [gs2 qul

Tabela 4 — Simbolo na forma [pXq]

e —
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Na verdade vocé ndo precisa desenvolver os 81 simbolos gerados a partir de Q e a mais os outros 81 simbolos

gerados a partirde Qe S, ...

Se Q={py, P2, .-, Pn}
€ = { Xlr XZI ey Xm }

ent3o pode-se utilizar a formula (m.n%) para determinar o numero total de variaveis V da gramatica equivalente,

ou seja, para nosso caso particular:

n=9 e m=3 ou seja 3.9°=243 simbolos para V. Pode-se ent3o adotar a seguinte conveng3o:

A’ parai=1, .., 81
A’ parai=1, ..., 81 ou V={$A*A° A% | i€}
AX; parai=1, ..., 81

Passo 2: Determinar as produgdes de G.

S 2 [poXeail p/ i=1,2,...,7 Se Q possui n estados distintos, entdo
S = [poXop], S 2 [PoXoPol ter-se-a n producgdes em S

b. Da tabela 3, tem-se:

bl) 6N(q2,a,€)={(q21a)}

Daqui para frente tornou-se muito extenso determinar as produc¢des. Sendo assim, nas pdaginas seguintes

segue um exemplo mais Simples.

Exemplo mais Simples:

P= ({qlr}l {alb}l {er ZZIS}I 6: q, s)

para 6n(9,a,5) = (9,2:125)
5N(Q;b;$) =(r,2:Z5)

L
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a,5/21Z,
—{

Figura 12 — Automato de Pilha

Exemplo Infeliz: Se comegarmos com pilha vazia, qualquer string nunca esvaziara a pilha.

a) Converter o autdmato de pilha acima numa gramatica livre de contexto.

Passo 1: Obter o conjunto de varidveis V (simbolos ndo terminais) de G=(V,3,P,S)
a. S ..sempre existira um novo simbolo, denominado simbolo inicial;
b. Q={q,r}, '={Z4,Z,,S}. Devemos obter todo simbolo na forma [pXq], logo

[9Zial, [aZ.q], [a$al,

[azir),  [a9Zur],  [9Sr], @2=3.22=3.4=12 simbolos € V, mais o simbol&S

[rz4q], [aZ.ql, [rSdql, Total de simmo/em V (m.n%+1)

[rzir]l,  [rZor], [rSr], S

Passo 2: Determinar as producdes de G.
a. Paratodos os estados p € Q tem-se a produ¢do S =2 [qSp]
S > [a$d]
S > [gsr]

b. Seja6(q,a,X) - (r,Y1Y,...Y), entdo as listas de estados ry,r,, ...,r, G tem a producdo

[aXri] = a[rYaird] [r1Yara] ... [FeaYrd

Q= {q,r}
5u(9.2,$)=(0. 2, 2) 8u(a, b, $) = (1, 21, 25)
[qsqlé\a[qzlql [quq] [qsﬁ??frhtﬁ{éﬁﬂl
lasal > alazirlizg asal > blzilizg
lasr] > ; FQZ{&]rqizj] [qujb[rzla]?@]
502 g 651> izl
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Assim, a definicdo completa da gramatica G = (V,3,P,S) torna-se:
> ={a,b}
V={S, [aZ1q], [aZ,q], [a$ql, [aZir], [aZ.r], [a$r], [rZ1q], [rZ2q], [rSal, [rZar], [rZor], [rSr]}

Producdées P:

S > [asd] [asal = a[azZiql[aZ.q] [asa] = blrZiqllaZ,q]

S > [asr] [aSal = alqzir]lrZ,a] [asa] = blrzir][rZ,q]
[aSr] 2> alaziql[qZr] [asr] = blrZiql[aZ,r]
[aSr] > alaZy][rZ,r] [asr] = blrZyr][rZ,r]

Assim, tem-se finalmente que:

> ={a,b}
V= {SIAI Blcll CZI C4I CSI C7I CSI ClOI Cll}
Producao P:
S A A-> aC,C A-> bC7C2
S B A> aC4C8 A-> meCg
B > aC,Cs B = bC,Cs
B 9 aC4C11 B 9 bc10C11
Nota: Na prova poderd cair um exemplo com até 3 estados em Q e 3 simbolos de pilha T. J
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Automatos de Pilha Deterministicos

e Embora por definicdo os Autdmatos de Pilha (PDA’s) possam ser ndo-deterministicos, o subcaso
deterministicos é bastante importante.

e Intuitivamente, um PDA é deterministico se nunca existe uma escolha de movimento em qualquer situagao.

e Desse modo, define-se um autémato de pilha PDA P=(Q,5,T,56,Z,,F) como
deterministico (DPDA) se e somente se as seguintes condigdes sdo

satisfeitas:

1. 6&(g,a,X) tem no maximo um elemento para qualquer gem Q, aem  ou
a=ee Xem .
2. Se 6(q,a,X) ndo é vazio para algum a em 3, entdo 6(q,€,X) deve ser

vazio.

Exemplo de Automato de Pilha Deterministico

P:({qOIqlqu }I {Olllc}l {011120}1 6; do, {qz})

I 0 1 Zy 0 1 Z 0 1 Zy 0 1 Z,

200 | (90,00) | (90,01) | (00,0Zo) | (0,10) | (90, 11) | (00,1Z0) | (q1,0) (a1,1) | (a1,20) 7 7 7

a | (awe) | - L - |twa| @ | - - | @ | - - | (922)

*C|2 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Tabela 1 - Fungao Transi¢cdo do DADP

Um automato de pilha serd deterministico se e somente se as seguintes condi¢bes

sdo satisfeitas:

1. 6&(g,a,X) tem no maximo um elemento para qualquergem Q, aem  ou
a=ee Xem .
2. Se 6(q,a,X) ndo é vazio para algum a em 3, entdo 6(q,&,X) deve ser

vazio.

8-Autdmatos de Pilha Deterministicos Pagina 3




Automatos e Linguagens Formais

@©r =200

—(

0,20/0Z,
1,20/1Z,
0,0/00
0,1/01
1,0/10
1,1/11

Figura 1 — Automato de Pilha Deterministico

€,20/Zo

£,0/0
g1/1 €,20/Z,
—— —
0,0/¢
1,1/¢

Exemplo de Automato de Pilha Ndo-Deterministico

P:({qOIqlqu }I {Oll}l {011120}1 6; o, ZOI {qz})

> 0 1 £

r o | 1 |z | .ol 1] 2. o | 1 | 2
>qo | (60000 | (a0,01) | (60,070, (@010) | (a011) | {0, 120)] @0) | (1) | Gzl
a1 (a.€) - - - (au€) - . - (92,Z0)

*o | - . . : : . : -

Tabela 2 — Fungao Transi¢do do Autdomato de Pilha Nda-Deterministico

N3o é permitido — em nenhum caso — X=¢, em 6(q,a,X) - (p,j)

€,20/Zo
€,0/0
g,1/1 €,20/Z,
— ——
0,2,/0Z,
1,20/12Z, 0,0/¢
0,0/00 1.1/e
0,1/01
1,0/10
1,1/11

Figura 2 — Automato de Pilha Ndo-Deterministico

Além disso, um autémato de pilha ndo-deterministico poderia aceitar transigdes do

tipo:

S(Qi:a'A) = {(qle)r (qR:C)}

8-Autdématos de Pilha Deterministicos
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Se L PE uma linguagem regular, entdo L-L(P) para algum autémato de pilha DPDA P que aceita uma
Teorema 1:
string por estado final.

Em esséncia, um automato de pilha Deterministico DPDA pode simular um autémato finito deterministico DFA:

Formalmente, seja A=(Q,5,84,00,F) um DFA;
Construa o DPDA P=(Q,>,{Zo},6p,q0,F);

Defina 6,(q,0,Z0)={(p,Zo)} para todos os estados p e g em Q, tais que da(q,a)=p;

P owoN e

Neste caso, pode ser demonstrado por inducao finita que

A
(d0,Wo,Z0) |5 (p,€,Z0) se e somente se §a(do,W)=p. Isto &, P simula A usando seu estado.

5. Tendo em vista que tanto A quanto P aceitam pela entrada em um dos estados de aceitacao de F,

concluimos que suas linguagens sdo iguais.

Observacdo: Se desejarmos que um automato de pilha deterministico DPDA aceite por pilha vazia, descobriremos

gue nossa capacidade de reconhecimento de linguagens é mais limitada que no caso anterior, ou seja, “ndo é nem

mesmo verdade que toda linguagem regular é N(P) para algum DPDA P que aceite por pilha vazia”.

e Aslinguagens aceitas por DPA’s pelo estado final incluem propriamente as linguagens regulares, mas estdo
incluidas mais propriamente ainda nas gramaticas livres de contexto ndo-ambiguas.

e N&o é mesmo nem verdade que toda linguagem regular é N(P) para algum DPDA P que aceite por pilha

vazia.
Se L=N(P) para algum DPDA P, entdo L tem uma gramatica livre de contexto ndo-ambigua. Aqui a
Teorema 2:
notacdo L=N(P) se refere a um autémato de pilha que aceite por pilha vazia.
Se L=L(P) para algum DPDA P, entdo L tem uma gramatica livre de contexto ndo-ambigua. Aqui a
Teorema 3:
notacdo L=L(P) se refere a um autdmato de pilha que aceite por estado final.

Propriedades de Fechamento e Propriedades de Decisdo

1 Propriedades de Fechamento das Linguagens Regulares

e Esses teoremas sdo chamados com frequéncia propriedades de fechamento das linguagens regulares, pois

mostram que a classe de linguagens regulares é fechada sobre a operacdo mencionada.
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e As propriedades de fechamento expressam a ideia de que, quando uma ou varias linguagens sdo regulares,
entdo certas linguagens relacionadas também sdo regulares.
e Nossas primeiras propriedades de fechamento sdo as trés operacgdes booleanas: unido, intersecao e

complementacao:

a. Sejam L e M linguagens sobre o alfabeto . Entdo, L U M é a linguagem que contém todos os strings que
estdoem L, em M ou em ambos;

b. Sejam L e M linguagens sobre o alfabeto 5. Entdo L N M é uma linguagem que contém todos os strings que
estdoemLe M;

c. SejaLumalinguagem sobre o alfabeto . Entdo |, 0 complemento de L, é o conjunto de strings em >* que

nao estdo em L.

e Ocorre que as linguagens regulares sdao fechadas sob todas as trés operacdes booleanas. Entretanto, as

provas exigem abordagens bem diferentes.

Teorema 1: Se L e M sdo linguagens regulares, e entdo L U M também é.

Teorema 2: Se L e M s3do linguagens regulares, e entdao L N M também é.

Teorema 3: Se L é uma linguagem regular sobre o alfabeto 3, entdo [ =Y *-L também é uma linguagem regular.
Teorema 4: Se L e M s3o linguagens regulares, e entdo L - M também €, onde L-M=LNy,

e Reversdo: O reverso de um string a;a....a, é 0 string escrito ao contrario, ou seja, anan.1...a1. Utilizamos w"
para representar o reverso do string w. Desse modo, 00107 é 0100, e €” = .
e Avreversdo é outra operacdo que preserva as linguagens regulares, isto é, se L é uma linguagem regular,

entdo L® também é.

Teorema 5: Se L é uma linguagem regular, entdo L* também é

e Homomorfismos: Um homomorfismo de strings é uma fungao sobre strings que atua substituindo cada

simbolo por um string especifico.

Formalmente, se h é um homomorfismo sobre o alfabeto J, e w= a;a,...na é um string de simbolos em 3, entdo

h(w)=h(a;)h(a,)...h(na). Ou seja, aplicamos h a cada simbolo de w e concatenamos os resultados em ordem.
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Além disso, podemos aplicar um homomorfismo a uma linguagem aplicando-o a cada um dos strings na linguagem.

Isto é, se L é uma linguagem sobre o alfabeto 5 e h € um homomorfismo sobre 3, entdo h(L)={h()w)| w estd em L}.

Exemplo: Se h(0)=ab e h(1)=€ entdo, para w=0011 ter-se-a h(w)=h(0)h(0)h(1)h(1)=(ab)(ab)(g)(g)=abab.

Se L é uma linguagem regular sobre o alfabeto 5, e h € um homomorfismo sobre 5, entdo h(L)
Teorema 6:
também é regular.

Homomorfismos também podem ser aplicados “ao contrario” e, dessa maneira,
também preservam linguagens regulares. Isto é, suponha que h seja um

Homomorfismo Inversos: homomorfismo de algum alfabeto Y para strings em outro (possivelmente o mesmo)

alfabeto T. Seja L uma linguagem sobre o alfabeto T. Entdo h™(L);

Leia-se “h inverso de L”, é o conjunto de strings w em Y * tal que h(w) estd em L.

Figura 3 — Um homomorfismmo aplicado no sentido direito e inverso

Se L é um homomorfismo do alfabeto Y para o alfabeto T, é L é uma linguagem regular sobre T,
Teorema 7: .
entdo h™ (L) também é uma linguagem regular.

2 Propriedades de Decisdo das Linguagens Regulares

“As linguagens regulares, ao contrario das linguagens livres de contexto, ndo sofrem com problemas de
indecibilidades, ou seja, em termos praticos as principais caracteristicas que caracterizam as linguagens regulares

sdo decidiveis”.

e Para muitas das questdes que formulamos, s6 existem algoritmos para a classe de linguagens regulares. As
mesmas questdes se tornam “indecidiveis” quando propostas com o uso de notagdes mais “expressivas” que
as desenvolvidas para as linguagens regulares.

e Alinguagem tipica é infinita, e assim ndo é possivel apresentar os strings da linguagem a alguém e formular

uma pergunta que exija a inspecdo do conjunto infinito de strings. Em vez disso, apresentaremos uma
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linguagem fornecendo uma das representacdes finitas que desenvolvemos parra ela: um DFA, um NFA, um

€-NFA ou uma expressao regular.

e-NFA NFA

Expressdes

DFA

Regulares

Figura 4 — Plano para mostrar a equivalencia entre ass quatros notacdes diferentes para linguagens regulares

e Embora existam algoritmos para quaisquer das conversdes, as vezes ndo estamos interessados apenas na
possibilidade de fazer uma conversdo, mas no tempo que ela demora. Em particular, é importante distinguir
entre algoritmos que demoram um tempo exponencial daqueles que demoram um tempo linear, quadratico

ou algum polindmio de grau pequeno do tamanho de sua entrada.

Conversao de NFA’s em DFA’s

O tempo de execucdo da conversio de NFA em DFA, incluindo o caso em que o NFA tem e-transicdes é O(n2"). E
claro que, na pratica, ¢ comum o nimero de estados criados ser muito menor que 2", e com frequéncia ser de
somente n estados. Poderiamos enunciar o limite sobre o tempo de execugdo como O(n’s), onde s é o nimero de

estados que o DFA tem realmente.

Conversao de DFA’s em NFA’s

Essa conversao é simples e demora o tempo O(n) em um DFA de n estados.
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Conversao de Automatos em Expressoes Regulares

Se primeiro convertermos um NFA em um DFA e depois convertermos o DFA em um expressao regular, isso pode

demora um tempo de O(,*,*"), que é duplamente exponencial.

Conversao de Expressio Regular em Autématos

A construcdo de um &-NFA a partir de uma expressao regular leva um tempo linear no tamanho da expressao.
Podemos eliminar e-transi¢des de um e-NFA de n estados para criar um NFA ordinario em tempo O(n?), sem

aumentar o numero de estados. Porém, a continuacdo até um DFA pode demorar um tempo exponencial.

e As trés principais propriedades de decisdes ou questdes fundamentais sobre linguagens, sejam elas ou ndo
regulares, sdo:
1. Alinguagem é vazia?
2. Um determinado string w pertence a linguagem descrita?
3. Duas descri¢cdes de uma linguagem realmente descrevem a mesma linguagem?
Essa questdo frequentemente é chamada “equivaléncia” de linguagens. Observe a profundeza desta
pergunta, pois se é possivel estabelecer a equivaléncia entre dois ou mais automatos finitos sera

possivel minimiza-lo.

Nota Importante: Para linguagens regulares ha algoritmos para responder de forma positiva, sendo mais formal, ha

algoritmos decidiveis para responder as trés questdes anteriores. Veremos a seguir cada um deles.

2.1 Como testar o carater vazio de linguagens regulares

e A primeira vista, a resposta a pergunta “a linguagem regular L é vazia?” é ébvia: @ é vazia, e todas as outras
linguagens regulares ndo o sdo. Porém, o problema ndo é enunciado como uma lista explicita dos strings de
L. Em vez disso, temos alguma representacao parra L e precisamos saber se essa representa¢do denota a
linguagem Q.

e Se nossa representacdo é qualquer tipo de automato finito, a questdo do cardter vazio consiste em saber se
existe um caminho qualquer desde o estado inicial até algum estado de aceita¢do. Neste caso, a linguagem é
nao vazia, por outro lado, se os estados de aceitagcdo estao todos separados do estado inicial, entdo a

linguagem é vazia.
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O algoritmo anterior pode ser resumido por este processo recursivo:

Base: O estado inicial é certamente alcangdvel a partir do estado inicial.
Inducdo: Se o estado g é alcangavel a partir do estado inicial, e se existe um arco desde q até p com qualquer rétulo

(um simbolo de entrada ou €, se 0 autdmato é um e-NFA), entdo p é alcancavel.

Desta maneira, podemos calcular o conjunto de estados alcancaveis. Se qualquer estado de aceitacdo estiver entre

eles, responderemos “nao” (a linguagem do autémato nao é vazia) e, caso contrario, responderemos “sim”.

e Asregras recursivas a seguir informam se uma expressao regular denota a linguagem vazia.
Base: @ denota a linguagem vazia; € e a para qualquer simbolo entrada a ndo denotam.
Inducdo: Suponha que R seja uma expressao regular. Had quatro casos a considerar, correspondentes aos possiveis

modos de construgao de R.

R = R;+R,. Entdo L(R) é vazia se e somente se L(R;) e L(R,) sdo ambas vazias.
R = R;R;. Entdo L(R) é vazia se e somente se L(R;) ou L(R;) é vazia.

* ~ ~ Ve . . .
R =R ;. Entdo L(R) ndo é vazia; ela sempre inclui pelo menos €.

A

R = (Ry). Entdo L(R) é vazia se e somente se L(R,) é vazia, pois elas sdo a mesma linguagem.

2.2 Como testar a Pertinéncia em uma Linguagem Regular

e A prdoxima questdo importante é saber, dado um string w e uma linguagem regular L, se w esta em L. Embora
w seja representado explicitamente, L é representada por um autdmato ou uma expressao regular.

e Sel érepresentado pé um DFA, o algoritmo é simples. Simule o DFA processando o string de simbolos de
entrada w, comecando no estado inicial. Se o DFA terminar em um estado de aceitacdo, a resposta é “sim”;
caso contrdrio, a resposta é “nao”.

e Esse algoritmo é extremamente rapido. Se |w|=n, e se o DFA é representado por uma estrutura de dados
adequada, como uma matriz bidimensional que seja a tabela de transi¢cdes, entdo cada transicdo exigird um
tempo constante, e o teste inteiro levara o tempo O(n).

e Se L tiver qualquer outra representacdo além de um DFA, poderemos converté-la em um DFA e executar o

teste anterior.

2.3 Como testar a Equivaléncia e a Minimizacdo de Automatos

e Em contraste com as questGes anteriores — carater vazio e pertinéncia — cujos os algoritmos eram bastante

simples, a questao de saber se duas descri¢cdes de duas linguagens regulares realmente definem a mesma

linguagem envolve uma consideravel mecanica intelectual.
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e Aqui, uma questdo pertinente, é discutirmos como testar se dois descritores de linguagens regulares sdo
equivalentes, no sentido de que definem a mesma linguagem. Uma consequéncia importante desse teste é
gue existe uma forma para minimizar um DFA.

e Podemos tomar qualquer DFA e encontrar um DFA equivalente que tenha o nimero minimo de estados.
Esse DFA é essencialmente Unico: dados dois DFA’s quaisquer com o nimero minimo de estados que sejam
equivalentes, sempre podemos encontrar uma forma para renomear os estados de modo que os dois DFA’s
se tornem igual.

e Como testar a distincao de estados: dois estados de um DFA sdo distinguiveis se existe um string de entrada

gue leva exatamente um dos dois estados para um estado de aceitacdo. Comec¢ando apenas com o fato de
gue pares consistem em um estado de aceitacdao e um de ndo-aceitacdo sao distinguiveis, e tentando
descobrir pares de estados distinguiveis adicionais encontrando pares cujos sucessores sobre um simbolo de
entrada sdo distinguiveis, podemos descobrir todos os pares de estados distinguiveis.

e Minimizacdo de autdmatos finitos deterministicos: Podemos particionar os estados de qualquer DFA em

grupos de estados mutuamente indistinguiveis. Elementos de dois grupos diferentes sdao sempre
distinguiveis. Se substituirmos cada grupo por um Unico estados, obteremos DFA equivalente que tem
poucos estados quanto qualquer DFA para a mesma linguagem.

e J.E.Hopcroft, “An n Log n algorithm for minimizing the states in a finite automaton”. Academic Press, New

York, pp. 189-196.

Inicio

Figura 5 — Um automato com estados equivalenntes

e Dizemos que os estados p e g sao equivalentes se:
> Para todos os strings de entrada w, 5 (p,w) é um estado de aceitacdo se e somente se 5(q,w) é um

estado de aceitagao.
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e Se dois estados ndo sdo equivalentes, entdo dizemos que eles sdo distinguiveis. Isto é, o estados p é

distinguivel do estado g se existe pelo menos um string e tal que um estados entre g(p,w) e g(q,w) é de

aceitac¢do, e o outro é de ndo-aceitagao.

e Qualquer string de entrada, que leve os estado p e g a estados em que somente um é de aceitacdo é

suficiente para provar que p e g ndo sdo equivalentes.

Bl x Nossa meta é entender quando
cl x| «x dois estados distintos p e q
podem ser substituidos por um

Dfx | x| X Unico estado que se comporte
E X X X como p e g.
FIl x| x| x X
Gl x | x| x x| x
Hl x X | X | X | XX

A B C D E F G

Tabela 3 — Tabela de ndo-equivaléncia de estados

e Para encontrar estados que sejam equivalentes, dedicaremos o melhor de nosso esforco a encontrar pares
de estados que sejam distinguiveis. Talvez seja surpreendente, mas é verdade que, se fizermos o melhor
possivel de acordo com o algoritmo descrito a seguir, qualquer par de estados que considerarmos

distinguiveis serdao equivalentes.

e O algoritmo, a que nos referimos como o algoritmo de preenchimento de tabela, é uma descoberta

recursiva de pares distinguiveis em um DFA A=(Q,,6,qo,F).

Base: Se p é um estado de aceitacdo e g é de ndo aceitacdo, entdo o par {p,q} é distinguivel.
Sejam p e q estados tais que, para algum simbolo de entrada a, r=5(p,a) e s=6(q,a) formam um par
Inducdo:
de estados conhecidos por serem distinguiveis. Entdo, {p,q} € um par de estados distinguiveis.
Se dois estados ndo sdo distinguiveis pelo algoritmo de preenchimento de tabela, entdo os
Teorema 8: estados sdo equivalentes.
Demonstragdo por redugéo ao absurdo (Hopcroft, pags: 168 e 169)

Testando a Equivaléncia de Linguagens Regulares

O algoritmo de preenchimento de tabela nos dd um modo facil de testar se duas linguagens sdo iguais. Parra isso,

faca o seguinte:
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1. Suponha que cada uma das linguagens L e M seja representada de algum modo; por exemplo, uma delas por
uma expressao regular e a outra por um NFA. Converta cada representagdo em um DFA.

2. Agora, imagine um DFA cujos os estados sejam a unido dos estados dos DFA’s correspondentes a L e M.
Tecnicamente, esse DFA tem dois estados iniciais mas, na realidade, o estado inicial é irrelevante no que se
refere & prova de equivaléncia de estados, e assim fazemos de qualquer estado p Unico estado inicial.

3. Agora, teste se os estados inicias dos dois DFA’s originais sdo equivalentes, usando o algoritmo de
preenchimento de tabela.

4. Se estes dois estados iniciais forem equivalentes, entdo L=M e, em caso contrario, entdo LM.

Exemplo: Inicio

o Conclusao: Tendo em vista A e C sao considerados equivalentes por
C X este teste, e esses estados erram os estados iniciais dos
D X dois autdmatos originais, concluimos que esses DFA’s
aceitam a mesma linguagem.
El x X | X
A B C D

Figura 6 — Exemplo de Teste de Equivaléncia

Minimizagdo de DFA’s

Outra consequéncia importante de teste de equivaléncia de estados é que podemos “minimizar” DFA’s. Isto
é, para cada DFA podemos encontrar um DFA equivalente que tem t3o poucos estados quanto qualquer DFA
gue aceita a mesma linguagem. Além disso, com excecdo de nossa habilidade para denominar os estados
com os homes que preferirmos, esse DFA de nimero minimo de estados € Unico para a linguagem. O

algoritmo é dado a seguir:

Primeiro, elimine qualquer estado que ndo possa ser acessado a partir do estado inicial.
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2. Em seguida, particione os estados restantes em blocos, de forma que todos os estados no mesmo bloco

sejam equivalentes, e que nenhum par de estados de blocos diferentes seja equivalente. O teorema 10 a

seguir mostra que sempre podemos fazer tal particao.

B| x B | x
Cl x| x C X
D x | x| x D X
E X | x| X E ] X X | X
FLx | x| x X A B C D
G X Particdo dos estados em blocos
LA XXX XA X equivalentes = ({A,C,D},{B,E})
HI x X | X | X | X ] X
A B C D E F G

Particdo dos estados em blocos
equivalentes = ({A,E},{B,H},{C},{DF}{G})

Tabela 4 — Tabelas parra minimizagdo

A equivaléncia de estados é transitiva. Isto é, se algum DFAA A-(Q,Y,6,q0,F) descobrimos que os p e

T 9 g sdo equivalentes, e também descobrimos que g e r sdo equivalentes, entdo p e r também devem
eorema 9:

ser equivalentes.

Demonstragdo por redugdo ao absurdo

e Podemos utilizar o teorema 9 para justificar o algoritmo ébvio de parcionamento de estados. Para cada
estado g, construa um bloco que consiste em g e em todos os estados que sdo equivalentes a g. Devemos
mostrar que os blocos resultantes formam uma particao, isto €, nenhum estado pertence a dois blocos
distintos.

e A equivaléncia de estados parciona os estados, isto é, dois estados tém o mesmo conjunto de estados

equivalentes (inclusive eles préprios) ou seus estados equivalentes sdo disjuntos.

Se criarmos para cada estado g de um DFA um bloco consistindo em g e em todos os estado

equivalentes a g, entdo os diferentes blocos de estados formaram uma particdao do conjunto de
Teorema 10:

estados. Isto €, cada estado esta exatamente em um bloco. Todos os elementos de um bloco sdo

equivalentes e nenhum par de estados escolhidos de diferentes blocos é equivalente.

L
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e Agora, podemos enunciar de forma sucinta o algoritmo para minimizar um DFA A=(Q,5,6,qo,F).

1.
2.

Utilize o algoritmo de preenchimento de tabela para descobrir os pares de estados equivalentes.
Parcione o conjunto de estado Q em blocos de estados mutuamente equivalentes, pelo método descrito

anteriormente (de acordo com os teoremas 9 e 10).

Construa o DFA nimero minimo de estados equivalentes B utilizando os blocos como seus estados. Seja
v a fungdo de transi¢do de B. Suponha que S seja um conjunto de estados equivalentes de A, e que a seja

um simbolo de entrada. Ent3o, deve existir um bloco T de estados tais que, para todos os estados g em

S, 6(g,a) é um elemento do bloco T. Caso contrario, o simbolo de entrada a tomara dois estados p e q de

S como estados em diferentes blocos, e esses estados serdo distinguiveis pelo teorema 10. Esse fato no
leva a concluir que p e g ndo sao equivalentes, e que eles ndo pertenciam ambos a S. Com consequéncia,

podemos fazer y((S,a)=T. Além disso:

a. O estado inicial de B é o bloco que contém o estado inicial de A.

b. O conjunto de estados de aceita¢do de B é o conjunto de blocos que contém estados de aceitacdo de
A. Note que, se um estado de um bloco for de aceitacao, entdo todos os estados desse bloco terao
de ser de aceitacdo. A razao é que qualquer estado de aceitacdo é distinguivel de qualquer estado de
nado-aceitagao, e assim vocé ndo pode ter ao mesmo tempo estados de aceitacdo e de ndo-aceitagdo

em um bloco de estados equivalentes.

Esquema Resumido de Minimizagdo de DFA

Inicio

8-Autdmatos de Pilha Deterministicos Pagina 15




Automatos e Linguagens Formais @? =

Bl x

Cl x| x

DI x| x| X

E X | X | X

Flx | x|x X

G [0 x| x | x [ix x

HT x X | X | X | x| X

A B C D E F G
A particdo dos estados em bloco equivalentes é ({A,E}, {B,H}, {C}, {D,F}, {G}).

DFA Minimizado

Figura 7 — Exemplo de DFA Minimizado

Por que o DFA Minimizado ndo pode ser Vencido

e Suponha que temos um DFA e o minimizamos para construir um DFA M, usando o método de
parcionamento do teorema 10. Esse teorema mostra que ndo podemos agrupar os estados de A em grupos
menos e ainda ter um DFA equivalente. Contudo, poderia haver outro DFA N, ndo relacionado a A, que
aceitasse a mesma linguagem que A e M e que ainda tivesse menos estados que M? Podemos provar por

contradicdo que N ndo existe.

Se A é um DFA e M é o DFA construido a partir de A pelo algoritmo descrito no enunciado do
Teorema 11:
teorema 10, entdo M tem tdo poucos estados quanto qualquer DFA equivalente a A.

8-Autdmatos de Pilha Deterministicos Pagina 16




Automatos e Linguagens Formais @? =

e Portanto, o DFA de nimero minimo de estado equivalente a A é Unico, exceto por uma possivel mudancga de

nomes dos estados.

Inicio

Figura 8 — Um NFA que ndo poode ser minnimizado por equivaléncia de estados

3 Propriedades de Fechamento das Linguagens Livres de Contexto

e Muitas dessas propriedades de fechamento terdao paralelo com os teoremas vistos para linguagens

regulares. Porém, ha algumas diferencas.

Primeiro Teorema: Uma linguagem livre de contexto é fechada sobre a operacao de substituicido.

e Assim, a substituicdo de cada simbolo nos strings de uma linguagem por uma linguagem inteira é a operacgao
chamada substituicdao. O teorema enunciado acima é fundamental para auxiliar na demonstracdo de
algumas outras propriedades de fechamento para as Linguagens Livres de Contexto.

e Pode ser demonstrado que as Linguagens Livres de Contexto sdo fechadas sob homomorfismos e

homomorfismos inversos. Entretanto, diferentemente das linguagens regulares, as Linguagens Livres de

Contexto ndo sao fechadas sob interseccao ou diferenca (complemento). Contudo, a intersec¢do ou a

diferenga entre uma linguagem Livre de Contexto e uma Linguagem Regular é sempre uma Linguagem Livre

de Contexto.

Seja Y um alfabeto e suponha que, para todo simbolo a em 3, escolhemos uma linguagem L,. Essas

linguagens escolhidas podem estar sobre qualquer alfabeto, ndo necessariamente Y e ndo
Substituicoes:

necessariamente iguais. Essa escolha de linguagens define uma fung¢ao S (uma substituicdo) sobre

>, e iremos nos referir a L, como S(a) para cada simbolo a.

e Sew=a;a;..a,€é&umstringem >*, entdo S(w) é uma linguagem de toso os strings x; X, ... X,, tais que o string
X; estd na linguagem S(a;), para i=1,2,...,,n. Em outras palavras, S(w) é a concatenacdo das linguagens
s(a;)s(an). Podemos estender ainda mais a definigdo de s para aplica-la a linguagens: S(L) é a unido de S(w)

para todos os strings w em L.
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Exemplo: Suponha que S(0)={a"b"|n>1} e S(1)={aa,bb}. Assim, seja w=01. Entdo S(w) é a concatenacio das

linguagens S(0) S(1). Para ser exato, S(w) consiste em todos os strings das formas a"b"aa e a"b™*?, onde n > 1.

Se L é uma linguagem livre de contexto sobre o alfabeto 5 e S é uma substituicdo em Y tal que S(a)
Teorema 01: é uma linguagem livre de contexto para cada a em um, entdo S(L) é uma linguagem livre de

contexto.

e Existem diversas propriedades de fechamento familiares, que estudaremos para linguagens regulares e que
podemos demonstrar para Linguagens livres de Contexto (CFL’s) utilizando o teorema 011. Vamos listar

todas elas em um Unico teorema.

As linguagens livres de contexto sdo fechadas sob as seguintes operagdes:
1. Unido
Teorema 02: 2. Concatenagao
3. Fechamento (*) e Fechamento Positivo (+)
4

Homomorfismo

Prova: Cada uma destas quatro operagdes exige apenas uma configuracdo adequada para a substituicao desejada.
Casa uma dessas provas envolve a substituicdo de linguagens livres de contexto em outras linguagens livres de

contexto, e assim produzem CFL’s pelo teorema 01.

1. Unido: Sejam L; e L, CFL’s. Entdo L; U L, é a linguagem S(L) onde L é a linguagem {1,2} e S é a substituicdo
definida por S(1)=L; e S(2)=L,.
L=L,UL,= {Ll,Lz} ou

L=1U 2 ={1,2} para S(1)=L, e S(2)=L, |

Assim, como a Linguagem L; U L, pode ser gerada pelas substitui¢des S(1)=L; e S(2)=L,, entdo pelo teorema 01 L, U L,

€ uma CFL.

Teorema 03: Se L é uma Linguagem Livre de Contexto, entdo L* também é.

e Aslinguagens livres de contexto ndo sdo fechadas sob a intersecdo. Por outro lado, existe uma afirmacao

mais fraca que podemos fazer a respeito da intersecao.
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Se L é uma Linguagem Livre de Contexto e R é uma linguagem regular entdo LNR é uma linguagem

Teorema 04: .

— livre de contexto.
As afirmativas a seguir sdo verdadeiras a respeito das linguagens livres de contexto L, Ly e L,, e
para uma linguagem regular R.

Teorema 05: 1. L-RELNR éuma linguagem livre de contexto.

2. L ndo é necessariamente uma linguagem livre de contexto (L = S *-L).

3. L;-L, = LN 2 ndo é necessariamente livre de contexto.

Homomorfismo Inverso: Se h é um homomorfismo e L é qualquer linguagem, entdo h™(L) é o conjunto de

strings w tais que h(w)esta em L.

Seja L uma linguagem livre de contexto e h um homomorfismo. Entdo h™(L) é uma linguagem livre

Teorema 06:

de contexto.

Propriedades de Fechamento das Linguagens Livres de Contexto

Vamos considerar agora os tipos de perguntas que podemos responder sobre as linguagens livres de
contexto.
Em analogia com as linguagens regulares, nosso ponto de partida para uma pergunta é sempre alguma

representacdo de uma linguagem livre de contexto: uma gramatica ou um autémato de pilha (PDA).

Vimos que podemos realizar a conversao entre gramaticas e PDA’s, e assim podemos supor que temos uma

ou outra representacao de uma linguagem livre de contexto, usando a que for mais conveniente.

Descobrimos que se pode decidir muito pouco sobre uma linguagem livre de contexto, os testes importantes

gue podemos realizar sdo para verificar se a linguagem é vazia e se um determinado string pertence a

linguagem.

Ha varios tipos de problemas envolvendo as linguagens livres de contexto que sdo indecidiveis, isto é, que
eles tém nenhum algoritmo. Os cinco principais problemas envolvendo linguagens livres de contexto e que
sofrem de indecibilidade sdo:

1. Uma das CFG G que representa a CFL é ambigua?

Uma dada CFL é inerentemente ambigua?

> Todas estas perguntas sobre

A intersecdo de duas CFL’s é vazia? ] o
CFL’s sofrem de indecibilidade!

2
3
4. Duas CFL's sdo iguais?
5

Uma dada CFL é igual a }*, onde 5 é o alfabeto desta linguagem?
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e Normalmente aqui —em comparagdo com as linguagens regulares — embora também existam algoritmos
para quaisquer das conversdes de uma linguagem livre de contexto, as vezes ndo estamos interessados

apenas na possibilidade de fazer uma conversdo, mas no tempo que ela demora.

Complexidade da Conversao entre CFG’s e PDA’s

e Na discussdo a seguir, seja n o comprimento da representacgdo inteira de um PDA ou uma CFG. Varias

conversGes que vimos até agora sao lineares no tamanho da entrada. Essas conversodes sdo:

1. Converter uma CFG em um PDA;

2. Converter um PDA que aceita pelo estado final em um PDA que aceita por pilha vazia;

3. Converter um PDA que aceita por pilha vazia em um PDA que aceita pelo estado final.
- Por outro lado, o tempo de execucado da conversdo de um PDA em uma gramatica é muito mais
complexo.

4. Existe um algoritmo de O(n?) que toma um PDA P cuja representacio tem comprimento n e produz uma
CFG de comprimento no maximo igual a O(n®). Essa CFG gera a mesma linguagem que P aceita por pilha

vazia. Opcionalmente, podemos fazer G gerar a linguagem que P aceita por estado final.

Complexidade de Conversao para a Forma Normal de Chomsky

Considerando que os algoritmos de decisdo podem depender da conversao inicial de uma CFG para a forma Normal
de Chomsky, também devemos examinar o tempo de execuc¢do dos diversos algoritmos que usamos para converter

uma gramatica arbitraria em uma gramatica CNF.

1. Usando-se o algoritmo adequado, a detec¢do dos simbolos alcancdveis e geradores de uma gramatica

podem ser feita no tempo O(n). A eliminacdo dos simbolos inuteis resultantes leva o tempo O(n) e ndo

aumenta o tamanho da gramatica.

2. A construgdo dos pares unitarios e a eliminacdo das producdes unitarias, demora o tempo O(n?), e a

gramdtica resultante tem o comprimento O(n?).

3. A substituicdo de terminais por varidveis em corpos de producées, demora o tempo O(n) e resulta em uma

gramatica cujo comprimento é O(n).

4, O desmembramento dos corpos de producdes de comprimento 3 ou mais em corpos de comprimento 2,

também demora o tempo O(n) em uma gramatica de comprimento O(n).
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e A ma noticia se refere a construgdo, em que eliminamos e-producgdes, essa parte da construgdo levaria o
tempo O(2") e resultaria em uma gramatica cujo comprimento é O(2").

e Desse modo recomendamos, como uma etapa preliminar antes da eliminacdo de €-producdes, o
desmembramento de todos os corpos de produgdes longos em uma sequencia de produgdes com corpo de
comprimento 2.

e A construcdo explicada em aulas anteriores, para eliminar e-producdes, funcionara em corpos de
comprimento no maximo 2, de tal modo que o tempo de execucdo seja O(n) e a gramatica resultante tenha
o comprimento O(n).

e AdUnica etapa n3o-linear é a eliminag3o de producdes unitarias. Como essa etapa é O(n?), concluimos o

seguinte:

“Dada uma gramatica G de comprimento n, podemos encontrar uma gramatica equivalente na Forma Normal de

Chomsky para G no tempo O(n?), a gramatica resultante tem comprimento O(n?).

4.1 Como testar o cardter vazio de linguagens Livres de Contexto

e Javimos o algoritmo para testar se uma Linguagem Livre de Contexto (CFL) L é vazia. Vocé saberia dizer qual

desses algoritmos seria?

“Basta utilizar o algoritmo para decidir se o simbolo de inicio S de uma dada gramética livre de contexto G é gerador,

isto é, se S deriva pelo menos um string. A linguagem L equivalente serd vazia se e somente se S é ndo gerador”.

Relembrando o algoritmo para deteccido de todos os simbolos geradores:

e Seja G=(V,>,P,S) uma gramatica. Parra calcular os simbolos geradores de G, executamos a seguinte indugéo:

Base: todo simbolo de 5 é sem duvida gerador, ele gera a si mesmo.
Inducdo: Suponha que exista uma producdo A = a, e todo simbolo de a ja seja conhecido como gerador. Entdo, A é
gerador. Observe que esta regra inclui o caso em que a=g, todas as variaveis que tem € como corpo de uma

produgdo seguramente sdo geradoras.

Teorema: O algoritmo anterior encontra todos os simbolos geradores de G e somente eles.
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Nota: X é gerador se X = w para algum string de terminais w. observe que o préprio string terminal w é gerador por

zero etapas.

e Uma implementacdo ingénua do teste de simbolos geradores é O(n?).

e Contudo, existe um algoritmo mais cuidadoso que define uma estrutura de dados antecipadamente, a fim de

fazer nossa descoberta de simbolos geradores levar apenas o tempo O(n).

Exemplo:
A > BCD
N Esta gramatica é ou ndo vazia? Pela aplica¢do do algoritmo O(n) proposto por Hopcroft pg: 318-
B—->CD
320, tem-se:
D2>A
Esta é uma linguagem vazia! Entdo vejamos:
S - ABCDE

02 Passo: Gerar conjunto de varidveis distintas = {A,B,C,D,E,S}

12 Passo: E geradora?

A ? Variavel Contador Lista
B ? A 2 BC
{D}
C ? B 1 C
E ? D 0 fim
. S ? E indefinido Indefinido
ﬂ—j s 4 ABCE
Separar todas as varidveis que sdo
geradoras diretamente de um terminal
22 Passo: E geradora?
A ? Variavel Contador Lista
B ? A 1 B
{c}
C Sim B 0 fim
E ? D 0 fim
S ? E indefinido Indefinido
S 3 ABE
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32 Passo: E geradora? |

A | Sim Variavel | Contador Lista | Varidveis que faltam ser processadas = VFSP={E,S}

B Sim A 0 fim Varidveis que ainda ndo sdo geradas = VANG {E,S}

C Sim B 0 fim

D Sim @ 0 fim

E ? D 0 fim Como VFSP = VANG entdo, parar ou encerrar o algoritmo. Os

S ? E indefinido | Indefinido pontos de interrogagdo remanescentes sdo os simbolos ndo
S 1 E i | geradores.

“No final do algoritmo, cada ponto de interrogacdo se transformara em “nao”, pois qualquer varidvel ndo descoberta

pelo algoritmo é de fato ndo geradora”.

(Hopcroft, pg: 318)

4.2 Como testar o Pertinéncia em uma linguagem Livre de Contexto

e Também podemos decidir a pertinéncia de um string w a uma CFL L. Existem varias maneiras ineficientes de
realizar o teste, elas demoram um tempo exponencial em |w|, supondoOse que uma gramatica ou um
autémato de pilha para a linguagem L sejam dados e que seus tamanhos sejam tratados como uma
constante, independente de w.

e Existe uma técnica muito mais eficiente, baseada na ideia de “programacao dinamica”, que vocé também
deve conhecer como “algoritmo de preenchimento de tabela” ou “tabulacdo”. Esse algoritmo, conhecido

como o Algoritmo CYK, comega com uma gramatica CNF G=(V,T,P,S) para uma linguagem L. A entrada para o

algoritmo é um string w=asa,...na em T*. No tempo O(n>), o algoritmo constréi uma tabela que informa se w
estd em L.

e O nome deste algoritmo se deve a trés pessoas, cada uma das quais descobriu independentemente a mesma
ideia essencial: J.Cocke, D.Younger, T.Kasami.

e No algoritmo CYK, construimos uma tabela triangular, como sugere a figura abaixo. O eixo horizontal
coresponde as posi¢Bes do string w=a;a,...an, que supomos aqui ter comprimento 5. A entrada de tabela X; é
o conjunto de varidveis A tais que A = ajai1...a. Observe em particular que estamos interessados em saber

. . 7 . * . 7’ 7
se S pertence ao conjunto X;,, porque isso € o mesmo que dizer que S = w, isto é, w estd em L.
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A tabela construida pelo algoritmo CYK
X1s

X14 X2s

X13 X24 X3s

X12 X23 X34 Xas

X1 X22 X33 Xaa Xss

di dz as s as

e Para preencher a tabela, trabalhamos linha por linha, de baixo para cima. Observe que cada linha
corresponde a um comprimento de substrings, a linha inferior corresponde a strings de comprimento 1, a
segunda linha de baixo para cima corresponde a strings de comprimento 2 e assim por diante, até a linha
superior, que corresponde ao Unico substring de comprimento n, que é o préprio w.

e Aqui estd o algoritmo O(n®) para calcular os valores Xi's:

Base: Calculamos a primeira linha como a seguir. Como o string que se inicia e termina na posicdo i é apenas o
terminal a;, e como a gramatica esta em CNF, a Unica maneira de derivar o string a; é usar uma producao da forma

A—>a;. Desse modo, X; € o conjunto de varidveis A tais que A = a; € uma producéo de G.

Inducdo: Suponha que queremos calcular X;, que estd na linha j-i+1, e que calculamos todos os de X’s nas linhas
inferiores. Ou seja, conhecemos todos os strings mais curtos que ajai.1...a; €, em particular, conhecemos todos os
prefixos e sufixos proprios desse string como j-i > 0 pode ser pressuposto (pois o caso de i=j é a base), sabemos que
gualquer derivacao A = aiais1...a;deve comegar com alguma etapa A->BC. Entdo B deriva algum prefixo de a;ai;...a;,
digamos B = aiais1...Ak, para algum k<j. Alem disso, C deve derivar entdo do restante de a;aj;;...a;, isto é, C =

ak+13ks2---aj. Concluimos que, para A estar em X;;, devemos encontrar varidveis B e C, em um inteiro k, tais que:

i<k<j
B esta em X

C estd em Xy,

R A

A = BC é uma producdo de G

Encontrar tais varidveis A exige a comparacdo de no minimo n pares de conjuntos calculados anteriormente:

(Xii,Xis1,j), (Xii+1,Xis2,)) € @ssim por diante, até (X;;.1,X;).

e ——
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O algoritmo descrito calcula corretamente X;; para todo i e j, desse modo, w estd em L(G) se e
Teorema 7: s
somente se S estd em X11n. Além disso, o tempo de execug¢do do algoritmo CYK é O(n?).

Exemplo: Aqui estdo as producdes de uma gramdatica em CNF G:

S > AB|BC
A BA|a
B> CClb
C- AB|a

Testaremos a pertinéncia do string “baaba” a gramatica aqui presente e que gera a linguagem L(G).

O algoritmo descrito calcula corretamente X;; para todo i e j, desse modo, w estd em L(G) se e
Teorema 7: s
somente se S estd em Xy;n. Além disso, o tempo de execugdo do algoritmo CYK é O(n>).

Exemplo: Aqui estdo as produg¢des de uma gramatica em CNF G:
S AB|BC
A= BA|a
B> CC|b
C> AB|a

Testaremos a pertinéncia do string “baaba” a gramatica aqui presente e que gera a linguagem L(G).

Como S pertence a X35 entdo, o string “baaba” pertence a linguagem L(G)

{S,A,C}

- {S,A,C}

- {B} {8}

{s,A} {B} {s.ct {S,A}

{8} {ACh {A.C} {B} {AC}
b a a b a

Figura 9 — A tabela para o string “baaba” construida pelo algoritmo CYK
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X1s {S,A,C}
X2 Xos - {S,A,C}
- ) )
{s,A} {8} {s.ct {S,A}
a; a, a; a; as b a a b a

S AB|BC

A > BAja Gramatica G na FNC
B> CClb

C- AB|a

Primeira linha (regra Base): “X; é o conjunto de A tais que A = a; € uma producdo de G”.

Os b’s sdo gerados somente pela producdo B=>b

Os a’s sdo gerados somente pelas producdes A>a e C>a

Logo: Xi; = Xas = {B} € X3, = X33 = Xs5 = {A,C}

Segunda linha (comeca a inducdo):

J—
W (&%L&g) Portanto, X1,={B} e Xz,={A,C}. Os corpos s6 podem ser BA ou BC.
ba a

Assim, as Unicas produgdes com estes corpos sao: 9 BA eS% BC.

Conclusdo: X;, = {A,S}

Xa3: (X22,X33) Portanto, X,,={A,C} e X33={A,C}
Corpos = {AA,AC,CA,CC}

Producdes possiveis{: 9 CcC Conclusao: X,; = {B}
Xaa:  (X33,Xa4) Portanto, X33={A,C} e X;,={B}

Corpos = {AB,CB}

Producdes possiveis{:“SmE) AB, 9 AB Conclusdo: Xs, = {S,C}
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Terceira linha:

Xaa 1 (X22,X34), (X23,X44), Portanto, X,={A,C} e X3,={S,C}.
Corpos = X,,X34 = {AS,AC,CS,CC}
Portanto, X,3={B} e X44={B}.

Corpos = X,3X44 = {BB}
Total de corpos = X3Xas U X53X44 = {AS,AC,CS,CC,BB}

Produgdes possiveis.:'_ > CC  Conclusgo: X24={B}

XlS: (X11;X25)/ (X12/X35); (X13;X45) S (X14;X55)

(X12,X25): X11={B} e X25={S,A,C} Logo X1,X,5={BS,BA,BC}
(X12,X35) : X12={S,A} e X35={B} Logo X11X35={SB,AB}
(X13,Xss) X13={0} e X45={S,A} Logo X13X4s={D}

(X1, Xs5) : X1a={@} e X45={A,C} Logo X14Xss={D}

Total de CorpOS = X11 X35 U X12X35 U X13X45 U X14Xs55 = {BS,BA,BC,SB,AB}

Conclusdo: X;5 = {S,A,C}
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Propriedades das Linguagens Regulares

Explorar as propriedades das linguagens regulares nos conduzird a algumas propriedades interessantes:

1. Estabelecer um modo de provar que certas linguagens ndo sao regulares (lema do bombeamento);

2. Estabelecer as chamadas propriedades de fechamento, por exemplo, a interse¢do de duas linguagens

regulares também é regular;

3. Estabelecer as propriedades de decisdo, ou seja, um algoritmo para decidir se dois autdmatos definem a

mesma linguagem. Uma consequéncia de nossa habilidade para resolver essa questao é que podemos
“minimizar autématos”, isto é, encontrar um equivalente a um dado autémato que tenha o minimo de

estados possivel.

O Pumping Lemma para Conjuntos Regulares

Analise Informal: |
ababbaaab v

A b /7 \A

a —
A Qo ) +

b~ b a (bab)! baaab v

ababbabbaaab v

d

u Yy W
"'.

‘I ~, I‘ -
Subcadela “bombeada
(pumped)

Figura 1 — Pumping Lemma para Conjuntos Regulares
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(O Lema de Bombeamento para linguagens regulares). Seja L uma linguagem regular. Entdo, existe
uma constante n (que depende de L) tal que, para todo string w em L tal que |w| > n, podemos
dividir w em trés strings, w = xyz, tais que:
Teorema 1: 1. yze
2. |xy|l<n

3. Paratodo k>0, ostring xykz também esta em L.

Interpretacdo: Sempre poderemos encontrar um string ndo vazio y ndo muito longe do inicio de w que pode ser
“bombardeado”, ou seja, poderemos repetir y qualquer numero de vezes, ou exclui-lo (o caso de k=0), mantendo o

string resultante na linguagem L.

Exemplo 1: Se 1010 € L entdo,
1010, 101010, 101010, etc € L, para L uma linguagem regular.

Prova: (por construgdo)

Hi: suponha que L seja regular, ou seja, L=L(A) parra algum DFA A,;
H,: suponha que A tenha n estados;
Hs: seja w qualquer string de aceitagao de comprimento n ou maior, por exemplo, w=a; a, ... a,,ondemm>ne

cada a; € um simbolo de entrada;

N
Hs: parai=1,2,...,n+1, define-se estado P; como 8(qo,al a ... 3;), onde O é a fungdo de transicdo de A, g é o estado

inicial de A e P; 0 estado em que A se encontra depois de ler os primeiros i simbolos de w. Nesta convencdo observe
que Py = qo.

e Assim, aplicando o principio da casa de Pombo, ndo é possivel que os n+1 diferentes P;; de H, para
i=1,2,...,n+1 sejam distintos, pois sé existem n estados diferentes (ha mais pombos que compartimentos).
Deste modo, pode-se encontrar dois inteiros diferentesi e j, com 1 <i < j < n+1, tais que P; = P;. Agora, pode-

se dividir w = xyz como a seguir:

1. x=a;ay..3j1

2. Y =241 A2 . 9

3. Z=3j41 342 . Anm

e ouseja, x nos leva a P;uma vez; y nos leva de P; de volta a P; (pois P; também é P)) e z é o restante de w.
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e Note que x e z podem ser vazios, mas y ndo pode ser vazio, pois i é estritamente menor que j.
e Agora considere o que acontece se o autébmato A recebe a entrada xykz para qualquer k > 0:
0 Se k=0entdo w = xz é aceita sem repetir nenhum estado;

0 Sek>0entdow = xy*z é aceita repetindo P; k vezes. (c.q.d.)

Teorema de bombeamento para Conjunto Regulares

Lema: Seja G grafo de estados de um AFD M com k estados. Entdo qualquer caminho de comprimento k em G

contém um ciclo.

Corolario: Seja G o grafo de estados de um DFA M com k estados, e seja p um caminho de comprimento maior ou
igual a k. Entdo p pode ser decomposto em subtrajetérias x, y e z (p=xyz), em que o comprimento de xy é menor ou

igual a ke y é um ciclo.

Lema do Bombeamento: Seja L uma linguagem regular aceita por um DFA M com k estados. Seja w uma cadeia em L

com comprimento maior ou igual a k. Entdo w pode ser escrito como xyz, onde:

<k > i i>
Ixy| <k, |yl ow,w_o
~ I

Sew e Le |w| >kentdo, w=xyz, |[wy| <k yzeexyzel

1 2 3] 4

N— g
—

Se uma linguagem é realmente uma linguagem regular entdo, ndo ha outra saida sendo ter que “engolir” o lema do
bombeamento. Isto implica também a todo DFA M tem que “engolir” o mesmo lema!

L={a'b'| i >0}

L = {¢, ab, aabb, aaabbb, ...}

S ——
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Demonstracdo: Assuma, por absurdo, que L é regular. Sendo assim entdo, I deverd ser aceita por algum AFD de k

estados. O teorema de bombeamento, para este caso, toma a seguinte forma:

Sew e Le |w| >kentdo, w=xyz, |wy| <k yzeexyzel

1 2 3] 4

N— g
—

Desta forma, se for encontrado um string w que decomposto de acordo com o teorema de bombeamento ndo
pertencer a L, chegar-se-a a um absurdo — que por exclusao — fica assim demonstrado que L ndo é regular!

1. Escolher o string (deve estar contida em L): w = a*b* (wel e |w]|=2k)

2. Desenvolver algebricamente o string escolhido: w = xyz = a“b* = a'a'a“""b* parai+j<kej>0

Exemplo2:i=2,j=3ek=6(i+j=2+3=5<k=6¢€ej>0)

a°b® = a%a’a’b® = a°b® (ok!)

_ j Kk o 2 _ isjojokeiipk _ ook Sik _ okojpk
Sew= a' al a“"b" entdo, xy“z = a'd’d'a“"b = a'a'a“" a'b“ = a“a'b
X y z a

Logo, xy’z = a“ab® ¢ L e L ndo é regular.

L={z € {a,b}* | |z| seja um quadrado perfeito}

Demonstracao:

Sew e Le |w|>kentdo, w=xyz, |wy| <k yzecexyzel

1 2 3 4
€ um ciclo

—

Teorema do Bombeamento

1. Escolher o String: w = xyz | |w| = k* (quadrado perfeito)

2. Manipular: Se w = xyz entdo |w/| =k’ (pela prépria hipdtese do problema)

9-Fundamentos de Automata e Linguagens Formais Pagina 6




Automatos e Linguagens Formais @? =

Teorema bombeamento: 2 [xy| <kesy#ze=0< |u| <k
Logo,
xy’z < |xyz| + |z| <k®+k

2 2 . 2
Xyz < k+k < @adrado perfeito (k° + 2k + 1/)

— ~—

Exemplo 3: L, = {w =1" | n é primo}. Seja entdo, provar que esta linguagem ndo é regular.

e Sew € L, e |w]|>k+2 entdo vale o lema de bombeamento, ou seja,

w=xyz, |wy| <k yzeexyzel
H_JL(_JH_} N

1 2 3 4
Onde,
k ... nUmero de estados do autébmato que “aceitaria” tal linguagem;
|w]|=p>k+2 ... aqui “p” é um numero primo (tem que haver tal primo p, pois existe uma infinidade deles).
Logo, w = 1P, (a)
Seja |y| =m (b) {lembre-se que y ndo pode ser &}
Entdo, |xz| = [xyz| - |[y| =p-m (c)

Se L, € regular deve valer também o lema do bombeamento, ou seja xy""z também deve pertencer a esta
linguagem. Porém,

[xt""z| = |xz| + (p-m)|y| = (p-m)m(1+m) (d)

Conclusdo: Parece que |xt"™z| ndo é primo, pois tem dois fatores (m+1) e (p-1). Entretanto devemos ainda provar
gue nenhum dos fatores (p-m) ou (1+m) é igual a 1, pois nestes casos teriamos um nimero primo. Entretanto,

i. Para linguagens regulares necessariamente temosy # g eassim |y|=n>1oul+m>2;

ii. p-m > 1 é realmente verdadeiro pois, p > k+2 (foi escolhido assim) e m < k, ou seja, m = |y| < |xy| <k. Assim,

para {p>k+2 no pior caso p = k+2 e m=k, m<k}, ou seja p-m = (k+2)-k ou p-m>1.

S ——
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O Pumping Lemma para Linguagens Livres de Contexto

Seja L uma linguagem livre de contexto. Entdo existe uma constante n (dependente apenas da linguagem L) tal
que, se z €L e length(z) > n, podemos escrever z=uvwxy de modo que:

e length(vx)>1

e length(vwx)<n

e uvwx'yel, paratodoi>0

Corresponde ao bombeamento de duas subcadeias separadas por w.

Como no caso de linguagens regulares, posso usar o Pumping Lemma para mostrar que uma linguagem ndo é
livre de contexto. A ideia é prestar atencdo especial as subcadeias bombeadas v e x, e, assumindo que a

linguagem seja LC, tentar chegar a alguma contradicao.

Exemplo 1:

Prove que L={ai bi ci | i > 1} ndo é livre de contexto.

Suponha que L seja LC. Ent3o, vale o pumping lemma e existe um n correspondente. Sejaz=a"b"c" € L. Como

length(z)=n, entdo posso escrever:

z = uvwxy, com length(vx)>1, length(vwx)<n, e uviwxiy € L

i.  vxndo pode conter a’s e ’s, pois teria que colocar n b’s entre eles (impossivel, pois length (vwx)<n).
ii. vexndo podem ter apenas a’s, pois se assim fosse teriamos uv® wx’y = uwy com n b’s e n ¢’s, mas
menos do que n a’s, ja que alguns destes estariam em vx (pois length(vx)>1). Assim, ndo poderia
k ik k
escrever uwy € Lcomo a“b“c'.
iii.  vxndo pode conter apenas a’s e b’s, pois se assim fosse terfamos uv’ wx’ y = uwy com n c’s, mas
menos do que n a’s ou b’s, ja que alguns destes estariam em vx (pois length(vx)>1). Assim, ndo

poderia escrever uwy e L como a* b* .

Por raciocinio anéalogo a ii), v e x ndo podem ter apenas b’s ou c’s.
Por raciocinio analogo a iii), vx ndo pode conter apenasa’sec’soub’sec’s.
Assim, z=uvwxy € L (por hipdtese), mas v e x ndo podem ser formados por nenhuma combinac¢do de simbolos do

alfabeto da linguagem L: contradi¢dao = L nao é livre de contexto.
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Exemplo 3:

Prove que L={w € a* | length(w) é primo} ndo é livre de contexto.

Suponha que L seja L.C. Entdo, vale o pumping lemma e existe um n correspondente: Seja z = a“e L, comkum

numero primo maior do que n. Como length(z)=k>n, entdo posso escrever:
z = uvwxy, com length(vx)>1, length(vwx)<n, e uv' wx'y € L
Seja m = length(u) + length(w) + length(y). Ent3o, o comprimento de qualquer cadeia z = uv' wx'y é:

length(uwy)+ length(V' X') = length(uwy) + i length(vx) = m +i (k-m)

Em particular, length(uv*"* wx**! y) = m + (k+1)(k-m) = k(k-m+1), que é divisivel por k! Contradi¢3o...

9-Fundamentos de Automata e Linguagens Formais Pagina 9




Automatos e Linguagens Formais @? =

APOSTILA

CT-200 AUTOMATOS FINITOS E LINGUAGENS
FORMAIS

Prof. Dr. Paulo Marcelo Tasinaffo

Automata de pilhae LLCs
O lema do bombeamento para LLCs




Automatos e Linguagens Formais @? =

indice

[aYagoTe [N orTo R 1V F= Yo [0 1T 0 F= o [T U o VgV 3

F N o TTot (ol 11y e ol XS PP 4
Uma Notagdo para @ MAGQUING 0B TUINE ....eeeiuiiieiiiieeeeieeeectiee e et eeeeeite e e eetaeeeeetbeeeeetteeeeeaseeaesabeseeassaeeeassasaeataseeassaeeasseaeansseas seaennns 4
DescrigOes Instantaneas para MAQUINGS 0 TUIING......eieuiiiiierieeiieeriee ettt et et et sat e st e e s bt e e bt e s bt e s bt e sabee s bt e saseesaressneeenneesnees 6
Notas Adicionais sobre os Diagramas de Transi¢cdo para Maquinas de TUIMNE .....ccccciieiiiieeceiiie e cee et e e e re e e eeara e e e nneas 8
Convencdes de Notagdo para MAQUING A& TUFING .....ueeieciii e ettt ettt ettt e e ettt e e eetaeeesabeeeeeabaeeeeasaeaestaeeeaasaeseensaseeetaeeeesseeeansees 8

A Linguagem de Uma MAgUING 08 TUFINE .c..utirieiiiietieeiee ettt e sttt et e et e sbee st e e sabeeeaeeesateesbee e baeesbeesabeeeaseesabeesseeessseenseesas sneenas 9
MaAQUINas de TUMING € SUA Parada.......cccccuiiiieiiee et e ettt e e st e e ettt e e e te e e s et e e e e ateee s asaeeesnsaeeeassaeeeansseeesnsaneaassseeeas sennsseennsees 9

[T a YU T= =T T 20T ol YAV E PPN 10
Técnicas de Programagao para MAQUINGS € TUING ....cceuieiieiiiieiieeree ettt ettt e et e st e st e e sat e e st e e bt e e sbtessbeesbeesabeesabeesaneesareenaneens 13
Maquinas de Turing com m dados No controle FiNito € N trilNas........cc.evioeiiii i e e e e e 14
ExtensGes para @ Maquina de TUFING BASICA ......cccicuiieieiiiieeiieeeeiiee e ettt e eeteeeesteeeeetaeeeeasaaeesataeaeessseseessaeessseseenstesesassaeessnseeans 17
RestricGes para a Maquina de TUMING BASICA ......cccoiuiieeiiiie ettt e eett e ee ittt e e eteeeeeetbeeeeaaeeesetseaeeasseseeassseesasseseeastaseeasssessansenasansen 20
RESUMO SODIE MAQUINGS 0B TUINE .ecuueiiiiieiieeiee ettt ettt sttt e b e et e bt e et e st e s bt e sabeesabe e be e e bt e sabeesabeesabeesabeesnbeesn sabeeeneenares 23
ExtensGes para @ MAaquina de TUFING BASICA ......ceiicuiieieiiiieciiieeeiiee e et e e sttee e et eeeetaeeseasteeesataeeeansseeeensseessnsseesesseeesnnsaeessnsenenn 23
RestricGes para Maquina de TUFING BASICA ...cccuueeiiiiieieiiie e ecitee e ettt e e ettt e e e ettt e e e e taeeeeaaaeeesbaeeeesbeeeessseesasseaeeastesesassaeeeanreaann 24

Figuras
FIUra 1 — Uma MaAGUING 08 TUINE..ceitiieieeitieetee sttt ettt sttt et e st e st e esabe e s bt e sae e e sae e e bt e e beeebee st eeeaseesabeeeaseesabeesates seenseesabeeeneenares 4
[T U I A V= To U LT = I [T IV =SSR 7
Figura 3 — Maquina de Turing para CalCular @ fUNGED =......eii ettt e ettt e ettt e e e ettt e e e et e e e eetaeeeeaeeeeebbeeeenseeeenneeas 12
FIZUIA 4 — A SUD-ROTING “COPY " .. ttiieeeiiieeeitee sttt e ettt e e et e e e et e e e eetteeeeaaaee e tbeaeeastasesassaaeaassasaaassssseasssaeesassseaanssasesnsss ansaeesstessansteeennnes 16
Figura 5 — Implementacdo da MT para fuNga0o MUILIPIICACE0......cccuii ittt et e ettt e e e eate e e et e e e e eab e e e e naae e eeaneeas 16
Figura 6 —Uma Maquina de TUNNEG d@ VArIAs FItas .......cooueiiiiiiieiiee ettt sttt sttt st e st be e e st e e be e e st e sabeesareesaneas 18
Figura 7 — Uma Maquina COM tr&S PIlNAs .....ccociiiiieiii ettt e ettt e e e e s bt e e e e tb e e e e asaeessbeeeasstaeesaasaeeesnsaeaeansee nbraeennes 21
Tabelas
Tabela 1 — Tabela da FUNGEO TraNSICEO G ...oiciuiiiieiiii ettt ettt e e et e e e ettt e e e ebeeeeebeeeeeataeeeebaeeeeatseseassaeessseaaesbeseeassaaes saeeassenann 7

Tabela 2 — Linguagens Formais @ Modelos COMPULACIONAIS .....cccviieiiiieriiiiieceiieeceiteeesiee e este e e steeestaeeesaeeesssaeeessseeesnseessnseesans 25




Automatos e Linguagens Formais @? =

Introdugdo as Maquinas de Turing

e Agora, comecaremos a examinar a questao de quais linguagens podem ser definidas por qualquer
dispositivo computacional. Essa questdo é equivalente a pergunta o que os computadores podem fazer.

e Existem problemas especificos que ndo podemos resolver usando um computador. Esses problemas sdo
chamados indecidiveis.

e A maquina de Turing é reconhecida ha muito tempo como um modelo preciso daquilo que qualquer
dispositivo fisico de computacdo é capaz de fazer. Assim, é possivel utilizarmos a maquina de Turing para
desenvolver uma teoria de problemas “indecidiveis”, isto é, problemas que nenhum computador pode
resolver.

e Pode ser demonstrados que varios problemas faceis de expressar sao de fato indecidiveis. Um exemplo é
determinar se uma dada gramatica é ambigua, mas existem outros.

e Precisamos construir nossa teoria da indecibilidade a partir de um modelo muito simples de computador,
chamado maquina de Turing. Esse dispositivo é essencialmente um autémato finito que tem uma unica fita,

na qual ele pode ler e gravar dados.

e A maquina de Turing é suficientemente simples para que possamos representar sua configura¢do de forma
exata, usando uma notac¢do simples muito semelhante as Descri¢gdes Instantaneas de um Autémato de Pilha
PDA.

e Utilizando a notagdo da maquina de Turing, pode-se demonstrar que sdo indecidiveis certos problemas que
parecem ndo estar relacionados a programacdo. Por exemplo, que o “Problema de Post” uma questdo
simples envolvendo duas listas de strings, é indecidivel, e esse problema facilita a demonstracdo de que
questdes sobre gramaticas, como a ambiguidade, sdo indecidiveis.

e O propdsito da teoria de problemas indecidiveis ndo é apenas estabelecer a existéncia de tais problemas,
mas fornecer orientacdo aos programadores sobre o que eles poderiam ou n3o ser capazes de realizar
através da programacao.

e Estateoria também tem grande impacto pragmatico quando se discute problemas que, embora decidiveis,
exigem grandes periodos de tempo para sua resolucdo. Esses problemas, chamados “problemas intrataveis”,

tendem a apresentar maior dificuldade para o programador e o projetista de sistemas do que os problemas

indecidiveis.
Capitulo 8 Livro do Hopcroft |
Maquinas de Turing
Capitulo 9 Capitulo 10
Problemas Indecidiveis Problemas Intrataveis
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Aspectos Historicos

e Navirada do século XX, o matematico D.Hilbert indagou se era possivel encontrar um algoritmo para
determinar a verdade ou a falsidade de qualquer proposicdo matematica, se existia um modo de descobrir
se qualquer féormula no célculo de predicados de primeira ordem, aplicada a inteiros, era verdadeira.

e Entretanto, em 1931, K.Godel publicou seu famoso teorema da incompletude. Ele construiu uma formula no
calculo de predicados aplicado a inteiros que afirmava que a prépria férmula nunca poderia ser provada nem
contestada dentro do calculo de predicados.

e Em 11936, A.M.Turing prop6s a maquina de Turing como um modelo de qualquer computacao possivel.

e A hipdtese improvavel de que qualquer modo geral de computagdo nos permitira calcular apenas as fungdes

parcialmente recursivas é conhecido como hipétese de Church ou tese de Church-Turing.

Uma Notagdo para a Maquina de Turing
e A Maquina de Turing (MT) consiste em um controle finito, que pode se encontrar em qualquer estado de um
conjunto finito de estados. Existe uma fita dividida em quadrado ou células, cada célula pode conter

qualguer simbolo de um numero finito de simbolos.

Controle
Finito

B B X1 X5 Xi Xn B B

Figura 1 — Uma Mdaquina de Turing

1. Inicialmente, a entrada — um string de comprimento finito de simbolos escolhidos a partir do alfabeto de
entrada — é colocado na fita.

2. O branco é um simbolo de fita, mas ndo um simbolo de entrada, e também pode haver outros simbolos de
fita além dos simbolos de entrada e do branco.

3. Ha uma cadeia da fita que fica sempre posicionada em uma das células da fita, Diz-se que a maquina de
Turing esta varrendo essa célula. Inicialmente, a cabeca da fita encontra-se na célula mais a esquerda que

contém a entrada.
4. Um movimento da maquina de Turing é uma fun¢do do estado de controle finito e dos simbolo de fita

varrido. Em um movimento, a maquina de Turing:

e ——
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a. Mudara de Estados. O proximo estado podera ser opcionalmente igual ao estado atual;

b. Gravarda um simbolo de fita na célula varrida. Esse simbolo de fita substituira qualquer simbolo que

estava nessa célula. Opcionalmente, o simbolo podera ser igual ao simbolo que ocupa a célula no

momento;

c¢. Movimentard a cabeca da fita para a esquerda ou para a direita. Em nosso formalismo exige-se um

movimento, e ndo permitindo que a cabeca permaneca estacionaria.

e A notacdo formal que se utilize para uma Maquina de Turring (TM — Turing Machine) é semelhante ao que
emprega para automatos finitos ou autématos de pilha. Assim, descreve-se uma TM pela tupla de sete

valores:

M=(QIZI rIqOIBI F)J

Cujos componentes tém os seguintes significados:

Q: O conjunto finito de estados do controle finito.
)3 O conjunto finito de simbolos de entrada.

r: O conjunto completo de simbolos de entrada.
[ A funcdo de transicdo.

Os argumentos §(g,x) sdo um estado q e um simbolo de fita X. O valor de 6(q,X), se ele for definido, é uma tripla
(p,Y,D), onde:
1. Pé préximo estadoem Q
2. Y é osimbolo, emT, gravado na célula que esta sendo varrida, que substitui o simbolo que estava na célula.
3. D é uma direcdo ou sentido, seja L (esquerda) ou R (direita), para indicar respectivamente “esquerda” ou

“direita”, informando-nos o sentido em que a cabeca se move.

do: O estado inicial, um elemento de Q, em que o controle finito se encontra inicialmente.

B: O simbolo branco. Esse simbolo estd em T, isto é, ndo é um simbolo de entrada. O branco aparece
inicialmente em todas as células da fita, exceto no nimero finito de células iniciais que contém os simbolos
de entrada.

F: O conjunto de estados finais ou estados de aceitacdo, um subconjunto de Q.
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Descricdes Instantaneas para Maquinas de Turing

e Para descrever formalmente o que uma maquina de Turing faz, precisamos desenvolver uma notacdo para

configuragdes ou descricdes instantdneas (ID’s — instantaneous description), semelhante a notagdo que

desenvolvemos para autématos de pilha.
e Assim, além de representar a fita na descricdo instantanea, devemos representar o controle finito e a

posicdo da cabeca da fita. Para isso, incorporamos o estado a fita e o colocamos imediatamente a esquerda

da célula varrida. Desse modo, usaremos o string X;X;...Xi.1XiX;1...Xn para representar uma descricao

instantanea (ID) na qual:

1. Qé oestado da maquina de Turing
2. A cabega da fita estad varrendo o i-ésimo simbolo a partir da esquerda.

3. XiX... X, é a parte da fita entre ndo-branco mais a esquerda e o ndo-branco mais a direita.

Descreveremos movimentos de uma maquina de Turing M=(Q,},l,q,,B,F) pela notagdo k. Quando a TM M for
submetida, usaremos apenas  para refletir movimentos. Como sempre, Iy ou simplesmente F sera usado para

indicar zero, um ou mais movimentos da TM M.

e Suponha que 8(qg,X;) = (p,Y,L), isto é, o proximo movimento é para a esquerda. Entdo,

X1X2...Xi_1X]X i+1...xn v X1X2...Xi_szi_lYXi+1...Xn

Observe que este movimento reflete a mudancga para o estado p e o fato de que a cabega da fita fica posicionada agora na célula

i-1. Ha duas exce¢bes importantes:

1. Sei=1, entdo M se move para o branco a esquerda de X;. Nesse caso,

qX1Xae. X - PBYX;.. X,

2. Sei=n e Y=B, entdo o simbolo B gravado sobre X, se junta a sequéncia infinita de brancos finais e ndo aparece na
proxima ID. Desse modo,

X1X2... X510, W X1Xz.. Xn2PXn 1

e Aqui, o movimento reflete o fato de que a sua cabega se moveu para a célula i+1. Mais umma vez, ha duas

excegdes importantes:
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modo,

X1 Xo.. X 1GXo - PXy.. Xo

aparece na préxima ID. Desse modo,

qX1Xae. X - PXy...Xo

Exemplo 1: Projete uma Maquina de Turing (TM) para reconhecer a

A especificacdo formal da (TM) é:

F

Q /7,\7\
’ BI {Q4})

] Q 2 I
™ = ({QO, d1, A2

» A3, Q4}, {011}1 ,{0111 IYIBPI 6

Onde & é dado pela seguinte tabela,

Estado 0 1 X Y B
do |{(a1,X.R) - . (as,Y,R) .
a1 ((1,0R) | (92,0,L) - (a1, Y,R) '
g2 |[(a2,0,L) - (90,X,R) | (az,Y,L) '
ds . ' ' (93,Y,R) |(q4,B,R)
G4 - . . . -
Tabela 1 - Tabela da Funcao Transigdo 6
Y
0/0>

Y/Y&
0/0<

Inicio

Figura 2 — Maquina de Turing

Se i=n, entdo a (i+1)-enésima célula contém um branco, e essa célula ndo faz parte da ID anterior. Desse

Se i=n e Y=B, entdo o simbolo B gravado sobre X; se junta a sequéncia infinita de brancos inicias e ndao

linguagem L={0"1"|n>1}.

Um exemplo de computagdo de aceitagao

Um exemplo de computacio de ndo-aceitagao
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000011 + Xq:011 + X0q:11 F Xg,0Y1 -
000010 F Xg,010  X00:10 + Xg,YOY -
QXO0Y1 - Xqo0Y1 - XXgiY1 - XXYo:1 -
0:X0Y0 F Xqo0YO + XXa.YO - XXYq.0 +
XXAYY + XQuXYY - XXqoYY - XXYqsY -
XXY0q:B
XXYYqsB + XXYYq,B

Notas Adicionais sobre os Diagramas de Transi¢cdo para Mdaquinas de Turing

e Um arco do estado g até o estado p é rotulado por um ou mais itens da forma X/YD, onde X e Y sdo simbolos
de fita, e D é um sentido, L ou R. Ou seja, sempre que 6(q,X)=(p1,Y1,D), encontraremos o rétulo X/YD no arco
de g para qg.

e No entanto, em nossos diagramas, o sentido D é representado por indicando € “esquerda” e - “direita”.

e Como ocorre em outros tipos de diagramas de transicao, representamos o estado inicial pela palavra “Inicio”
e uma seta que entra nesse estado.

e Os estados de aceitagdo sdo indicados por circulos duplos.

e Desse modo, a Unica informacdo sobre a TM que ndo pode ser encontrada diretamente no diagrama é o
simbolo usado para o branco. Devemos supor que o simbolo é B, a menos que haja alguma indicacdo em

contrario.

Convengoes de Notagdo para Mdquina de Turing

e Ossimbolos que utilizamos normalmente parra mdquinas de Turing se assemelham aos de outros tipos de

autdmatos que vimos.

1. Letras maiusculas no inicio do alfabeto representam simbolos de entrada.

2. Letras maiusculas, em geral perto do fim do alfabeto, sdao usadas como simbolos de fita que podem ou
nao ser simbolos de entrada. Porém, B é geralmente usado para representar o simbolo branco.

3. Letras minusculas perto do fim do alfabeto sdo strings de simbolos de entrada.

4. Letras gregas sao strings de simbolos de fita.

5. Letras como g, p e letras vizinhas sdo estados.

e ——
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A Linguagem de uma Mdquina de Turing

e Sugerimos intuitivamente como uma maquina de Turing aceita uma linguagem. O string de entrada é
colocado na fita, e a cabeca da fita comeca no simbolo de entrada mais a esquerda. Se a TM entrar
eventualmente em um estado de aceita¢do, a entrada sera aceita e, caso contrario, ndo.

e De modo mais formal, seja M+(Q,},l,q0,B,F) uma maquina de Turing. Entdo, L(M) é o conjunto de strings w
em >* tais que qo W F apf para algum estado p em F e quaisquer strings de fita o e B.

e O conjunto de linguagens que podemos aceitar usando uma maquina de Turing é chamado com frequéncia

de linguagens recursivamente enumeraveis ou linguagens RE.

Maquinas de Turing e Sua Parada

“Existe outra no¢do de aceitacdo usada comumente para maquinas de Turing: a aceitacdo por parada. Dizemos que

uma TM para se ela entra em um estado q, varrendo um simbolo de fita X e ndo existe mais nenhum movimento

nessa situagao, isto &, 6(qg,X) é indefinido”.

e Sempre podemos supor que uma TM ira parar se ela aceitar. Isto é, sem mudar a linguagem aceita, podemos

tornar 6(q,X) indefinido sempre que q for estado de aceitagdo. Em geral, afirmamos que:

“Supomos que uma TM sempre para quando se encontra em um estado de aceitacdo”.

e Aslinguagens que possuem maquinas de Turing que eventualmente param, independente de aceitagdo ou
nao, sdao chamadas recursivas, e consideraremos suas importantes propriedades mais tarde.

e As maquinas de Turing que sempre param, independente de aceitarem ou ndo, sdo um bom modelo de um

algoritmo.

“Se existir um algoritmo para resolver dado problema, diremos que o problema é decidivel, e assim as TM’s

gue sempre param desempenham um papel importante na teoria da decibilidade”.

e Assim, podemos refinar a estrutura das linguagens recursivamente enumeraveis (RE) (aquelas que aceita por

TMs) em duas classes.
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Corresponde ao que comumente imaginamos ser um algoritmo, tem uma TM que ndo apenas
reconhece a linguagem, mas nos diz quando decide que o string de entrada ndo pertence a

A primeira classe:
linguagem. Tal maquina de Turing sempre para independentemente do fato de alcangar ou nao

um estado de aceitacdo.

Consiste nas linguagens RE que ndo sdo aceitas por nenhuma madquina de Turing com a

garantia de parada. Essas linguagens sdo aceitas de uma forma inconveniente: Se a entrrada
A segunda classe: estiver na linguagem, eventualmente saberemos disso mas, se a entrada nao estiver na

linguagem entdo a maquina de Turing podera continuar funcionando para sempre e nunca

teremos certeza de que a entrada ndo sera aceita mais tarde.

Linguagens Recursivas

Dizemos que uma linguagem L é recursiva se L=L(m) para alguma maquina de Turing M tal que:
1. SewestdemlL, entdo M aceita (e portanto para).

2. Se w ndo estd em L, entdo M para eventualmente, embora nunca entre em um estado de aceitacao.

e Uma TM desse tipo corresponde a nossa noc¢do informal de um algoritmo, uma sequencia bem definida de
etapas que sempre termina e produz uma resposta.
e Imaginamos a linguagem K como um problema, como ocorrerd com frequéncia e entdo o problema L serd

chamado decidivel se for c_recursiva e serd chamado indecidivel se ndo for uma linguagem recursiva.

N3o RE 3. Ly

RE, mas ndo recursivas

Ly = A linguagem da diagramacao
Recursivas

L, = A linguagem universal

1. Aslinguagens recursivas
2. Aslinguagens que sao recursivamente enumeraveis, mas ndo-recursivas.

3. Aslinguagens ndo-recursivamente enumeraveis (nao RE).
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Exemplo 2:
Embora exista hoje em dia consideremos mais conveniente pensar em maquinas de Turing como
reconhecedores de linguagens ou, de modo equivalente, solucionadores de problemas, a visao

original de Turing sobre a maquina era de um computador de fungdes sobre inteiros.
Assim, apresentamos aqui uma Maquina de Turing para calcular a fung3o 5 chamada menus ou

subtracdo propria e definida por m - n = Max (m-n,0). Isto ¢, m - n é m-n se m>n e 0 se m<n.

e Uma TM que executa essa operacgao é especificada por

Mz({qu A1, - QG}/ {oll}l {OI]‘IB}I 61 QO/B)

e Observe que, como essa TM nao é usada para aceitar entradas, omitiremos o sétimo componente, o

conjunto de estados de aceitacdo.
e M comecara com uma fita que consiste em 0™10" cercada por brancos. M ird parar com 0™ " em sua fita,

cercado por brancos.

A fita inicial (m=4 e n=2)

Terminard em,

A fita inicial (m=2 e n=4)

Terminara em,

e ——
10-Introdugéo as Maquinas de Turing Pagina 11




Automatos e Linguagens Formais @? =

0/0R 1/
0/BR ,‘iiiii} 1R ( % > /1L ‘IIHI'[:ﬁZ?t

Inicio >

B/BL
A4 ) 4
0/BR o/oL
1/BR 1/BL

Figura 3 — Maquina de Turing para calcular a fungdo -

00010 + Bqg;010 + BOg;10 +~ B01qg,0 + BOg311 + Bgs011 + 3B011 + o011 + Bg;11 +~ Blg,1 + B1llqg.,B +
1941 + q41B + q4BB + 0qge¢B

do
.|B B oo |1 |o |B |B |. .. |B|Blo[B|B |B

Inicio Término

90,0100 + Bg;100 + B1g,00 + Bg;110 - gsB110 + Bgo110 + BBgs10 - BBBgsO - BBBBgsB — BBBBBq,B

Jo

.|B (B |0 |1 (0O (O |B |B |.. .. |B | B|B |B B |B

Inicio Término
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Técnicas de Programagdo para Mdaquinas de Turing

1. Nossa meta é Ihe dar uma ideia de como uma maquina de Turing pode ser utilizada para calcular de maneira
similar a um computador convencional.

2. Depois, queremos convencé-lo de que uma TM é exatamente tdo poderosa quanto um computador
convencional.

3. Essa habilidade “introspectiva” das mdquinas de Turing e dos programas de computador é o que nos permite
provar que existem problemas indecidiveis.

4. Paratornar mais clara a capacidade de uma TM, apresentaremos varios exemplos de como poderiamos
imaginar a fita e o controle finito da maquina de Turing.

5. Nenhum desses artificios estende o modelo basico da TM, eles sdo apenas conveniéncias da notacgao.

Exemplo 3:

Projetar uma mdquina de Turing para representar a linguagem regular 01*+10*.

Nota: Podemos utilizar o controle finito ndo sé para representar uma posicao no “programa” da maquina de Turring,

mas para conter uma quantidade finita de dados.

B B X1 X5 Xi Xn B B

e Neste caso, o controle finito consiste ndo apenas em um estado de controle g, mas em trés elemeentos de
dados A, B, e C. Assim, devemos agora pensar no estado como um tupla. Para o exemplo acimma devemos

pensar no estado como [q, A, B, C].

M=(Q, {0,1}, {0,1,B}. 6, [qo,B], {[a1,B]})
Q é{qo,a:} x{0,1,B}

A fungdo de transicdo 6 de M é: 6([90,B],a) = ([g1,a],a,R) para a=0 ou a=1
6([g1,a],a-) = ([g1,a],a,R) para a o complemento de a

8([q1,a],B) = ([q1,B],B,R) para a=0 ou a=1
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/1> Conjunto de Estados Q é:
{do,a1} x{0,1,B}
g A=[0,1,B]
A
8 | Ix [ | [8 |

Simbolos
Estados
0 1 B
9[qOIB] ([qllO]IOlR) ([qlll]lllR) '
[q1I0] 7 ([qllo]lllR) ([qllB]IBIR)
[9,1] | ([91,1),0,R) - ([a1,B],B,R)
*[q4,B] - - -

1. [00,B]0111 F 0[qy,0]111 + 01[q;,0]11 + 011[q,0]1 - 0111[q;,0]B8 +Q111B[q. BB

Para num estado de “Aceitagdo”

2. [qo0,B]1000 + 1[q,,1]000 + 10[qg;,1]00 + 100[q;,1]0 + 1000([q;,1]B +1000B[q;,B]B

Para num estado de “Aceitagdo”

3. [q0,B]01011 + 0[q;,00]101 < 01[q;,0]01

Para num estado de “ndo-aceitagdo”

Madquinas de Turing com m dados no controle Finito e n trilhas

estado[ g
Armazenamento |A; | ‘Ai | A,
X1 Trilha 1
X2 Trilha 2
Xn Trilhan
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e (Cada trilha pode conter um simbolo, e o alfabeto da fita da TM consiste em tuplas, com um componente
para cada trilha.

e Com atécnica de armazenamento no controle finito, o uso de varias trilhas ndo amplia o que a maquina de
Turing pode fazer. E simplesmente um modo de visualizar os simbolos de fita e imaginar que eles t&ém uma

estrutura util. Assim, seja a TM M, entdo:

8: 8([qi1A’1I"'IA'm]I [XII/X’ZI'"IX’n]) = ([qle"llA”Zl"-/ A”n]/ [X”].IX”ZI"'IX”n]ID) para D={LIR

No estado g;, Se M estiver com os simbolos A’;, A’,,..., A’,, armazenamos no controle finito e os simbolos X'1,X’5,...,.X",
armazenamos nas n trilhas entdo, va para o estado g, altere A’y, A’,,..., A’y por A"y, A”,,..., A’ nps dados do controle
finito e altere X', X’,,...,X",, por X",X”,...,X",, respectivamente, nas n trilhas. Obviamente poder-se-a ter A’=A"; ou

X'=X";jparaalgumi, 1<i<n,ouparaalgumj,1<j<n.

Exemplo 4: Projetaremos uma TM implementar a fun¢do multiplicacdo. Ou seja, nossa TM comecara com 0™10"1 em

sua fita e concluira com 0" na fita.

Nota: Como ocorre com os programas em geral, é de grande ajuda pensar em maquinas de Turing como maquinas

construidas a partir de uma colecdo de componentes que interagem ou “sub-rotinas”.

e ——
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1/1>
Q/0~>

Inicio 1/1<
0/0€

X/0
Figura 4 — A Sub-Rotina “Copy””
0/0L
In|C|o B/BR 6
0/BR

0/0L

; Copy \;

O/OR ---------------------------- ’
B/BR
1/BR 1/BR

\_

0/BR

Figura 5 — Implementagao da MT para fung¢do multiplicagao
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01X0¢310 + 01Xqs3010 + 01g3X010 + 01Xqg,010 = 01XXg,10 = 01XX1g,0 = 01XX10qg,B +
01XX1g300 + 01XXg3100 + 01Xg3100 + 01XXg;100 - 01XguX100 + 01g,X0100 + 0,100100 +

} 101gs0010 - 00,100100 + 950100100 + gyB0100100 + Bg,0100100 + 100100 qu100100} -

1X0109g500 F 1X0145000 + 1X0g3;1000 - 1Xg301000 + 1g5X01000 + 1Xg,01000 +
1XXq,1000 - 1XX1000¢,B + 1XX100g3;00 F 1Xq3X10000 F 1XXq,10000 ~

0810010000 + ¢1,10010000 + Bq;,0010000 + BBq;,;010000 + BBB(;10000
BBBB,0000BBB
e i el

=3
>
o]
N
>
[SN
o
o
o
o
e
(SR
e
N
=
o
=
o
o
o
o
qh
0
sy
[N
o
o
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o
o
o
o
aF
[N
Lo)
Ul
o
o
=
o
=
o
o
e
©
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o
o
=
o
o
o
o
=

Para — ndo necessariamente num estado de aceitacdo — mas, mais do que isto, computa a multiplicacdo 2x2=4!

_________

! , Entra em Copy

~ saideCopy

A estratégia é a seguinte:

Inicio: ~ls|B|olofofl1|lo|o|1]|B]|B].
Comlonl 001001 l
(Zm'llo“m” 0100100
( m-210"10"0" 10010000 .|B|B|O|O|Oo|lo|Oo|O|O|B|B].
10"10™" 100100 00 00

Co (m@@

Extensoes para a Maquina de Turing Basica

1. Magquinas de Turing de Varias Fitas

e A maquina de Turing de vdrias fitas, é importante porque é muito facil observar como uma (MT) de varias
fitas pode simular computadores reais (ou outros tipos de maquinas de Turing), em comparag¢do com o

modelo de fita Unica.
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e Ainda assim, as fitas extras ndoacrescentam nenhum poder ao modelo, pelo menos no que se refere a

capacidade para aceitar linguagens.

Figura 6 — Uma Maquina de Turing de Varias Fitas

e Uma Mdquina de Turing de Varias Fitas é formada por: um controle finito (estado) e algum nimero finito de
fitas. O conjunto de simbolos de fita inclui um branco e tem um subconjunto dos chamados simbolos de
entrada, dos quais o branco nao faz parte. O conjunto de estados inclui um estado inicial e alguns estados de
aceitagao.

e Inicialmente, uma (MT) com varias fitas possui a seguinte configuragao:

A entrada, uma sequencia finita de simbolos de entrada, é colocada na primeira fita;
Todas as outras células de todas as fitas contém brancos;
O controle finito esta no estado inicial;

A cabeca da fita primeira esta na extremidade esquerda da entrada;

LA N

Todas as outras cabecas de fitas estdo em alguma célula arbitraria. Como fitas diferentes da primeira
estdo completamente em branco, ndo importa onde a cabeca esta posicionada inicialmente, todas as

células dessas fitas tém a mesma “aparéncia”.

e Em um movimento, a (MT) de varias fitas faz o seguinte:

1. O controle entre um novo estado, que pode ser igual ao estado anterior;

2. Em cada fita, um novo simbolo de fita é escrito na célula varrida. Quaisquer desses simbolos podem ser
iguais ao simbolo que anteriormente estava I3;

3. Casa uma das cabecas de fita faz um movimento, que pode ser para a esquerda, para a direita ou
estacionario. As cabecas se movem independentemente, assim, cabecas diferentes podem se movimentar

em direc¢des diferentes, e algumas podem nao se movimentar de forma alguma. As dire¢des sdo indicadas

e ——
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agora por uma escolha de L, R ou S. No caso de maquina de uma fita, ndo permitimos que a cabeca ficasse

estacionaria, e assim a op¢do S ndo estava presente.

e As maquinas de Turing de varias fitas, como as MT’s de uma fita, aceitam pela entrada em um estado de

aceitagao.

Toda linguagem aceita por uma (MT) de varias fitas é recursivamente enumeravel.
Teorema 1:
(Hopcroft, pg: 362)

e O tempo de execucdo da (MT) M sobre a entrada w, é o nimero de etapas que M faz antes de parar. Se

M ndo parar em w, entdo o tempo de execucdo de M sobre w serd infinito. A complexidade em tempo

da (MT)M é a fungdo T(n) que representa o valor maximo, para todas as entradas w com comprimento n,
do tempo de execucdo de M sobre w. No caso de maquinas de Turing que ndo param em todas as
entradas, T(n) pode ser infinito para alguns valores de n ou mesmo para todos eles.

e De fato, a (MT) de uma fita construida pode ter um tempo de execu¢do muito maior que a (MT) de varias
fitas.

e A (MT) de uma fita demora um tempo ndao maior que o quadrado do tempo tomado pela (MT) de vdrias

fitas.

O tempo tomado pela (MT) de uma fita para simular n movimentos da (MT) de k fitas —

Teorema 2: mencionado no teorema 1 —é O(n?)
(Hopcroft, pg: 364)
2. Magquinas de Turing nao-deterministicas

e Uma maquina de Turing ndo-deterministica difere da variedade deterministica que estudamos por ter uma
funcdo de transicdo & tal que, para cada estado q e simbolo de fita X, §(qg,X) € um conjunto de triplas.

{(qllYllDl)l (quYZIDZ)/ ) (Qk;Yk;Dk)}

Onde k é qualquer inteiro finito.

e A maquina de Turing ndo-deterministica pode escolher, em cada etapa, qualquer das tripas para ser o
proximo movimento. Porém, ela ndo pode escolher um estado a partir de uma tripla, um simbolo de fita de
outra e o sentido da terceira.

e A maquina de Turing M aceita uma entrada w se houver qualquer sequéncia de escolhas de movimentos
gue leve a “Descricao Instantanea” inicial com w como entrada a uma “Descri¢do Instantanea” com um

estado de aceitacao.
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Se My é uma maquina de Turing ndo-deterministica, entdo existe uma maquina de Tturring
Teorema 3:
deterministica M tal que L(My)=L(Mp).

e Mote que a (MT) deterministica construida pode demorar exponencialmente mais tempo que a (MT) néo-
deterministica.

e A maquina de Turing ndo-deterministica, uma extensdao do modelo basico que pode fazer qualquer escolha
em um conjunto finito de escolhas de movimentos em uma dada situacdo. Essa extensdo também torna

[

mais facil “programar” maquinas de Turing em algumas circunstancias, mas ndo acrescenta nenhum poder

de definicdo de linguagens ao modelo basico.

Restri¢cées para a Mdquina de Turing Bdsica

e Vimos generalizacBes aparentes da maquina de Turing (Maquinas de Turing de varias fitas, Maquinas de
Turing ndo-deterministicas) que ndo adicionam qualquer poder de reconhecimento de linguagens.

e Agora consideraremos alguns exemplos de restricdes aparentes sobre a (MT) que também fornecem

exatamente o mesmo poder de reconhecimento de linguagens.

e Primeira Restricdo: Substituir a fita da (MT) que é infinita em ambos os sentidos por uma fita infinita

somente a direita. Além disso proibi-se essa (MTT) restrita de imprimir um branco como simbolo de fita
substituto.

e Segunda Restricdo: Restringir as fitas da (MT) a se comportarem como pilhas.

e Terceira Restricdo: Restringir mais ainda as fitas da (MT) a serem “contadores”.

e O impacto dessa discussdo é que existem vdrios tipos muito simples de autdématos que tém a capacidade

total de qualquer computador.

e ——
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1. MaAgquinas de Turing com fitas semi-infinitas

Toda linguagem aceita por uma (MT) M, também é aceita por uma (MT) M; com as seguintes
restricdes:
Teorema 4: 1. A cabeca de M; nunca se move para a esquerda de sua posicdo inicial;

2. Mj nunca grava um branco.

(Hopcroft, pg: 371)

2. Magquinas de varias pilhas

e Uma maquina de Turing pode aceitar linguagens que ndo sao aceitas por nenhum Autémato de Pilha com
uma Unica pilha. Ocorre que, se dermos duas pilhas ao Autdomato de Pilha, ele podera aceitar qualquer

linguagem que uma (MT) pode aceitar.

Controle de
estados
finitos

i

Figura 7 — Uma Maquina com trés pilhas

e Uma maquina de k pilhas é um Autémato de Pilha deterministico com k pilhas. Ela obtém sua entrada, como
um Autdmato de Pilha, de uma fonte separada de entrada, em lugar de ter esta entrada colocada em uma
fita ou na pilha, como a (MT).

e A maquina de varias pilhas tem um controle finito, que se encontra em um estado de um conjunto finito de
estados. Ela tem um alfabeto de pilha finito, que utiliza parra todas as suas pilhas.

e Um movimento da maquina de varias pilhas se baseia:

1. No estado do controle finito.

2. No simbolo de entrada lido, que é escolhido no alfabeto finito de entrada. Alternativamente, a maquina de
varias pilhas podem fazer um movimento usando a entrada € mas, parra tornar a maquina deterministica,
ndo é possivel existir a opcao de um e-movimento em qualquer situacao.

3. No simbolo que ocupa o topo da pilha em cada uma de ssua pilhas.

e Ao se mover, a maquina de vdrias pilhas pode:

10-Introdugéo as Maquinas de Turing Pagina 21




Automatos e Linguagens Formais @? =

a) Mudar para um novo estado.

b) Substituir o simbolo do topo de cada pilha por um string de zero ou mais simbolos de pilha. Pode haver (e
normalmente hd) um string de substituicdo diferente para cada pilha.

e Desse modo, uma regra de transig¢ao tipica para uma maquina de k pilha é semelhante a:
6(qlalX11XZI"'lxk) = (p:YL Y25 «e Yk)

e Alinterpretacdo dessa regra é que no estado q, comm X; no topo da i-ésima pilha, para i=1,2,...,k, a maquina
pode consumir a (um simbolo de entrada ou €) de sua entrada, ir para o estado p e substituir X; no topo da
i-ésima pilha pelo string y;, para cada i=1,2,...,k. A maquina de vdrias aceita quando entra em um estado
final.

e Marcador de Fim: Supde-se que existem um simbolo especial $, chamado marcador de fim, que s6 aparece
no fim da entrada (wS) e ndo faz parte dessa entrada. A presenca do marcador de fim informa quando é
consumida toda a entrada disponivel. O marcador de fim facilita a simulagdo de uma maquina de Turing pela
maquina de varias pilhas. Note que a (MT) convencional ndo precisa de nenhum marcador de fim especial,
porgue o primeiro branco serve para marcar o fim da entrada.

Se uma linguagem L é aceita por uma mdaquina de Turing, entdo | é aceita por uma maquina de duas
Teorema 5:
pilhas.

e Aideia que estd por traz deste teorema é que duas pilhas podem simular uma fita de maquina de Turing,
comm uma pilha contendo o que estd a esquerda da cabeca e a outra pilha contendo o que esta a direita da
cabeca.

3. MaAquinas de Contadores

e A maquina de contadores tem a mesma estrutura da maquina de varias pilhas mas, em lugar de cada pilha,
ha um contador.

e Os contadores contém qualquer inteiro ndo-negativo, mas sé podemos distinguir entre contadores zero e
diferentes de zero. Isto é, o movimento da maquina de contadores depende de seu estado, do simbolo de
entrada e de quais dos contadores sao iguais a zero, se houver algum.

e Em um movimento, a maquina de contadores pode:

a) Mudar de estado;
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b) Somar ou subtrair 1 de qualquer de seus contadores, independentemente. Porém, um contador ndo pode se

tornar negativo e, portanto ndo é possivel subtrair g de um contador que seja atualmente 0.

Teorema 6: Toda linguagem aceita por uma maquina de contadores é recursivamente enumeravel.
Teorema 7: Toda linguagem aceita por uma maquina de um contador é uma gramatica livre de contexto.
Teorema 8: Toda linguagem recursivamente enumeravel é aceita por uma maquina de trés contadores.
Teorema 9: Toda linguagem recursivamente enumeravel é aceita por uma mdaquina de dois contadores.

Resumo sobre Mdquinas de Turing

A Maquina de Turing: A maquina de Turing é uma maquina de computacdo abstrata com o poder dos
computadores reais e de outras definicdes matematicas do que pode ser calculado. A maquina de Turing
(MT) consiste em um controle de estados finitos e em uma fita infinita dividida em celular. Cada célula
contém um dentre um numero finito de simbolos de fita, e uma célula estd na posi¢ado atual da cabeca de
fita. A (MT) executa movimento com base em seu estado atual e no simbolo de fita presente na célula
varrida pela cabeca de fita. Em um movimento, ela muda de estado, sobregrava a célula varrida com algum

simbolo de fita e move a cabeca uma célula para a esquerda ou direita.

Aceitacao por uma Mdaquina de Turing: A (MT) comega contendo em sua fita a entrada, um string de
comprimento finito, e o restante da fita contém o simbolo de branco em cada célula. O branco é um dos
simbolos de fita e a entrada é escolhida a partir de um subconjunto dos simbolos de fita —sem incluir o

branco — chamados simbolos de entrada. A (MT) aceita sua entrada se entrar em um estado de aceitacao.

Linguagens recursivamente enumeradveis: As linguagens aceitas pelas Maquinas de Turing sdo chamadas

linguagens recursivamente enumeraveis (RE). Desse modo, as linguagens (RE) sdo as linguagens que podem

ser reconhecidas ou aceitas por qualquer tipo de dispositivo de computacao.

Extensdes para a Maquina de Turing Basica

1.

Armazenamento no controle finito: as vezes, é Util projetar uma (MT) para uma determinada linguagem, se
imaginarmos que o estado tem dois ou mais componentes, Um deles é o componente de controle, que
normalmente funciona como um estado. Os outros componentes contém dados que a (MT) precisa

memorizar.
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2. Vairias Trilhas: Com frequéncia, também ajuda pensar nos simbolos de fita como vetores com um nimero
fixo de componentes. Podemos visualizar cada componente como uma trilha separada da fita.

3. MaAquinas de Turing de Vdrias Fitas: Um modelo de (MT) estendido tem um numero fixo de fitas maior que

um. Um movimento dessa (MT) se baseia no estado e no vetor de simbolos varridos pela cabe¢a em cada
uma das fitas. Em um movimento, a (MT) de varias fitas muda de estado, sobregrava simbolos nas células
varridas por cada uma das cabegas de fita, e move qualquer uma ou todas as cabecas de suas fitas uma
célula em um dos sentidos ou estaciona. Embora seja capaz de reconhecer certas linguagens mais rapidas
qgue a (MT) convencional, a (MT) de varias fitas ndo pode reconhecer nenhuma linguagem que ndo seja
recursivamente enumeravel (RE).

4. Maquinas de Turing ndo-deterministicas: Uma maquina de Turing ndo-deterministica tem um numero finito

de escolhas parra o préoximo movimento (estado, novo simbolo e cabega) para cada estado e simbolo
varrido. Ela aceita uma entrada se uma sequencia qualquer de escolhas a leve a uma Descrigdo Instantanea
com um estado de aceitacdo. Embora aparentemente mais poderosa que a (MT) deterministica, a (MT) ndo-

deterministica ndo é capaz de reconhecer nenhuma linnguagem que nao seja (RE).

Restri¢des para Maquina de Turing Basica

1. Magquinas de Turing de fita semi-infinita: Podemos restringir uma (MT) a ter uma fita infinitta apenas a

direita, ssem células a esqueda da posic¢do inicial da babeca. Tal (MT) pode aceittar qualquerr linguagem
(RE), mesmo também nc¢ao podendo gravar brancos.

2. Maquinas de Varias Pilhas: Podemos restringir as fitas de uma (MT) de varias fitas a se ccompotarrem como

uma pilha. A entrada fica em uma fita separada, que é lida uma vez da esquerrda para a direita, imitando o
modo de entrada para um auttémato finito ou automatto de pilha. Uma maquina de uma pilha é na
realidade um automato de pilha que aceita uma linguagem livre de contexto, enquanto umma maquina com
dduas pilhas pode aceittar qualquer linguagem (RE).

3. Maquinas de Contadores: Podemos restringir ainda mais as pilha de uma maquina de varias pilhas, de forma
gue Lea sé tenta um simbolo diferente de um marcador de fundo de pilha. Desse modo, cada pilha funciona
como um contador, permitindo-nos armazenar um inteiro ndo negativo e testar se o inteiro armazenado é 0,

mas além disso. Uma maquina com dois contadores é suficiente para aceitar qualquer linguagem (RE).

e ——
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e Simulacdo de uma Maquina de Turing por um computador real: E possivel, em principio, simular uma (MT)

por um computador real, se aceitarmos que existe um suprimento potencialmente infinito de um dispositivo
de armazenamento removivel como um disco, a fim de simular a parte ndo branca da fita da (MT). Tendo em
vista que os recursos fisicos para prodduzir discos ngao sao infinitos, esse argumetno é questionavel. Porém,
commo os liomites sobre a quantiddade de espaco de armazenamento existe no universo sdo desconhecidos
e sem duvida vastos, a hipdtese de um recursso infinitto, como na fita da (MT), é reallista na pratica e
geralmente aceita.

e Simulacio de um computador por uma Maquina de Turing: Uma (MT) pode simular o espaco de
armazenamento e o controle de um computador real, usando uma Unica fita para armazenar todos os locais
e seu conteudo: registradores, memdria principal, discos e outros dispositivos de armazenamento. Desse
modo, podemos ter confianga em eu algo que ndo possa ser feito por uma (MT) ndo podera ser realizado por
um computador real.

e Uma Maquina de Turing Bidimensional tem o controle habitual de estados finitos, mas tem uma fita que é
uma grade bidimensional de células, infinita em todas as dire¢des. A entrada é colocada em uma linha de
grade, com a cabega na extremidade esquerda da entrada e o controle no estado inicial, como sempre. A
aceitagao é feita pela entrada em um estado final, também da maneira habitual. Assim, pode ser

demonstrado o seguinte teorema.

“As linguagens aceitas por maquinas de Turing bidirecionais sdo as mesmas aceitas por (MT’s) ordinarias”
(Hopcroft, pg: 370)

Linguagens Formais e Modelos Computacionais

Linguagem Gramitica Dispositivo
s Computacional
Irrestrita Irrestrita (Tipo 0) Magquina de Turing

Sensivel ao Contexto | Sensivel ao Contexto (Tipo 1) | Autémato Limitado Linear

Livre de Contexto Livre de Contexto (Tipo 2) Automato de Pilha

Regular Regular (Tipo 4) Autdémato Finito

Tabela 2 - Linguagens Formais e Modelos Computacionais

O que é um algoritmo?
1. Deve ser complete: Sempre produz uma resposta S ou N.
2. Deve ser mecanico: Sequéncia finita de instru¢gdes ndo-ambiguas.

3. Deve ser deterministico: Produz sempre a mesma resposta para cada entrada.

e ——
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Tese de Church-Turing
Qualquer problema de decisdo é computdvel por um algoritmo se, e somente se, é computdvel por uma

Maquina de Turing”.

e Problemas sobre especificacoes de Maquinas de Turing: Por exemplo, os problemas a seguir indecidiveis:

1. Sealinguagem aceita por uma (MT) é vazia;

2. Se alinguagem aceita por uma (MT) é finita;

3. Sealinguagem aceita por uma (MT) é uma linguagem regular;
4

Se a linguagem aceita por uma (MT) é uma linguagem livre de contexto;

Maquinas de Turing que sempre param:
Linguagens Recursiva (Problemas Decidiveis)

Ex.: representar expressdes regulares, 2x2=4, 2-1=1

Maquinas de Turing

Mdaquinas de Turing que nem sempre param:
Problemas indecidiveis

Ex.: problema de Post (1946)

e Uma linguagem L é dita recursiva se for aceita por pelo menos uma (MT) que produz parada (com ou sem

aceitacdo) para qualquer entrada.

Teorema 10: A classe das linguagens recursivas é um subconjunto de classe de linguagens irrestritas.
Teorema 11: O complemento de uma linguagem recursiva é uma linguagem recursiva.

Teorema 12: A unido de Linguagens recursivas é uma linguagem recursiva.

Teorema 13: A unido de Linguagens irrestritas € uma linguagem irrestrita.

Computabilidade

e Preocupacdo: Classificar problemas como computdaveis ou ndo.
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e Com a capacidade uma (MT) para resolver um problema (embora ndo muito eficiente) excede a dos
computadores atuais, se encontrarmos problemas que as (MT’s) ndo podem fazer, saberemos que os
computadores também ndo poderdo.

e Um problema é incomputavel (ou insolivel) quando nao existe um algoritmo que possa executa-lo.

e Uma (MT)T que comega com uma cadeia o ou parra ou nunca para. Problema de decisdo: “Existe um
algoritmo que decide, dada qualquer (MT) e qualquer cadeia a, se a (MT) comecando com a vai parar?”. O
interesse consiste num método geral que decida corretamente todos os casos.

e O problema da parada de uma (MT) é insoluvel.

e ——
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