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4) Equagoes e
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Alguns exemplos de polinomios

= Uma esfera de raio R e densidade especifica p, ao
flutuar na dgua, afunda uma quantidade x dada por:

= x3+2Rx?-4pR3=0

= Sejam duas cargas elétricas A e B de mesmo sinal,
distantes 2 metros entre si. Coloca-se, a distancia x
de A e 2-x de B, uma carga C de sinal oposto.
C permanecerd em equilibrio se:

= x4-4x3+8x2-32x+32=0

= Calcular os autovalores de uma matriz de ordem n é
equivalente a encontrar as raizes de um polinémio de
grau n



Raizes reais de funcgoes

= Nas diversas dreas das ciéncias exatas, frequentemente
ocorrem situagoes que envolvem a resolugdo de uma
equagdo f(x) = O, ndo necessariamente linear

= O objetivo deste capitulo é estudar métodos numéricos
para a resolu¢@o de equagoes ndo lineares

= Em alguns casos (polinomios, por exemplo), as raizes
podem ser reais ou complexas. Estamos principalmente
interessados em encontrar as raizes reais: dada uma
curva, queremos os pontos em que o eixo x € interceptado

= Esses métodos possuem duas fases:

1) Isolamento de uma raiz (encontrar um intervalo que a contenha)

2) Refinamento: dada uma aproximagdo inicial da raiz nesse intervalo,
melhord-la até se obter a precisdo desejada



Tsolamento das raizes

= Nesta primeira fase, € feita uma andlise tedrica e
grafica da fungdo f(x), da qual depende fortemente o
sucesso da fase seguinte

= De modo geral, é utilizado o teorema de Bolzano:
considerando f(x) uma funcgdo continua ho intervalo
[a,b], se f(a).f(b) < O, entdo existe pelo menos uma raiz
Xx=Centreaeb

= Graficamente:

f(x) 4 f(x) 4 f(x) 4




Exemplo
f(x)=x3-9x+ 3

= Vamos construir uma tabela de valores para f(x),
considerando apenas os sinais:

x\-oo-loo-lo 5 3 1 0 1 2 3 4 5

fl - - - G o v G o & o

= Sabendo que f(x) é continua para qualquer x real, e
observando as variagoes de sinal, podemos concluir que
existem raizes nos seguintes intervalos:

= [-5,-3]
= [0, 1]
= [2,3]

= Como f(x) € um polindmio de grau 3, isolamos todas as

suas raizes



Outras situacoes

= Se f(a).f(b) > O, entdo podemos ter vdrias situagoes:

f(x) 4 f(x) 4 f(x) 4

> N
a b x a §\/ &1 b x

= Alguns procedimentos vidveis nha andlise grafica de f(x):
= Esbogar o grafico de f(x) e localizar as raizes

= A partir da equagdo f(x) = O, obter uma equagdo equivalente g(x) = h(x),
esbogar os grdficos de g(x) e h(x), e localizar pontos de intersecdo

= Utilizar programas que tracam graficos de fungoes

= No caso especifico de polinomios, hd alguns teoremas que auxiliam as
tarefas de enumeracdo e isolamento das raizes
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Raizes reais de um polinomio

= Regra de Descartes:

= O ndmero de raizes reais positivas de um polinomio
p(x) com coeficientes reais nunca é maior que o
ndmero de trocas de sinal ha sequéncia de seus
coeficientes ndo nulos

= Se for menor, entdo serd sempre por um ndmero
par
= Como as raizes negativas de p(x) sdo as
positivas de p(-x), também é possivel utilizar
essa mesma regra ha enumeragdo das raizes
reais negativas



Exemplo

p(x)=x3+2x2-3x-5

+ +

N

p(x)-—x3+2x2+3x 5
U U

Uma troca de sinal: p(x)
tem 1 raiz positiva

Duas trocas de sinal: p(x)

pode ter 2 ou O raizes

negativas

= Se p(x) tiver 2 raizes negativas, ndo terad raizes
complexas; caso contrdrio, tera 2 raizes complexas

= Possibilidades:

Positivas

Raizes
Negativas

1
1

2
o)

Complexas — -
0

2




Outro exemplo

p(x) = x4 - x3+x2-x+1 Quatro trocas de sinal:
+ _ + - + p(x)podeter4,2ou0
NSNS raizes positivas

p(-x) = x* + x3 + x2 + x + 1 Nenhuma troca de sinal: p(x)
+ + + + + ndotem raizes negativas

= Possibilidades: Ral
aizes

Positivas Negativas

Complexas

4 0
2 0
0 0

0
2
4



Raizes complexas de um polinmio

= Seja o polinomio de grau n de coeficientes reais:
p(X) - GOX” + GIX”’I +..+04,1X +Q,

= Regra de Huat: Se p(0) # O e para algum k, O<k<n,
tivermos (a,)? < a,_;.a,,1, entdo p(x) terd raizes
complexas

= Um caso particular é a Regra da Lacuna:

= Se p(0) 2 O e para algum k, O<k<n, tivermos a, =0 e
ay_1.0,.1 > O, entdo p(x) terd raizes complexas

= Se p(0) 2 0 e existirem dois ou mais coeficientes nulos
sucessivos, entdo p(x) terad raizes complexas



Exemplo

p(x) = 2x° + 3x* + x3 +2x2 -Bx +3  , | positivas

+ + o+ + -+

DA N4
xe) = 2% 4 I - 3 + Dx2 |
p(-x) 2>_< +3f X +2+x +‘2X+§ 3 ou 1 negativas

DA N N4

= Regra de Huat: (a,)? < a;.a5, pois 1< 3.2
= Portanto, p(x) tem raizes complexas
= Possibilidades: Raizes
Positivas | Negativas | Complexas
2 1 2
o) 3 2
o) 1 4




Outro exemplo

p(x) = 2x6 - 3x° - 2x3 + x% - x + 1
+ - = + -
N4 \_/‘\/‘\_/T

P(-x) = 2x0 + 3x°> + 2x3 + x2+ x+1 .
+ + hao tfem negativas

+ 1 + 4+

4, 2 ou O positivas

= Regradalacuna: a, = 0 e ag.a;3 >0, pois (-3).(-2) >0

= Portanto, p(x) tem raizes complexas

= Possibilidades:

Complexas

Raizes
Positivas Negativas
4 0
2 0
0 0

2
4
6
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Isolamento das raizes de um polinomio

No caso dos polinomios, o isolamento das suas raizes é
feito em duas fases: localizagdo e separagdo

Localizar as raizes reais de um polinomio p(x) é
determinar um intervalo que as contenha

Exemplos: | \ /N l\/ |
| |

./ N

a b a b

Localizar as raizes complexas é determinar os raios
interno e externo de anéis que as contenham

Exemplo: N
N
b
Em ambos os casos, a e b sdo chamados
respectivamente de cota inferior e superior




Localizacdo de raizes reais

= Teorema de Laguerre: Dado o polinomio p(x) de
coeficientes reais e dado um ndmero &, obtemos
p(x) = q(x).(x - 8) + R. Se os coeficientes de q(x) forem
todos positivos ou nulos, e R > O, entdo todas as raizes
reais sdo menores que o

= Cota de Laguerre-Thibault: Dado o polinomio p(x) de
coeficientes reais, calcule a divisdo de p(x) por x-1, x-2,
x-3, ..., X-m, até que o quociente q(x) tenha todos os
coeficientes positivos ou nulos, e resto R > 0. Esse m >0
é uma cota superior das raizes reais de p(x). Uma cota
inferior n < O pode ser calculada de modo semelhante,
multiplicando-se p(-x) por -1 e sequindo o mesmo
procedimento




Exemplo

p(x) = x° + x* - 9x3 - x% + 20x -12

1 1 -9 -1 20 | -12
1 1 2 -7 -8 12
1 2 -7 -8 12 0

1 1 -9 -1 20 | -12

2 2 6 6 -14 | 12
1 3 -3 -7 6 0

1 1 -9 -1 20 | -12

3 3 12 9 24 | 132

— 1 4 3 8 44 >|(120

>0 >0

3 € uma cota superior de p(x)



Exemplo (continuagdo)

p(-x) = -x° + x* + 9x3 - x2 - 20x -12

1 1 -9 1 20 | 12
1 1 0 9 8 | 12
1 0 9 8 12 | 24
1 1 -9 1 20 | 12
2 2 2 M4 26 | 2 Todas as raizes
1 1 7 13 -6 0 d
e p(x)
1 19 1 20 | 12 perfencem a
3 3 6 -9 24 | -12 [-4, 3]
1 2 3 8 -4 0
1 19 1 20 | 12
4 4 12 12 52 | 288
1 3 3 13 72 | 300

-4 € uma cota inferior de p(x)



Localizagdo de raizes complexas

= Cota de Kojima: Dado o polindmio
p(x) = apx" + a;x"! + . +a, X + a,, Toda raiz
¢, real ou complexa, esta em um anel de raio
externo R = q; + g,, onde g, e g, sdo os
maiores valores de |a,/ay|Y!, paral<i<n

= Considerando o polinémio p(1/x), o raio
intferno r é calculado de modo semelhante:

r=1/(q; + q)



Exemplo

p(x) = x° + x* - 9x3 - x% + 20x - 12

ap=1,a,=1,0,=-9,a5=-1,a,=20,a5 = -12

Valores: { 11; 91/2; 11/3; 201/4; 121/5} = {1; 3; 1; 2,115; 1,644}
qg;=3eq,=2115=R=5,115

Toda raiz € satisfaz || < 5,115

As raizes de p(1/x) sdo as mesmas do polinomio
-12x5 + 20x% - x3 - 9x2+ x + 1

Valores: {(20/12)%; (1/12)V2; (9/12)Y/3; (1/12)V/4; (1/12)/5} =
{1,667; 0,289; 0,909; 0,537; 0,608}

q;=1667eq,=0,909 = r=0,388
Toda raiz € satisfaz || > 0,388



Separacgdo de raizes reais

= Separar as raizes de um polindmio € encontrar uma
sequéncia de subintervalos distintos, tais que cada um
contenha exatamente uma raiz real, e cada raiz real
esteja contida em um desses subintervalos

= Teorema de Budan: Seja p®(c) o valor da k-ésima
derivada do polinomio p(x) calculada para x = c. Seja V,
o nimero de variagdes de sinal na sequéncia p(c), p'(c),
p'(c), .... p™(c), onde n é o grau de p(x). Entdo, o nimero
de raizes de p(x) no intervalo (a,b) € igual ou menor que
|V, - V,|. Se for menor, serd por um nimero par

= Eventuais valores nulos devem ser desprezados na contagem de
variagoes

= Este teorema ndo da informagdes sobre a multiplicidade das
raizes, ou seja, uma mesma raiz pode ser contada vdrias vezes...



Exemplo

p(x) = x3-2x%-x+2

Pela regra de Descartes, como hd duas variagoes de
sinal, p(x) tem 2 ou O raizes positivas

Derivadas de p(x):

= p(x)=3x2-4x-1;, p"(x)=6x-4; p“(x)=6
Por Laguerre-Thibault, sabe-se que a cota superior é 3.
Portanto, tomemos (a,b) = (0.3):

= p(0)=2; p'(0)=-1 p"(0)=-4. p"(0)=6

= p(3)=8; p'(3)=10; p"(3)=14; p"(3)=6

Vo=2 e V3=0: ha 2 ou O raizes em (0;3)

Dividindo-se o intervalo em (0:3/2) e (3/2;3), € possivel
verificar que V5,,=1: podemos concluir que ha uma raiz
em cada um desses subintervalos



Outro exemplo

p(x) = x3 - 9x2 + 20x + 1

= Pela regra de Descartes, p(x) tem 2 ou O raizes positivas e 1
raiz negativa

= Por Laguerre-Thibault, sabe-se que a cota superior € 9, e a
inferior é -1
= Andlise grdfica:

X p(x)

-1 -29 = De fato, é fdcil comprovar que ha uma raiz
0 1 negativa em [-1;0]

1 13 = A tabela parece indicar que ndo ha raizes

g 13 positivas...

3 4 = No entanto, p(4,5) = -0,125, ou seja, hd uma
4 ! raiz em [4;4,5] e outra em [4,5;5]

5 1 : . . . -

. 3 = E preciso ter muito cuidado com as andlises
7 4s graficas...



MatlLab

= roots(C)

= Vetor coluna com as raizes do polindmio com coeficientes do vetor C (os
coeficientes sdo interpretados como em C(1)*X"N + ... + C(N)*X + C(N+1))

" poly(R)
= Vetor linha com os coeficientes do polindmio cujas raizes estdo no vetor R
= polyval(C,x)

= Avalia em x o polindmio cujos coeficientes estdo no vetor C
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Métodos iterativos

= Na resolu¢do de equagoes ndo
lineares, qualquer método
iterativo possui 4 partes:
= Estimativa inicial: uma aproximagdo

para a raiz
= Atualizacdo: uma férmula que
recalcula a solugdo

—

= Critério de parada: uma condigdo de
término para o processo iterativo

-\/< = Avaliador de exatiddo: associado ao
critério de parada, prové uma

estimativa do erro cometido

—



Critérios de parada

= No cdlculo da raiz de f(x) = O através de um
processo iterativo, sejam:
= X;: a solugdo obtida no passo i
= ¢, e &, valores de tolerancia estabelecidos
= L: ndmero mdximo permitido de iteragdes

= De modo geral, pode-se interromper esse
processo das seguintes maneiras:

= |x - x| <& .mdx {1, |x|}]erro relativo, se |x;| > 1 ,
« |f(x)| < ¢ erro absoluto, caso contrario
i 2

| \ O intervalo inicial deve
1> L ,
\ ser bem escolhido

Muitas iteracoes...
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Método da Bisseccdo

= Seja [a,b] um intervalo que contenha uma raiz
de f(x), onde f(a).f(b) <O

= Algoritmo:
= Calcula-se o ponto médio do intervalo: x,, = (a+b)/2

= Se f(x,,) 2 0, escolhe-se o subintervalo de [a,b] em
que f tenha sinais opostos nas extremidades:

f(a).f(x,,) < 0 ou f(x,,).f(b) <O

= Repete-se o processo até que algum critério de
parada seja satisfeito



Bissecgdo: andlise grafica

fx) 4

f(x) A

f(x) 4

X3 = (Xz + X1)/2

- a, X
Xz = 0y ,3/:/

— >
/XIb2 x




Exemplo

= Enumeracdo: pela regra de Descartes, p(x) tem 2 ou O raizes

p(x) = x3 - bx2 + 17x + 21

positivas e 1 raiz negativa

= Localizacdo: por Laguerre-Thibault, sabe-se que a cota superior

é b5 eainferior é -1

= Separacdo: por andlise grdfica, percebe-se que hd apenas uma

raiz negativa em [-1,0]

= Aplicacdo do Método da Bisseccdo:

i a f(a) b f(b) X f(x,,)

1 -1,0 -2 0,0 21 -0,5 11,125

2 -1,0 -2 -0,5 11,125 -0,75 5,015625

3 -1,0 -2 -0,75 5,015625 -0,875 1,626953120
4 -1,0 -2 -0,875 1,626953120 -0,9375 -0,156005860
5 | -0,9375 | -0,1560 -0,875 1,626953120 -0,90625 0,743011480
6 | -0,9375 | -0,1560 | -0,90625 | 0,743011480 -0,921875 | 0,296398710
7 | -0,9375 | -0,1560 | -0,921875 | 0,070171830 -0,9296875 | 0,070171830

x | p(x)
1| -2
0 21
1 34
2 | 43
3 54
4 | 73




Estimativa do nimero de iteragoes

= Dada uma precisdo € e um intervalo inicial
[ay.bo], € possivel calcular o ndmero i de
iteragoes do Método da Bissecg¢do até que se
tenha b, - a. < ¢:
" bi-aq;= (b1 -0.1)/2 = (bg - ap)/2

= Deseja-se que b, - g, < ¢:
= (bg - ap)/2< ¢
= 21> (bg - ap)/€
« i> (log(bo - aoX= log £)/log 2

= Se essa condicdo for satisfeita, entdo no final
do passo i teremos um intervalo [a;,b;] que
contém a raiz € tal que
vxe [ab]=Ix-El<b -a<¢




Bissecgdo: andlise geral

= Vantagens:

= Se a fungdo f(x) for continua no intervalo inicial
[a,b], o método da bissecgdo gera uma sequéncia
convergente

= Facilidade de implementagdo, pois as iteragoes
envolvem cdlculos simples

= Desvantagens:
= A convergéncia é lenta

= Exige o conhecimento prévio da regido onde se
encontra a raiz

= A extensdo desse método para problemas
multivariaveis é complexa
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Método da Posicdo Falsa

= Dado o intervalo [a,b], vimos que o0 Método da
Bisseccdo encontra um novo intervalo através de
uma média aritméetica entre a e b:

= X, = (a+b)/2

= Por outro lado, o Método da Posicdo Falsa
calcula uma média ponderada entre a e b com
pesos |f(b)| e [f(a)l, respectivamente:

" X = (a.[f(b)] + b.If(a)|)/(If(b)] + [f(a)])

= Como f(a) e f(b) tém sinais opostos, é equivalente a
X, = (a.f(b) - b.f(a))/(f(b) - f(a))



Posigdo Falsa: andlise grafica

f(x) 4
f(b) [ =mmmmmmmmm o ,
X, € a intersegdo
do eixo x com a
reta que passa por

S —  (@f(@)eb.fb)
f(a) / X = (a.f(b) - b.f(a))/(f(b) - f(a))

_

= Equagdo da reta: (x - a)/(f(x) - f(a)) = (b - a)/(f(b) - f(a))
= No eixo x: x = x,, e f(x,,) =0

= X, -a=-f(a).(b - a)/(f(b) - f(a))

= X, - a=(a.f(a) - b.f(a))/(f(b) - f(a))

= X, = (a.f(b) - a.f(a) + a.f(a) - b.f(a))/(f(b) - f(a))

= X, = (a.f(b) - b.f(a))/(f(b) - f(a))



Exemplo

f(x) = x.log x - 1
[ap.bo] = [2:3]

= f(ay) =-0,3979<0

= f(by) =0,4314>0

" Xo = (ao.f(bo) - bo.f(ag))/(f(by) - f(ap)) = 2,4798

= f(xg)=-0,0219<0

= Como f(ay) e f(Xy) teém mesmo sinal, a; = x5 e b; = b,

= x; = (a.f(by) - by.f(ay))/(f(by) - f(ay)) = 2,5049

= f(x{)=-0,0011<0

= Como f(a,) e f(x,) t€m mesmo sinal, a, = X; e b, = b,

= E assim por diante, até que o critério de parada seja satisfeito



Posigdo Falsa: andlise geral

= De modo geral, suas vantagens e desvantagens sdo
andlogas as do Método da Bissecgdo

= Se a fungdo for concava ou convexa em [a,b], entdo
umas das extremidades permanecera fixa
= Exemplo:
f(x) 4
S ) = Cuidado com o critério de
' parada: neste caso, o
intervalo [a;,b;] nunca
ficard suficientemente

pequeno, pois b; permanece
constante...

= E possivel modificar o
método, prevendo casos
como este

f(a)|-- I
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Método do Ponto Fixo

= Seja uma fungdo f(x) continua e ndo linear em
[a,b], onde esta uma Unica raiz €
= O Método do Ponto Fixo consiste em:

= transformar a equagdo f(x) = O na equivalente x = g(x),
de tal modo que f(¢)=0<g(§)=¢

= a partir de x, € [a,b], gerar a sequéncia {x;} de
aproximagoes para ¢ pela relagdo x,.; = g(x;)

= O problema de se encontrar a raiz em f(x) foi
transformado no problema de se encontrar o
ponto fixo de g(x)

= g(x) é chamada de fungdo de iteragéo



Exemplo

f(x)=x2+x-6

= Possiveis fungdes de iteragdo para f(x):
" g4(x) = 6-x?
" ga(x) = £(6 - x)!/2
" g5(x) = (6/x) -1
" g4(x) = 6/(x+1)



Algumas situagdes possiveis

y A

g(x)

Convergel

xy

Ndo convergel!

)

1 1
Xo Xy

. >
X2 X

yA
y =X
>< Convergel!
C . .
Xl X3 XZ XO X
y =X

Ndo convergel

>
X



Convergéncia

= Teorema: Sejam um intervalo I
aproximadamente centrado numa raiz ¢
de f(x), e g(x) uma fun¢do de iteragdo.
A sequéncia {x} gerada pelo processo
iterativo x.,; = g(x;) convergird para ¢ se:

= g(x) e g'(x) sdo continuas em I
" XO = I

" [g(xX)| ¢ M<1,vxel



Demonstracao

= 1% parte: Se x, € I, entdo x; € I, i20

f€)=0=8=9()
Para i20, x.,; = g(X,) = X..; - € = g(x.) - g(§)

Como g(x) é continua e diferencidvel em I, pelo
Teorema do Valor Médio, se x; € I entdo existe c

entre x; e ¢ tal que g'(c)).(x; - €) = g(x) - g(£)
X1 = & = g(c).(x; =€), i20

%1 = €] = 1g'(c)].Ix; - €], i20

|x..1 = €l < |x; - €[, 20, pois |g'(c)| ¢« M < 1

Como I estd aproximadamente centrado em ¢,
se x; € I entdo x,; € I, 20



Demonstracao

= 2% parte: lim,_,_x; = ¢

Vimos que |x,; - €| = |g'(c)|.|x; - €|, i20, onde c; esta
entre x; e £, e sabemos que |g'(c;)| ¢ M < 1

1= €1 = 19'(co)l.1xg - €] « M.|xq - €| — —[Eaesidentrexoet]
1%, = €] = 1g'(cy)|.1x; - €] < M2.|x, - €| — [ciestdentrexie el

Generalizando:

Cx- €] = 1ge )l Ixs - €] < Mi|xo - €], X0 LCaestaentre X ]
O<lim_. |x =& <lim_.Mi|[xg-¢&| =0, pois 0<M<1

Portanto, lim__ |x, - €] =0 = lim__x; = €



Voltando ao exemplo anterior

= Sabemos que as raizes de f(x) = x2 + x - 6 sdo
§;=-3eg,=2
= Consideremos g;(x) = 6 - x° e x5 = 1,5:
= x;=9(xg)=6-152=3,75
- x,=g(x,) = 6 - 3,752 = -8,0625
" x5 = g(x,) = 6 - (-8,0625)2 = -59,003906
= X, =9(x3)=6-(-59,003906)? = -3475,4609

= A sequéncia {x;} diverge...
= gi(x) = 6 - x2= g'y(x) = -2x

X = g,(x) e g';(x) sdo continuas em R
gyl <1 |-2xl <1
- -Z<X<3

= Qintervalo I = [-3,5] ndo
satisfaz o teorema, pois ndo
contém as raizes, nem X...




Ainda o mesmo exemplo

= Consideremos agora g,(x) = (6 - x)2 e x, = 1,5:
= X;=9(xp)=(6-15)2=212132
" x, = g(x;) = (6 - 2,12132)1/2 = 1,96944
" X3 = g(x,) = (6 - 1,96944)/2 = 200763
= X, = g(x3) = (6 -2,00763)2 = 2,00048
= A sequéncia {x;} esta convergindo para ¢, = 2

A \ = go(x)=(6-x)2=
' v=x g(x) = -1/(2(6 - x)¥2)
= g,(x) é continua em R para x < 6
= g'5(x) € continua em R para x < 6
= g (x)| <1 [1/(2(6 - x)¥2)| < 1
& Xx<H,75

= QO intervalo I =[15;25]satisfaz
as condicoes do teorema

g(x)

x ¥



Outro exemplo

= Sejaf(x)=x?-x-2,com¢f;=-1ef,=2
= Sejam duas fungoes de iteragdo:

" gy(x)=x2-2

= go(x) = (2 + x)1?

g1(x) = 2x: |gy(x)| < 1 & -5 «x < 3
O intervalo I = [-3,5] ndo sa’rlsfaz o teorema
g2(x) = 1/(2(2 + x)2): |g'o(x)| < 1 & x> -7/4
O intervalo I = [0;3], por exemplo, satisfaz o teorema
Consideremos g,(x) = (2 + x)V2, x, = O:

= X; = g(Xp) = (2 + %)% =1,41421

= X, =g(x;) = (2+x)%2=184775

= X5 =g(X,) = (2+x,)2=196157

= X, = g(X3)= (2 +x3)2=198036
= A sequéncia esta convergindo para &, = 2



Ordem da convergéncia

= Sejam {x;} uma sequéncia que converge para a raiz ¢,
e=x.-¢ 0 erro na iteragdo i20 e 0<K<1 uma constante

= Selim_,. le,l/le| = K> 0, dizemos que {x;} tem ordem
de convergéncialinear e constante assintotica de erro K
= Selim_,. |le,l/le;| = O: a convergéncia serd superlinear

= Se houver constantes p>1 e C>0 tais que lim, ... |e,q|/|e|P = C,
entdo p serd a ordem de convergéncia dessa sequéncia, e C
serd a constante assintotica de erro

= Quanto maior o valor de p, maior a rapidez de convergéncia do
método iterativo

= No Método do Ponto Fixo, pode-se demonstrar que
lim,_..e../e; = g'(§) <1, ou seja, a ordem de convergéncia
é linear



Demonstracao

Na demonstragdo do teorema da convergéncia,
vimos que x,,; - £ = g'(c;).(x; - &), i20, onde c; estd
entre x. e ¢

Portanto, (x..; - £)/(x; - &) = g'(c,)

Tomando o limite quando i—oo:

" limi, (g = €)/(x - &) = limi,. g'(c;) = g'(lim_,.. ¢;)) = g'(€)
Logo, lim__. e.i/e;=g(§) = C

Além disso, |C|<1, pois g'(x) satisfaz as hipdteses
do teorema da convergéncia

Neste caso, a convergéncia serd mais rdpida
quanto menor for |g'(§)|



Ponto Fixo: andlise geral

= Vantagens:
= Convergéncia rdpida
= Desvantagens:
= Obtencdo de uma funcdo de iteragdo
= Determinagdo de um intervalo inicial valido
= Dificil implementagdo
= A importdncia deste método estd mais no

estudo dos seus conceitos que em sua
eficiéncia computacional



CCI-22

= Introducdo

= Enumeragdo das raizes de um polinomio
= Isolamento das raizes de um polinomio
Métodos iterativos

= Bissec¢do

= Posicdo Falsa

= Ponto Fixo

= Newton-Raphson
= Secante

= Consideracodes finais

= Sistemas de equagoes ndo lineares



Método de Newton-Raphson

Dada uma funcdo f(x) continua no intervalo [a,b]
que contém uma Unica raiz, e um ponto inicial x,
é possivel encontrar uma aproximagdo para essa
raiz a partir da intersegdo do eixo x com a reta
tangente a curva em X,

O ponto inicial x, € escolhido em fungdo do
comportamento da curva nas proximidades da
raiz

Cdlculo das aproximagoes: x;,; = x; - f(x;)/f'(x;)



Newton-Raphson: andlise grafica

f(x) 4

. : >
/ X5 X
4% iteragdo

— . 39 iteracdo

. 2¢ iteragdo

19 iteracdo

= Seja o ponto (x;, f(x;))

= Traga-se a reta L,(x) tangente a curva nesse ponto:
Li+1(x) - f(x.‘) + f'(Xi)(XM - Xi)

= No cruzamento com o eixo x, L,4(x) = O:
0= f(x,)+ f'(x.)(X.,y - %)

= Portanto, x., = x, - f(x.)/f'(x.)



Caso particular do Ponto Fixo

= O Método de Newton-Raphson pode ser

entendido como um caso particular do Método
do Ponto Fixo, onde g(x) = x - f(x)/f'(x)
= Calculando a derivada de g(x):
= g'(x) = 1-[f'(x)* - f(x).f"()V/F(x)°
" g'(x) = f(x).f"(x)/f'(x)°
= Na raiz &, sabemos que f(€) = O.
Desde que f'(§) # 0, entdo g'(§) = O

= De acordo com o teorema da convergéncia do
Método do Ponto Fixo, podemos concluir que o
Método de Newton-Raphson converge com
rapidez maxima para a raiz



Convergéncia

= Teorema: Sejam f(x), f'(x) e f"(x) continuas em um
intervalo I que contém uma raiz ¢ de f(x). Supondo
f'(¢) 2 0, existe um intervalo I — I contendo essa raiz
tal que, se x, € I, a sequéncia {x} gerada por
X1 = X; - f(x,)/f'(x;) converge para ela

= Demonstragdo: basta verificar que sdo satisfeitas as
hipéteses do teorema da convergéncia do Método do
Ponto Fixo

= Em outras palavras, o Método de Newton-Raphson
converge desde que a aproximagdo inicial seja
suficientemente proxima da raiz

= Além disso, podemos comprovar que sua convergencia é
de ordem quadradtica: lim._,_e;,/e?=Cz0

e




Convergéncia de ordem quadratica

" Xiug = X - T0G)/ (%) = g(x;)

" X - §=x- & - f0)/f(x)

" ey = e - F(x)/f(x)

= Desenvolvimento de Taylor de f(x) em torno de x;:
f(x) = f(x;)) + f'(x,).(x-x;) + f'(c;).(x-x,)/2, onde c, estd entre x e x;
Para x = §: 0 = f(§) = f(x;) - f'(x)).(x;-€) + f"(c;).(x;-€)?/2
f(x;) = f'(x;).e; - f'(c;).e?/2
e; - f(x)/f'(x;) = f'(c;).e?/2f'(x;)
Utilizando a férmula acima: f"(c;).e;2/2f'(x,) = e..;

= eu/ef = f(c)/2f(x)
= limi. ei/e = lim, f'(c;)/ 2 (x;) = £'(€)/2f'(¢)
= lim_.e./ef = g"(€)/2

o lim e ./e?= g'(x) = F(x).F (X)/F(x)?
lim;_... .1/ = C \ g"(x) = L(F(x)F'(x) + £(x)-FOQ).F(x)? = 26" (x).F (). ()] /£ (x)*

g'(8) = f(€)-F(E)/F(8)
g'(€) = f(€)/F(€)




Exemplo

f(x) = x3-5x2+17x + 21

f'(x) = 3x2 - 10x + 17

= Xo=-10

= X, = X - f(xg)/f'(%y) =-10+2/30=-0,9333333333
= X, = X; - f(x)/f(xy) = -0,9321152567

= X3 =X, - f(x,)/f'(x,) =-0,9321148567

" X, = X3 - f(x3)/f'(x3) = -0,9321148567



Casos de /foop infinito

= Em alguns casos, o Método de Newton-Raphson
pode entrar em loop...

= Exemplos:

f(x) 4

xy



Newton-Raphson: andlise geral

= Vantagens:
= Convergéncia rdpida
= Desvantagens:

= Risco de /fogp infinito (casos raros)

= Necessidade da obtencdo de f'(x)
Uma aproximagdo: f'(x) & [f(x+€) - f(x)]/€, com € pequeno
= Risco de chegar a x; tal que f'(x,) =0

= Dificuldade de se encontrar uma aproximagdo inicial
adequada

= O Método da Bissecgdo pode ser utilizado para
se obter uma boa aproximagado inicial
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Método da Secante

= Para se evitar o cdlculo de derivadas, podemos
usar um modelo linear baseado nos valores mais
recentes de f(x)

= Partindo de duas aproximagoes x;; e X;,
calculamos a reta que passa por (x;,f(x;1)) e
(x:,f(x,)). A intersecdo desta reta com o eixo x
determina a nova aproximagdo X;,;, € 0 processo
continua a partir de x; e X,

= Cdlculo das aproximagoes:

Xiwg = X = (Xi = X)) F()/(F(xq) - £(xi4))



Secante: andlise grafica

f(x) 4 S

xy

4 iteragdo
3% iteracao
2% iteracdo

— 19 iteragdo

I

= Sejam os pontos (X, 1,f(x.1)) e (x;,f(x))

= Traga-se a reta L;;(x) que passa por ambos os pontos:
Lig(x) = £(x;) + (X - %).(F(x)) - F(x.)/ (X, - %)

= No cruzamento com o eixo x, L,4(x) = O:
0 = F(x)) * (Xug - X)-LF(x)) - F(x0)/ (%, = X,.)

= Portanto, x;,; = X; = (x; = x._{).f(x.)/(f(x,) - f(x.1))



Exemplo

f(x)=x2+x-6

¢=2,%X0=15:x,=17

" Xy = X1 = (Xg = Xo)-F(X1)/(f(x1) - (x0))

= x,=1,7-01,7-15).(-1,41)/(-1,41+2,25) = 2,03571
= X3 =199774

= X, =1,99999



Convergéncia

= Como o Método da Secante € uma aproximagdo
do Método de Newton-Raphson, as condigdes
de convergéncia sdo praticamente as mesmas

= Pode-se demonstrar que, no Método da
Secante, lim._,. e..;/e? = C 20, onde
p = 3(1+512) » 1,618 (razdo durea)

= Portanto, esse método € um pouco mais lento
que o Método de Newton-Raphson

= Além disso, é importante frisar que pode
divergir se f(x;) ® f(x;,)



Secante: andlise geral

= Vantagens:

= Convergéncia quase tdo rdapida quanto Newton-
Raphson

= Cdlculos mais simples

= Desvantagens:
= Dificuldade de se encontrar as aproximagoes iniciais
= Pode divergir se a curva for quase paralela ao eixo x

= Dados x,; e x;, X;,; pode cair fora do dominio de f

= O Método da Bissecgdo fambém pode ser
utilizado para se obter as aproximagoes iniciais
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Uma comparagao

Fungdo | Raiz | Critério de parada
f(x)=exx-cosx | e (1:2) | f(x)<10%ou |x; - x| <104
Bisseccdo Posigdo Ponto Fixo Newton- | o nte
Falsa g(x) = cos x-e*x+x | Raphson
Dados
1,2 1,2 Xo=15 Xo=15 Xog=1,x,=2
niciais [1.2] [1.2] 0 0 0 1
i
. . 14 6 6 2 5
(iteracoes)
X, 1,44741821 | 1,44735707 1,44752471 1,44741635 | 144741345
f(x;) 21921105 | -3,6387.10°5 7,0258.10°5 1,3205.106 | -5,2395.107
Erro em x; | 61035105 | 55288.10" 1,9319.10 17072103 | 1,8553.10




Consideracoes finais

= Principais critérios de comparagdo entre os
métodos: garantia e rapidez de convergéncia e
esforgo computacional
= Convergéncia:
= Bissecgdo e Posi¢do Falsa: basta que a fungdo seja
continua no intervalo [a,b] e que f(a).f(b) <O
= Ponto Fixo, Newton-Raphson e Secante: condigoes
mais restritivas, mas maior rapidez
= Quando ndo for dificil verificar as condicdes
de convergéncia, convém usar o Método de
Newton-Raphson; se o cdlculo de f'(x) for muito
complicado, tentar o Método da Secante



MatlLab

= fzero(fungdo, x0)

= Dada uma fungdo como pardmetro, retorna uma raiz que esteja préxima de x0
= Exemplos:

= fzero(inline('x”10 - 3", 1)

= fzero(inline('’x”10 - 3"), [0 2])
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Sistemas de equagoes ndo lineares

= Dada uma funcdo ndo linear F: D « R" — R",
F=(f, .., f,)7, oobjetivo € encontrar as
solugoes de F(x) =0

= Equivalentemente:

—

fl(Xl, X2, cee, Xn) - O
fz(xl, X2, cee, Xn) - O

\fn(Xl, Xo, oty Xn) =0

onde pelo menos uma fungdo f,(x), 1 <i<n,
ndo € linear



Exemplos

fl(xlf XZ) = xl2 + XZZ -2=0 fl(xll XZ) = Xlz - Xy = 0,2 =0
fa(x1, X2) = X% - x,2/9-1=10 fo(xy, X5) = X2 =x,+1=0
) X
2 A .
XX XI v \\ ;1

4 solugoes Ndo ha solugdes



Matriz Jacobiana

= O vetor das derivadas parciais de cada fungdo

f(xq, ..., X,), 1<i<n, édenominado vetor gradiente
de f; e serd denotado por Vf;(x):

i
vi(x)=| S0 90 ()

0xX; 90X, 0X,,

= A matriz J(x) das derivadas parciais de F(x) é
chamada de Matriz Jacobiana :

o) ) )

_Vﬁ (x)T | OX; 0X, X,
Vf (X)T an(X) an(X) an(X)
e B e I
VEOT] |90 0 )

| 0X; 0X5 0X,,



Método de Newton

= A resolugdo mais estudada e conhecida de sistemas de
equagodes ndo lineares é o Método de Newton

= Analogamente ao caso de uma Unica equagdo, dada a
aproximagdo x) € D, para qualquer x € D existe ¢; € D
tal que f,(x) = f,(x®) + Vf.(c)T.(x - x®), onde 1 <i¢n

= Aproximando Vf(c;) por Vf(x®), 1< i< n, temos um
modelo local para f(x) em torno de xx:
fi(x) & f;(x®) + VF(xE)T (x - xK),onde 1 <i¢n
= Consequentemente:
= F(x) ® L(x) = F(x®) + J(x®).(x - x®)
= L (%)= 0 o J(xK).(x - xK) = -F(xK)
= Chamando s = x - x(, temos que x*1) = x(k) + sk} onde
s(k) € solugdo do sistema linear J(xM).s = -F(xk))



Exemplo

X; + X, — 3 Solugdes: x* = [3 0] e x** = [0 3]"
X{ +%X5 -9 - o |1
J(x)= x(0) =
2X; 2X, 5
1? iteracdo:
©y_| 3 oy |1 1 1 17 [-3]  [-1625
i ){17 JI=15 10 2 1007 |-17|7 %7 ~1375

17 [-1625] [-0,625
1) _ (0, ¢ 625| -0,
e {5}{-1,375} {3,625}

2% iteragdo:

0 11 11 0 0533
1y — 1)y — _ _| O
F(x®) {4153125} T {_1,25 7,25} {—1,25 7,25}5 {—4,53125}35 {—0,533}

x@ =@ Lo -0,625 N 0533 | [-0,092
- "] 3625 | |-0533| | 30917



Método de Newton Modificado

= Sob condigdes adequadas envolvendo o ponto inicial x©, a
fungdo F(x) e a matriz Jacobiana J(x), a sequéncia {x(}
gerada pelo Método de Newton converge para a raiz com
taxa quadrdtica

= No entanto, cada iteragdo exige a resolugdo do sistema
J(xM).s = -F(x(®), que compromete seu desempenho. Além
disso, existe o risco de que alguma J(x®)) seja singular...

= Uma possivel modificagdo € utilizar a matriz J(x(®) em todas
as iteragdes: desse modo, a sequéncia {x)} serd gerada
através de xkD) = x(k) + sk onde s é solugdo do sistema
linear J(x®).s = -F(x®). Escolhe-se x tal que J(x©) seja
ndo singular

= A decomposigdo LU da matriz J(x©) melhora o desempenho
deste novo algoritmo, que é chamado Método de Newton
Modificado. No entanto, sua taxa de convergéncia passa a ser
linear



Mesmo exemplo

Solucoes: x* =[3 O]Te x** =[0 3]
X; + X, -3 G [3 O] [0 3]
Xy X5 = T(x) = x(0) —
2X; 2%, 5
1? iteragdo:
3 1 1 1 1 -3 ~1625
(0)y _ (0)y _ _ _|-L
F(x©) {17} IO {2 10} {2 10}s [—17}35 {—1,375}
17 [-1625] [-0625
(1 _ (0) _ ! _ ‘
S +S‘M+{-1,375}{ 3,625}
2% iteracdo:
Fx®y=| O 1 1. [ O [ 056640625
~| 453125 2 10°7|-453125|~ ° 7| -056640625

@) _ o) {— 0,625} { 0,56640625 } {— 0,05859375}

3,625 —-0,56640625 3,05859375



