CCI-36 — Computacao Grafica

Transformacoes 3D e Projecoes

Instituto Tecnologico de Aeronautica

Prof. Carlos Henrique Q. Forster — Sala 121 IEC

forster@ita.br



Topicos da aula
e Geometria Projetiva Tridimensional
e Transformacdes em 3D
e Representacao de Rotacdes
e Transformacao de Corpo rigido em 3D
e Projecao ortografica
e Projecao perspectiva
e Pontos de fuga
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Livro para acompanhar essa aula

Mathematical Elements for Computer Graphics (2nd edition)
D. F. Rogers, J. A. Adams

McGraw-Hill

Capitulos 2 e 3 pp 61-206

Fundamentos de Geometria Computacional
Resende, R. J., Stolfi, J.

IX Escola de Computacio, Recife, 1994
Capitulo 2 pp 25-76

Foley
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Geometria Projetiva 3D
T° é o espaco projetivo orientado.

Pontos

Os pontos sao representados por quadruplas de coordenadas homogéneas
[ [ 0 0 0 of
A Y < W] das quais se exclui e correspondem ao ponto
T
[X/ wo ylw z/ W] em coordenadas cartesianas para W > 0 a direcéo do vetor

(X, ¥,2) se w=0 ou ao ponto [X/W yiw Z/W]T do alémse W<0.
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Plano

e um

(X,Y,Z,W)

Planos sao definidos por quadruplas de coeficientes homogéneos

T
ponto [x y z W] oertence ao plano se XX +Yy+Zz+Ww=0

Um plano divide os espaco em dois lados. De acordo com o sinal da expressao

T
Xx+Yy+Zz+Ww |m ponto [x y < W] esta do lado positivo ou do lado
negativo do plano.

T
O plano no infinito é definido como Q= [O 0 0 1] , que define o aquém do

espaco como os pontos que W > Oeo além, W< 0.
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Orientacao do tetraedro

Xo Yo 20 Wy
o0 4 W
X Vo L W

Xy Y3 43 W3

A(p,, Py, Py» P3) =—SgN

Obtenc&o do plano por 3 pontos Po ¥V P1 vV P2 = [X Y 7 W],

Wo Yo <o Wo Xo <o Wo Xo Yo Xo Yo <o

X==w y g,Y=w x zZ==w x y»W/WW=x » gz

w, Y, W, Xy, % w, X, Y, X Yo %

Obtencao do ponto interseccido de 3 planos (que ndo possuem reta comum) pela
formula dual.

CCI-36 — Computacgao Grafica — ITA— IEC Transformacodes 3D e Projecbes-6/39




Transformacoes Geometricas em 3D

Transformacao 4x4 de coordenadas homogéneas

(transformacao projetiva em 3D)

x/
Y

Z/
W/

C
f
J
r

[
m
n

\)
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Partes da matriz de transformacao:

a b c|
d e f
: . | Transformacao linear em 3D.
& b J
B
m

Vetor de translagcao em 3D.

[P q 7 ] perspectiva.

[S] escala global
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Escala em 3D

a 0 0 O

0 ¢ 0 (X'=ax
00 j o] Y=
00 0 1] BT

Exemplo: aplicar escala ao paralelepipedo

1/2 02200220
1/3 00330033

1 |1 1110000

I 111111111
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Escala global

1

1

1/2

Translacao3D

1

0
0
0

0

o O =

0

S = O

equivale a

N

-

xX=x+I

y=y+m

Z7=z+n
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Reflexo 3D

Cisalhamento

1

0
0
0

1
0
0
0

0

1
0
0

0
1
0
0

C
f
1
0

o O O

1

_o O O

Reflexo em relacao ao plano xy.

N

(X=x+cz

y=y+Jz

7=12

Desloca x e y em fungao de z.

Cisalhamentos nos outros planos sao analogos.
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Rotacoes em 3D

1 0 0 0
. 0O cos@ -—sin@ O
10 sin@ cos@ O ) | | S
Rotacao em torno do eixo x no sentido anti-horario.
0 0 0 1]
 cosd@ 0 sinfd O
0 1 0O O
Ry = .
—sin@ 0 cos@ O i _ _ o
Rotacao em torno do eixo y no sentido anti-horario.
0 0O O 1
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Rotacdo em torno do eixo z no sentido anti-horario.

cosd —sind 0 0

P - sinf cosd O O
: 0 0 1 O
0 1

0 0

O determinante é 1.

As linhas sao vetores ortonormais (unitarios e ortogonais).

Porisso R =R~

A composicao de rotagdes € associativa, mas nao € comutativa.
A mudanca da ordem das rotagoes pode dar resultados diferentes.
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Exemplo: Rotacao de 90 graus em x e em y.

Depois em ordem inversa.

1

0
1

-1

0

1
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Exercicio: Composicao de Transformacoes

Rotacao em torno de um eixo arbitrario.

T
Eixo passa por [xo Yo Zo] com cossenos de direcéo (Cx’cy’cz).
Rotacao por um angulo 0.

1- Transladar de (_ xo’_)’o’_zo) para eixo passar pela origem.

2- Rotacionar em torno do eixo x até eixo no plano xz.
3- Rotacionar em torno do eixo y até eixo coincidir com eixo z.

4- Rotacionar O em torno do eixo z
5- Transformacao 3 inversa
6- Transformagao 2 inversa
7- Transformacgao 1 inversa
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5 —XO_
1 _
T, = "
1 -z
L 1_
dz\/cy2+cz2
c, . c,
cosa =—<,singy =—
d
1 0 0 0
I -R - 0 c/d —c,/d 0

|0 ¢, /d c/d O
0 O 0 1
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cosff=d,sinf=c,

'd 0 —-c. 0
0O 1 0 O
T,=R, =
“ e, 0 d O
0 0 0 1
cosd —sind 0 O]
sind  coso 0 0
T,=R, =
0 0 1 0
0 0O 0 1

L =1y -1
Composicao: T1 Tz T3 T4T3T2T1
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Outros Exemplos de Composicao de Transformacoes:
e Rotacoes e Translacoes
e Rotacao por eixo paralelo a um eixo coordenado.
e Reflexo sobre plano arbitrario no espaco
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Transformacoes Afins em 3D

a b ¢ [
P=|d e f|P+|m
- . (coordenadas cartesianas)
& U J] | ]
Ou ainda, em coordenadas homogéneas:
a b ¢ I
L, |d e m
P = | f P
g§ Lt J n
00 0 1

Preservam o paralelismo de retas e de planos e as combinagdes convexas.
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Transformacoes de Corpo Rigido em 3D

RotacoOes e translagdes em 3D e suas composicoes.

(2 2 2

a " +b" +c” =1

d’>+e’ + f* =1

gi+it+j =1

a b c [ ) a b c
P=|d e f|P+|m ad+be+cf =0 g ¢ fl=+1
g i | dg+ei+ fj=0 ¢ g i

lag+bi+cj=0

Restricoes nao-lineares
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Representacao de Rotacoes em 3D
3 graus de liberdade

e Angulos de Euler: rotacdo em x, rotacdo em y e rotagdo em z.

Angulos de Euler II: eixo pela origem e angulo de rotacdo (regra mao direita).
e Matriz 3x3 ortonormal positiva.
e Quatérnions unitarios.

Problema dos angulos de Euler € o chamado “Gimbal lock”: para uma dada
configuracao, um grau de liberdade € perdido.
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Lembrando numeros complexos

Z=X+1Y onde i=\/—_1.

Soma &1+ 2, = (X +X,) +i(y, + ¥,) > translaczo.

Escala 02 = (0x)+i(@y) 3 escala uniforme.

Produto i * 2, = (% + Iy )(x, +1y,) = XX, = ¥, ¥, +i(X,y, +x,Y,)
Formula de Euler € =cos@+isin @

Produto por €' - z-€'” =xcos@— ysin@+i(ycosf+ xsin )

Numero complexo unitario representa uma rotacao em 2D.
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Quatérnions
Vetor de 4 componentes

o

qd =4 T (soma de um componente escalar e um vetor 3D).

Produto, associativo, mas nao comutativo

o . 0O O ]/' j— pq —_ p o q

r=pq y_
r=pq+4gp+pxq

Produto escalar de quartenhdes

pP®q=pqg+p-q

Norma:
q=q°q=9"+q-q
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Quartenhao unitario tem normaigual a 1.

Rotacao de 6 em torno de um vetor unitario @ & representada por
o .0 6.
g =SIn—+| CoOS— (@

2 2

(¢ o

Notar que — ¢ define a mesma rotagédo que ¢, visto que inverte a orientacdo do eixo
e 0 angulo simultaneamente.

Quartenhdo conjugado:
o
*
q =49—4q
Inverte apenas o0 “cosseno”: rotacdo inversa para quartenhao unitario:

q9 =99 =1 (para quartenhdo unitario)
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Formula da rotacao

0+x) = g(0+%)q’

A composicao de rotagoes resulta da multiplicacao de quartenhoes

(¢ (]

0+x") = p0+x) p" = p(@O0+%)¢") p" = (pPO+x)(q p)’

A matriz de rotagao correspondente €

G +4" - —q;  2-4yq;+ 9.4, 2(q04 + 0:45)
R= 2(909;5 + 9,9,) 5102 — 5112 + 5122 — %2 2(=q09, + 9,95)
i 2(-q09, + 9,95) 2(909, + 4:9,) %2 - %2 - 5122 + %2_

CCI-36 — Computacgao Grafica — ITA— IEC Transformacodes 3D e Projecbes-25/39



Para os angulos de Euler &> ,3, Y , a matriz de rotacdo é dada por

i cos fcosy —cos fsiny sin 3
R=| sinasin fcosy+cosasiny —sinasin fsiny+cosacosy —sinacos/f

—cosasin fcosy+sinasiny  cosasin fsiny+sSin@cosy  cOSKCOS Y

T
A rotacdo em torno do vetor 1 = [n1 n, n3] unitario é

- _ g )
n, mn, R
2 .
R=1Icos@+(—cosO) n,n, n,” n,n, |+sinf n, 0 -—n
i 0
nn,  nn, N, -n, n |

Os autovalores de R sdo 1, C0S@ T isIn 6 o auto-vetor de 1 & o vetor n (eixo).
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Projecao Ortografica

Reducao para um espaco de dimensao menor.
No caso da projecao ortografica, perdemos a informagao do eixo z.

I 0 0 Ofx
PZOlOOy
0O 0 0 O}z
00 0 Ijw|
X=X
Y=y
Z =0
W=w

ou simplesmente

P

oS O =
oS = O
o O O
_— O O

S N < =
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Projecao Perspectiva

Varias formulacdes possiveis
A

C é o centro de projecao, f é a distancia focal (C ao plano-imagem).
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.

Y =fy
x = fx
w =z
_ | xl
F 00 0
P=lo £ o of”
0 0 1 0|°
i Jy

, OU entao

P =

X
Y
<

_W_
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Outro modelo.

O plano-imagem agora esta sobre a origem (e nao o centro de projecao).
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, Y=foy
Y- Y o .
foaef | f

. tf

Em coordenadas homogéneas:
Y=y 10 0 0]
X=x P=l0 1 0 of°

, z+f Z 00 I/f 1 <
w = =1+— B A

/ / L
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Mais um modelo
A

Agora o centro de projecao esta a frente do plano-imagem.
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, Y=foy
Y- Y o
fooza=f o f
. 2/

Em coordenadas homogéneas:

Y=y 10 0 0]

X=x P=l01 0 o
. <

NP Sl A 0 0 1/f -1
o f L™
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Pontos de Fuga

Os pontos de fuga numa imagem de perspectiva sao 0s pontos em que as imagens
das retas paralelas de uma cena se encontram.

Para nds, é simplesmente a projecao perspectiva de pontos no infinito.

Se a transformacao de um ponto no infinito resultar um ponto no infinito, as retas
paralelas naquela dire¢cao sao também paralelas na imagem.

Se a transformacéo de um ponto no infinito resultar um ponto finito, as retas paralelas
naquela diregao sao concorrentes na imagem sobre esse ponto.
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Pontos de Fuga
Resultado da seguinte matriz de projecao

1 0 O

0 10
0 0 1
p 0 0O

Aplicando ao ponto no infinito no eixo x

0

0
0
1

X

y
Z
1

X

Y
Z

px+1

kN O O =

o O = O

o of1] 1] [1/p
0 0[O0 [0] | O
1 ofo] o] | O
0 1]o] |[p| | 1
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Resultado da seguinte projetividade:

1 0 0 O

X X

O 1 0 Ofy|_ y

0 01 0fz| z

p qg r 11| | px+py+pz+1

Aplicando aos pontos no infinito da direcao dos eixos x, y e z e a origem:
‘1 0 0 o1 0o 0 o [1/p|l]l O] O]|O]

O 1 0 OO0 1 O O 0 1/qg 0 0

O 01 OO0 O 1 O ~ 0 0 1/r| |0

p g r 1JO 0O O 1} | 1 || 1 [ 1][1]
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Exemplo — encontrar os pontos de fuga da seguinte transformacéao para as retas

paralelas ao eixo x, ao eixo y e ao eixo z.

- 0.866 0 -05 0
-0.354 0.707 -0.612 0

0 0 0 0
—0.141 —0.283 -0.245 1
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Resposta: O ponto de fuga de

- 0.866 0 -05 0
-0.354 0.707 -0.612 0

0 0 0 0
—0.141 -0.283 —-0.245 1

Em coordenadas cartesianas € o ponto

- 0.866
—0.354
10
para O eIXo X € )
—0.141
—6.142]
2.5
‘1) ou (=6.142,2.5) g2 imagem.

Os pontos de fuga para o eixo y e z sdo respectivamente ((), — 2-5) e (2-04, 2-5)
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Exemplo

Translacao para traz e para frente.

Mudanca da distancia focal em cada um dos modelos de projecao perspectiva.
Encontrar os pontos de fuga para uma dada mairiz de transformacao.
Encontrar a matriz de projecao ortografica numa determinada direcao.
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