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Definigdo

Interpolar significa situar entre dois polos, intercalar,
interserir

Dados alguns valores discretos de uma determinada
fungdo, sua interpolagdo consiste em determinar outra
fungdo (em geral, um polindmio) que seja continua e que
coincida nesses pontos

Exemplo: calor especifico da dgua

°C 20 25 30 35 40 45 50

Calor

. 0,99907 [ 0,99852 | 0,99826 | 0,99818 | 0,99828 | 0,99849 | 0,99878
especifico

Esse processo também pode ser Util quando se deseja
substituir uma fungdo de dificil integragdo ou derivagdo

Formalizagdo

= Dados n+1 valores distintos x,, Xy, ..., X,, chamados nés
ou pontos de interpolagdo, e os respectivos valores
f(xo), T(xy), ..., f(x,), deseja-se determinar um
polindmio interpolador p,(x) de grau mdximo n tal que
pa(x) = f(x),0<i<n

= Como x; 2 x;, para O <i,j<n,i# j, entdo p,(x) € dnico

= Demonstragdo:

= Sejap,(X) = ag + apX + G.X% + ... + @, X"
1 Xg .o X} a f(xo)

n f(x
Xa=y onde: Xz? Tt =% y= (:1)

/1 X, o XD a, f(xq)

_ Se os x; sdo distintos, entdo det(X) z 0

Modos de se obter p,(x)

* Hd trés modos de se calcular p,(x):

= Resolugdo do sistema linear com matriz de
Vandermonde

= Forma de Lagrange
= Forma de Newton (diferencas divididas)

* Uma alternativa mais simples de interpolagdo €,

ao invés de calcular p,(x), fazer interpolagdes
em cada grupo de dois trés pontos. Esses casos
sdo chamados de interpolagdo linear ou
quadrdtica, respectivamente
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Forma de Lagrange

= Sejam n+1 pontos distintos xg, Xy, ..., X, e y; = f(x;),
0 <i<n. Seja p,(x) o polindmio de grau mdximo n que
interpola f nesses pontos

= pu(x) pode ser representado do seguinte modo:

" pn(x) = YO-LO(X) + YI-LI(X) oot Yn'Ln(x)
= L,(x) sdo polindmios de graun, 0 < k<n

= Deseja-se que p,(x;)=y;, 0<i<n

* Hd um modo simples de satisfazer essas condigdes:

= L(x)=0,sekzi
" L(x)=1sek=i

= Basta definir:

L.(X) = (X = X0)-(X = X1) -+ (X = Xie1)-(X = Xieer) - (X = X,)

Xk~ Xo0)-(Xic= X1) -+ (Xic = Xie1)-(Xic= Xicer) oo (Xic= X)

Exemplo

x | 1 o 2
f) | 4 1 -1

= Forma de Lagrange: p,(x) = yo.Lo(X) + y1.L1(X) + y,.L(X)

= Lo(x) = (x = x)(x = x2)/[(%g = X)(Xg = X2)] = (X% - 2x)/3
= Ly(x) = (X = Xo)(x = X2)/[(X; = Xo)(X; = x2)] = (X2 - x - 2)/(-2)
= La(x) = (X = Xo)(x - X)/[(Xz = X0)(Xz = X1)] = (X2 + X)/6

pa(x) = 4(x2 - 2x)/3 + 1(x? - x - 2)/(-2) - 1(x? + x)/6

po(x) =1-(7/3)x + (2/3)x?

CCI-22

= Introdugdo

= Forma de Lagrange

* Forma de Newton

= Forma de Newton-Gregory
= Interpolagdo inversa

= Estudo do erro

= Convergéncia

= Fungdes splines

Operador Diferengas Divididas

Seja f(x) uma fungdo tabelada em n+1 pontos distintos
XO’ Xl, ceey xn

Definimos o operador diferencas divididas por:

= flx0] = f(xo) Ordem 0
= flxo, X1 = (f[x1] - F[xo1)/(X; - Xo) Ordem 1
= flxo, X1, X21= (fIxq, %21 = f[Xo, X11)/ (X5 = Xo) Ordem 2

= flXo, X1, Xz, X31 = (F[X1. Xo, X3] = f[Xo, X1, X21)/(X3 - X0) ~ Ordem 3
Generalizando para a ordem n:

= flxo, X1, Xz, oo, Xp] = (F[Xq, Xz, o) X, = F[Xo, Xy, ooy X 1D/ (X, = Xo)
Dizemos que f[xg, Xy, ..., X] € a diferenga dividida de
ordem k da fungdo f(x) sobre os k+1 pontos xg, X, ..., Xy
Prova-se que f[xg, Xy, ..., X,] € simétrica nos argumentos

= Exemplo: f[xq, X1, X,1 = f[x;, Xo, X1 = f[X5, Xy, Xo]

= A demonstragdo baseia-se em que f[x;, Xl = f[xj, x;]




Tabela de Diferengas Divididas

= As diferengas divididas podem ser calculadas e
armazenadas através da seguinte tabela:

x Ordem 0  Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem n
Xo fxol
X0, X,
Xy flx,] X0, X1, %]
flx,, x,] X0 X1, Xz, %3]
Xz fIx.] Xy, Xz, X3]
flxz, %3] X1, Xz, X3, X4]
X3 fIxs] X, X3, X4] X0 X1, X, ey X,]
X3, X4]
X, flx,] FIXp30 Xn20 s %]
g X2, Xo1. X,
LI
X, fx,]

Exemplo

X -1 0 1 2 3
f] 1 1 0 1 -2

X Ordem O Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4

Xo=-1 flxol=1
fixo. x:1=0

x=0 | flx]=1 X0, X1, Xz] = -1/2
flxy, x] = -1 flXo, X1, Xz, X3]=1/6

Xz=1 flx.1=0 flx1, Xz, X3]= 0 flXo, X1, Xz, X3, X4] = -1/24
flxz. x3]= -1 X1, Xz, X3, X412 0

X3=2 flxz]=-1 flX2, X3, X4]= 0
flxs, Xq] = -1

X4=3 flxs]= -2

Forma de Newton

= Seja f(x) continua e com tantas derivadas
continuas quantas necessdrias hum intervalo
[a,b]. Sejam n+1 pontos nesse intervalo:
A= Xg<X;<...<X,=b
= O polindmio p,(x) de grau mdximo n que
interpola f(x) nesses pontos pode ser
encontrado de modo construtivo:
= Calcula-se py(x) que interpola f(x) em x,
= Calcula-se py(x) que interpola f(x) em x, e x,
= Calcula-se p,(x) que interpola f(x) em x,, X; e X,
= Assim por diante, até p,(x)

Cdlculo de py(x)

= po(X) € o polindmio de grau O que interpola f(x)
em X = Xq. Entdo, po(x) = f(xg) = f[xo]
* Para todo x € [a,b], X # Xy:
* flx.Xo] = (f[x0] - f[x1)/(xo - x)
* flx.x0] = (f(x0) - F(x))/(xo - X)
" (Xo - X).F[x.%0] = f(xo) - f(x)
= f(x) = f(Xo) + (x - x0).f[x.X0]
= £(x) = po(x) + (x - X0).f[x.Xo]
\—Y—)

Eo(x) : erro de aproximagdo




Cdlculo de py(x)

= py(x) € o polindmio de grau mdximo 1 que interpola f(x)
= Para todo x € [a,b], X # Xy e x # X;:

= flxXoX1] = (f[X0.X;] - F[X.%01)/ (X, - X)

= fIxx0X1]1 = (F[x. %01 - fIX0.X;1)/(x - x7)

= flxXoX;] = (fIx0.X] - FIx1.%01)/ (X - x1)

= fIxx0.%1] = (F(X) - F(X0))/ (X - Xo) - FX1, %01}/ (X - x7)

= fIxxoX1] = (F(X) - F(Xo) = (X - Xo)F[x1, XD/ ((X - Xo)(X - X))

= f(x)= f(xo) +(x - xo)ﬂ:’(p’(o]‘+ Fx - Xo)(x - x1)f[xlxo/x1]}

pa(X) Ej(x)
= p(x) =lf(xo)"“ Sx - Xo)f[xo/xﬂl

o) )

Generalizagdo

= Analogamente, é possivel verificar que:
= pa(x) = f(Xo) + (X - X)f[Xo.X;] + (X - Xo)(X = X1)f[X,X1,X;]

pi(X) )
- E400) = (X - X6)(X = X)X - X2)F[X X0 X, X ]

= Ao generalizarmos esses resultados, encontramos p,(x)
e seu correspondente erro de aproximagdo:
= pa(X) = F(X0) + (X - X)F[Xo X1 + ... + (X = Xo)..(X = X 1)F[X0 X100 Xy ]
= E(X) = (X - Xo)(X = X)X = X )F[X, X0 Xy, X ]
= Podemos comprovar que, de fato, p,(x) interpola f(x) em
Xg, Xq, ey Xyt
* f(x) = p(x) + Ei(x)
= (X = Pa(Xid + En(x) = Pa(Xi), paraO < k< n

Exemplo (ja visto)

x |1 o 2
f] 4 1

'
[

x | Ordem0  Ordem 1 Ordem 2

Dy

flx, %] = 1

pa(x) = 4+ (x + 1)(-3) + (x + 1)(x - 0)(2/3)

po(x) = (2/3)x2 - (7/3)x + 1
" [ Mesmo resulfado|
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Forma de Newton-Gregory

* Quando os nés da interpolagdo sdo igualmente
espagados, p,(x) pode ser obtido pela forma de
Newton-Gregory

= Sejam Xg, Xy, ..., X, pontos que se sucedem com
passo h. Chamamos A de operador de
diferengas ordindrias :

= Af(x) = f(x + h) - f(x)

= A2f(x) = Af(x + h) - Af(x)

= Arf(x) = Avif(x + h) - Av1f(x)
= Naturalmente, A% (x) = f(x)

Tabela de Diferencas Ordindrias

= Analogamente ds diferengas divididas, podemos usar
uma tabela para armazenar as diferengas ordindrias:

x f(x) Af(x) Af(x) A3f(x) ... Arf(x)
Xo f(x0)
Af(x)
X f(x,) D2f(x,)
Af(x,) D¥(x,)
X, f(x,) Df(x,)
Af(x,) D3f(x,)
X3 f(x3) D2f(x,) Arf(x,)
Af(x;) .
X4 f(x,) AN3f(x,3)
D2f(x, )
Af(x,)
X f(x,)

Exemplo

x |1 o 1 2 3
fy] 2 1 2 5 10

Af(x) A*f(x) A3f(x) A*(x)

f(x)
Xo= -1 f(xo) = 2 _
&7) @ ) ; -
x=0 fx)= 1 — @xo) :E _
Af(x)=1 T @xc):) _
X =1 f(x,) = 2 DNef(x,) = 2 - Nf(xO@

Af(x,) = 3 DNof(x)= 0 -
;=2 f(x;)=5 DNef(x,) = 2

Af(x;) =5

x=3 f(x,) = 10

Relacdo com Diferencas Divididas

= Por indugdo, é possivel demonstrar que, quando
0s pontos Xg, Xy, ..., X, Se sucedem com passo h,
entdo f[XO, X1y eees Xn] = A"f(xo)/(h“n!)
= Base: n=1
* flxo, 1= (F0x)) = F(x0))/(x; - X0) = Af(xo)/h = Alf(xo)/(h'1)
= Suponhamos que seja vdlido para n-1:
* f[Xg, o X1l = AVH(x0)/ (AT (n-1))
= Passo:
= f[Xg) Xqs oo X1 = (FIXq, ooy X1 = F[Xgs wors X D/ (X = X0)
© FXg, Xgu o Xo] = (AMF(x)/ (R (n-1)1) = ArE(x0)/(h™(n-1)))/nh
* FIXo, Xy, s X1 = (A (x;) - AV (xo)/nh.(h(n-1)))
= f[Xo, Xy, <oy X,] = AF(X0)/ ()




Polindmio interpolador

= Desse modo, é possivel encontrar uma férmula
especifica de p,(x) para este caso particular:
= Pa(X) = f(X0) + (X - Xo)f[X0,%;] + (X - X)(X = X)f [Xo. X1 Xp] + ... +
(X = Xo)-w.(X = X 1) [X0. X100, %]
= pa(X) = (Xg) + (X - Xg)AF(xo)/h + (X - Xp)(x - x)A%f(x0)/(2h?) +
e+ (X = Xg)o (X = X, JA(X0)/ (hnl)
* Uma mudanga de varidvel pode simplificar a expressdo
de p,(x):
"= s=(Xx-Xg)/h= x=sh+x,
= ParaO<i<n:
= X-X;=sh+xg-X;
= X - X;=sh+ Xy~ (xo+ih)
= x-x;=(s-ih
= pa(x) = f(xg) + SAf(x) + s(s-1)A%f(x)/2 + ... + s(s-1)...(s-n+1)
Arf(xp)/nl

Voltando ao exemplo anterior

X -1 0 1 2 3

fol 2 1 2 5 10

x | f6) M) AF(x) AF(x) AF(x)
1@ @ « xp=-1,h=1=s=(x-x5)/h=x+1
of 1 (2) * pa(x) = f(xo) + sAf(xo) + s(s-1)

1 @ A?f(x,)/2 + s(s-1)(s-2)A3f(x,)/3! +
o2 2 @, s(s-1)(s-2)(s-3) A% (x,)/ 4!

3 0 = pa(x) = 2+ (x+1)(-1) + (x+1)x2/2
2| 5 2 = opa(x)=x%+1

5 = Repare que o grau desse polinémio
3| 10 é2.
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Interpolagdo inversa

= Seja f(x) uma fungdo tabelada em n+1 pontos
distintos xq, X1, ..., X,

= Dado § € (f(xo), f(x,)), o problema da
interpolagdo inversa consiste em encontrar x*
tal que f(x*) =y
* Ha dois modos de se resolver este problema:
1) Obter p,(x) que interpola f(x) em xq, X4, ..., X, € em
seguida encontrar x* tal que p,(x*) = §
= Serd preciso encontrar a raiz de um polindmio
2) Se f(x) for inversivel no intervalo que contém ¥,
fazer a interpolagdo de f-I(x)

= Isso somente serd possivel se f(x) for continua e
monotdnica hesse intervalo




Exemplo 1)

x |05 06 07 08 09 10
f(x) | 165 182 201 223 246 272

= Deseja-se encontrar x* tal que f(x*) = 2
= Como 2 € (1,82; 2,01), usaremos interpolagdo linear
sobre x,=06ex,=0,7
= Através de Lagrange:
= pa(X) = f(X0)(X = %1)/(Xo = Xq) + F(X1)(X = X0)/ (X1 = Xo)
= py(x)=19x+0,68
" py(X*)=2 = 19x* + 0,68 =2 < x* =0,6947368
* Neste caso, ndo ¢ possivel fazer nenhuma estimativa
sobre o erro cometido...

Exemplo 2)
x | o 01 0,2 0.3 04 05
y = e 1 11052 12214 13499 14918 16487

= Deseja-se encontrar x* tal que e¥" = 1,3165
= Usaremos interpolagdo quadrdtica em f(x)

y Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2  Ordem 3
! 0 = Pa(Y) = 9(¥o) + (¥ - Yo)alyo.y:l +
0.9506 (v = Yoy - ynalyoyryel
11082 | 01 0,4065 = py(y)=0,2+(y-12214).0,7782 +
0,8606 0.1994 (y - 1,2214)(y - 1,3499).(-0,2718)
vo Ceaw)(oz ) o337 = p,(1,3165) = 0,27487
T @7752 B 01679 = Pode-se verificar que e027487 =
Ys QM@ 03 77/ (6,2@ 1,31659
IR 07047 = Neste caso, é possivel estimar o
¥o Qasie)|  oa erro, como veremos a seguir...
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Estudo do erro na interpolagdo

= Ao aproximarmos uma fungdo f(x) por um
polindmio p,(x) no intervalo [xy,x,], comete-se
um erro E,(x) = f(x) - py(x)

= No exemplo abaixo, considere p;(x) que
interpola f1(x) e f,(x) no intervalo [xq,x;]:

fx)

£.09
Fi0) = ) [ == ; oo B = £(x) - pu(x)

‘ " E2(x) = F200) - pi(x)
= E(x)> EA(x), VX € (Xo.X;)

£i00) = £~ ‘

! '
,‘ Xo X1 x




Erro de aproximagdo

= Teorema: Sejam n+1 pontos Xg, Xy, ..., X,. Seja f(x) com
derivadas até ordem n+1 para todo x pertencente ao
intervalo [x,,X,]. Seja p,(x) o polindmio interpolador de
f(x) nesses pontos. Entdo, Vx € [x,,X,], 0 erro é dado
por E,(x) = (X - Xg)(X = Xy)...(x = x, )f™1D(E)/(n+1)!, onde
€ e (xo.%n)
= Demonstragdo:
= Seja 6(x) = (X - Xg)(X = Xp)...(X = X,), VX € [X0,X,]
= Lembrando que E,(x) = f(x) - p,(x), seja:
* H() = Ef(x)6(1) - Eo(1)6(x), T € [X0,Xn]

= H(t) possui derivadas até ordem n+1, pois f(t) - por hipétese -,

pa(1) e 6(t) possuem derivadas até essa ordem
= H(t) possui pelo menos n+2 raizes em [Xq,X,]:
" Xg, X1, ..., X, Sd0 raizes de H(t)
= x éraiz de H(t)

Demonstragdo (continuagdo)

= No intervalo [xg,x,], H(t) estd definida, possui derivadas até
ordem n+1, e fem pelo menos n+2 raizes. Portanto, podemos aplicar
sucessivamente o Teorema de Rolle a H(t), H'(f), ..., HOW(t):
= H(t) possui pelo menos n+1 raizes em (xq,X,)
= H"(t) possui pelo menos n raizes em (xq,x,)

= HO*D(t) possui pelo menos uma raiz em (xq,X,)
= H(t) = E(x)6(t) - E,(1)6(x) = H™D(t) = E(x)6(t) - EmD(1)6(x)
= Ey(x) = f(x) - po(x) = E0(F) = £D(t) - p, (1) = fD)(t)
= G(1) = (1 - Xg)(F = Xp)...(+ = x,) = 6(*I(T) = (n+1)!
= Substituindo:
« HO() = B (x)(ne 1) - FD(HG(x)
= Seja § € (xo,X,) uma raiz de H™Y(t):
= HOD(E) = E,()(n+1)! - FD(E)6(x) = O
= Eq(x) = fD(€)6(x)/ (n+1)!
= Ep(x) = (X - Xp)(X = Xy)...(x = X O D(E)/ (n+1)!

Algumas conclusdes

= Sabemos que E,(x) = (x - xg)(X = Xq)...(x = X,,)
f(+1(€)/(n+1)!, onde § € (xg.X,)

= Como ha (n+1)! no denominador de E,(x),
parece que, quando n aumenta, o erro de
aproximagdo tende a diminuir...

* No entanto, raramente é possivel calcular
f(*1)(x), e € nunca é conhecido...

= Veremos a seguir como esse erro pode ser

estimado através das diferencas divididas de
ordem n+l1

Estimativa para o erro

= Pelo teorema anterior:
= En(%) = (X - X0)(X = Xy)...(x = x,)FOD(E)/(n+1)!
= B (O] € 1(x = Xo)(X = Xy)...(x = X)|.Mp.1/(n+1)!,
onde M,,.; = mdx, ; |[fOD(x)| e I = [x4,X,]
* Pela forma de Newton:
= B (X) = (X - Xg)(X = X1)...(x = X )F[X, X0, X1, X, ]
= Conclusées:
= fIX, X0 Xq, X, ] = TOD(E)/(n+1), onde € € (xq.X,)
= M /(n+ 1) = mdx, 1 | F[X X0, Xq,.... X, ]
= Seja D o mdximo dos mddulos das diferengas
divididas de ordem n+1 que foram calculadas

= [E(] = 1(x - X0)(X = Xg)...(x = x,)|.D




Exemplo

x |02 034 04 052 06 072
f(x) | 016 022 027 029 032 037

= Deseja-se obter f(0,47) usando um polindmio de grau 2, com uma
estimativa para o erro

x Ordem O Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3
02 0,16
0,4286 = po(x) = f(Xg) + (X - Xo)f[Xg.X] +
034 | oz 20035 (x - XQ)(x = X)FLxo. X, X, ]
— — 08333 -17.8963 = py(x)=0,27 + (x - 0,4)0,1667 +
X k,‘l“) @3? — 37033 (x - 0,4)(x - 0,52)1,0415
. ng\ oz @E‘” - * p,(0,47) = 0,2780 ~ £(0,47)
= s aeem " IEA047)] = (0,47 -0,4)(047
< (oo o 02085 - 0,52)(0,47 - 0,6)|.118,2494]
- 04167 « |E,(0,47)| ~ 8,303.10-3
072 | 037
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Grau do polindmio interpolador

= A tabela de Diferengas Divididas (ou
Diferengas Ordindrias) pode hos ajudar ha
escolha do grau do polinémio interpolador

= Uma vez montada a tabela, examina-se a
vizinhanga do ponto de interesse: se as
Diferengas de ordem k forem praticamente
constantes (ou seja, se as Diferengas de
ordem k+1 forem quase nulas), entdo o
polindmio interpolador de grau k serd a melhor
aproximagdo para a fungdo nessa regido

= Vide um dos exemplos anteriores...

Convergéncia

= Sejam o intervalo [a,b] coberto pelos pontos
a=Xg, Xy, ..., X,=b, o valor da fungdo f nesses
pontos e p,(x) o polindmio interpolador de f(x)
= Uma questdo importante:
* Vale sempre a pena utilizar o polindmio interpolador
de grau mdximo?
* Em outras palavras, d medida que aumenta o nimero
de pontos de interpolagdo, ou seja, quando n — oo,
P.(x) sempre converge para f(x) nesse intervalo?
= Teorema: Para qualquer sequéncia de pontos de
interpolagdo a=xg, Xy, ..., X,=b no intervalo [a,b],
existe uma fungdo continua f(x) tal que p,(x)
ndo converge para f(x) quando n — oo




Fendmeno de Runge

= No caso em que os pontos de interpolagdo sdo igualmente
espagados, essa divergéncia pode ser ilustrada através
de um caso conhecido como Fendmeno de Runge

= Seja, por exemplo, f(x) = 1/(1+25x?) tabelada no
intervalo [-1;1] nos pontos x; = -1+ 2i/n, O<i<n

= Veja abaixo f(x) com duas interpolagdes polinomiais:

A medida que aumenta o
nimero de pontos de

\ interpolagdo, |f(x) - p,(x)|
/ \\ torna-se arbitrariamente

S ~2_~| grande nesse intervalo
ps(x) /

Alternativas

= Em casos como esse, hd trés alternativas:

= Néo aproximar f(x) através de polindmios, mas com
outro tipo de fungdes

= Trocar a aproximagdo em pontos igualmente
espagados pela aproximagdo em nés de Chebyshev,
que distribui o erro mais homogeneamente:
X; = (Xg * X,)/2 + (X, = X0)i/2, Oci¢n,
onde §; = cos ((2i+1)1/(2n+2))

= Usar fungdes splines, com convergéncia garantida

CCI-22

= Introdugdo

= Forma de Lagrange

= Forma de Newton

= Forma de Newton-Gregory
= Interpolagdo inversa

= Estudo do erro

= Convergéncia

* Fungdes splines

Fungoes splines

= Splines sdo hastes flexiveis (de pldstico ou de madeira),
fixadas em certos pontos de uma mesa de desenho, para
tragar curvas suaves

* A ideia deste método € interpolar a fungdo em grupos de
poucos pontos (geralmente, dois a dois), e ao mesmo
tempo impor condigGes para que a aproximagdo e suas
derivadas (até certa ordem) sejam continuas. Desse
modo, serdo obtidos polindmios de grau menor

f(x)

Veremos apenas as splines
clbicas, isto é, formadas
por polindmios de grau 3

Xo X X2 X3 Xa x




Splines cuibicas

= Dados n+1 pontos distintos a=x,, Xy, ..., X,=b e seus
respectivos valores f(x,) = yo, f(x;) = yy, ..., f(x,) =y, a
fungdo spline s serd formada por h polindmios cubicos
si(x), O<i<n, com as seguintes propriedades:
= s(x) = 5i(x), x € [x;1,x], Ocien
= s(x;) = y;, Ocin ) o ) .
« 5(x) = 8,4(x), Ocicn } Coincidem nos pontos de interpolagdo

$i(x) = 5i1(x), 0<in | garantem que a curva s ndo tenha
= 5"(x) = 81.,"(x), Oci<n J picos, nem troque a curvatura nhos nés

* A partir dessas condigdes, ¢ possivel deduzir os 4
coeficientes de cada um dos n polindmios cubicos s,(x)

Cdlculo da spline

As derivadas segundas s@o retas

Exigéncia da spline :
s'(x) = sup"(x) = &

- - Equagdo da reta:
B §7(X) = &0+ (2 - &)X - X.1)/h,

= Desenvolvendo a equagdo da reta:
=5 (X) = @y + (X - X - BiX + @ X q)/hy
= 5 (%) = (Big(X; - Xig) + (BX - Bixi g = ByX + 8% )/
= 5" (%) = @4(x; - x)/h; + (x - x;.1)/h;
= Integrando:
" 5'(x) = @.4(x; - x)2/2h; + ¢, + &(x - x,1)?/2h, - d,

Cdlculo da spline

 5i(x) = @y(x; - X)2/2h; + ¢ + @(x - x,.1)?/2h; - d;

* Integrando novamente: Sem perda de generalidade
= 5i(x) = @4(x; - x)3/6h; + B(x - x1)3/6h; + C.(X/" Xi0) + di(x; - x) \\/
= Substituindo x por x;;: S
= si(xig) = 8.4h?/6 + dihy;

= Sabemos que si(x;.1) = Y1

= di=yi/hi-h@/6

= Idem para x;:

= si(x) = @h?/6 + ch;

= Sabemos que si(x;) = y;:

“ ¢ =y/h-hd/6

= Substituindo ¢; e d; na formula de s;(x):

= 5(X) = @ 4(x; - X)3/6h; + (X - x;.1)3/6h; + (yi/h; - h@/6)(x - x..y) + (v
/hi - h@,/6)(x; - X)

Cdlculo da spline

* 5i(X) = B4(x; - X)3/6h; + &(x - x.1)3/6h; + (yi/h; -
hi@/6)(x = Xi.1) + (Yi-r/hi = hi@1/6)(x; - X)

= Derivando s;(x):
= 5(x) = -8 (x; - x)2/2h; + B(x - x;1)?/2h; + y;//h, - h&/6 - y,,/h; +

o

= Substituindo x por x;

= s{(x)=h&/3+y/h -y, /h+h®.,/6

= Calculemos também s;,'(x;):

=S (%) = -®(Xig - X022y + Biy(X - X2/ 2Ny + Y/ -
h.1®,1/6 - yi/hiy + hiy /6

= S (%) = -hiy®/3 + Vi /hig - hia®./6 - yilhiy

= Sabemos que s;(x;) = s;.1'(X;):

" hifi/3 +yi/hi+ h@,/6 - yii/h = -h 8/3 + vy /hiy - hiy@,/6 -
Yi/hia

= h® + 2(hi + hi)® v @i = 6((Yin - Y/ hi - (i - vid/h)




Cdlculo da spline

hi@,; + 2(h; + hi.))@; + hi 1@ = 6((Yie - Y/ Dt - (Yi - Yi)/hy)
= Essa igualdade ¢ vdlida para Oc<i<n:
= n-1equagdes
= n+lincégnitas: &, ..., &,
» Basta acrescentar duas condigdes: &,=0e &,=0
= Sistema tridiagonal de equagdes de ordem n-1:

2(hy +hy) h, @, b, —b,
h 2 +h) Tk @, b, -b,
_| bi-b

hy 2(hy +hy) by | @,

hs 2hs+h) h.. P, By2—bys
h.. 2(h,, +h) ]| oy b1~ bz

onde b; = 6(y;.s - yi)/h;.y, Oci<n

Exemplo

= Deseja-se obter f(0,25) através de spline cibica:
x | o 05 10 15 2,0
f(x) ‘ 3 1,8616 -0,5571 -4,1987  -9,0536

= Serd preciso determinar s,(x), s,(x), s3(x) e s4(x)

= Nesse exemplo, h; = 0,5, para O<is4

= Sistema tridiagonal:
2 05 0] 9 -15,3636 3, = -6,252
05 2 05[®,|=|-146748 ) &, = -4,111
0 05 2||®,| |-145598 3, = -6,654

= Como se deseja obter uma aproximagdo para f(0,25), basta
calcular s4(0,25):
5i(%) = &,4(x; = x)*/6h; + B(x - x1)%/6h; + (yi/h; = h&/6)(X - X;1) + (¥;./h; - h®;,/6)(x; - X)
5,(0,25) = 8,(0,25 - 0)/6.0,5 + (/0,5 - 0,58,/6)(0,25 - 0) + (y,/0.5)(0.5 - 0,25)
5,(0,25) = 2,5348 ~ (0,25)

Implementagdo

= No cdlculo da spline ctbica, é preciso resolver um sistema
linear tridiagonal

= De modo andlogo a Eliminagdo de Gauss, é possivel
triangularizar este sistema de uma forma muito eficiente

= Vejamos um caso particular (n=5):

[2(hy +h,) h, 0 6 h O
2(h, +hy) hy =k ¢ h| @ L,=L,-(h/c)Ly
hy  2h+h)| [0 h o

0

FOF

o
o,
~

&

cj @mm L -l - (hy/c,)l,

Kyl
o9 F 7
o

e

Algoritmo

= Cdlculo de &, O<i<n:
= ¢ =2(h;+ hy)
= ¢; = 2(h; + hy,y) - (h,)?/c;4, para 1<i<n
- d1 - b1 _ bO Tempo: O(n)
= d; = (b; - b;y) - (hd;1)/c;y, para L<i<n
" Qn—l = dn—l/cn—l
* & = (d; - h,;®.,)/c;, para n-1>i>0

= Uma vez obtidos os valores de &, O<i<n, o
cdlculo de s(x) também pode ser realizado em
tempo O(n)




