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) 3) Raizes de Sistemas Lineares
Matemadtica Computacional

Eliminagdo de Gauss, Gauss-Jordan,
Decomposigdo LU, Gauss-Jacobi, Gauss-Seidel
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Métodos de resolugdo

= Para a resolugdo de um sistema linear de
equagdes, ha dois grupos de métodos:
= Métodos diretos: a solugdo é obtida através da
aplicagdo de um nimero finito de operagées
aritméticas
= Regra de Cramer
= Eliminagdo de Gauss e de Gauss-Jordan
= Decomposigdo LU
= Métodos iterativos: a solugdo é obtida através de
uma sequéncia de aproximagdes sucessivas, até se
alcangar uma resposta que satisfaga a precisdo
exigida
= Gauss-Jacobi
= Gauss-Seidel

Sistemas de Equagdes Lineares

= Forma geral:

X, + QX + o+ ayx, =b, ONE:

a;; sdo os coeficientes

: x; sdo as incégnitas

QuiXy + QpXs + oo + X, = b, b; sdo os termos independentes
n é a ordem do sistema

@y X; + Xy + oo + Qg X, = by

= Forma matricial:

Q1 Gz Gy X b,
Ax=b onde: a=|® % " Wl 2l b= b
G G2 0 Gy X b

Exemplo

= Forma geral:
2%, +4x, —5x, =5
4x, +1x, —5x, =2
2x, +4x, +5x, =—1

= Forma matricial:
2 4 -5||x 5
4 1 -5|x,|=|2
2 4 5 ||x, -1

Calculo das forgas em uma treliga

= Um exemplo: ® 4 ® 8 ® 2 ®

v, 5 4 9 u 3 5 16
O 6 10 14 17
Fi ® © @ © Fi
F, F% Fl

= Condigdes de equilibrio:

= Na jungdo 2: = Na jungdo 3:
2F =—ficos 45°+ £, + f,cos45° =0 YF=-f+f=0
SE--af+fraf=0 2F=-F+f=0
2F =—af—f-af =0 = Idem para demais jungdes

= Gerard um sistema de ordem 17
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Regra de Cramer

= A aplicagdo da regra de Cramer, em um
sistema de ordem n, exige o cdlculo de quantos
determinantes?
* n para os numeradores e 1 para o denominador

Ay Ay o A Apier o Agg

Ay Agy o Az Agisr o Agp

Ani Az o Ani\By Anicr oo Ang
X;=

A Arg e Agi Agis1 oo Agg

Asy Asy s Asicn Asicr o Agn

Ani Az o Anir Waf Anier o Ann

Tempo de processamento

= Nidmero m de multiplicagdes, no caso de 17

equagoes:

18 det;; = 18 (17m+ 17 det, )
=18 (17m + 17 (16m + 16 det;5 ))
=18 (17m + 17 (16m + 16 ( 15m + 15 det, )))
=18 (17m+ 17 (16m + 16 (15m + 15 ( 14m +
14 (... (3m+3(2m)..)))

an a2 cee Oap
oy gy ... Qo n .
Lembrando:  det| : con o EY ag(—1)M detA
@n 11 @1z - Gpoyn| U
Gn1 Qnz ... Gan

Tempo de processamento

=18 (17m + 17 (16m + 16 (15m + 15 ( 14m +
14 (... (3m+3(2m)..)N))

=m( 2x3x4x5x..x17 x 18

+

+ 3x4x5x ..x17 x 18 +
+ 4 x5 x ..x17 x 18 +
+ 5 x ... x 17 x 18 +
+ 16 x 17 x 18 +
+ 17 x 18)

=181 (1 +(1/72) + (1/31) + ... + (1/16)) ) multiplicagdes

=~ 9,6 x 10" multiplicagdes




Tempo de processamento

* Quantidade de multiplicagdes: =~ 9,6 x 1015
= Utilizando um supercomputador atual:

= 10" multiplicagbes por segundo

= Tempo gasto: 9,6 x 104 s = 1 dia
= Se o sistema fosse de ordem 20, exigiria

cerca de 28 anos de processamento nesse
mesmo computador!

= Um algoritmo bem mais eficiente é o
Método da Eliminagdo de Gauss, que gasta
tempo O(n3)
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Método da Eliminagdo de Gauss

= Objetivo

* Transformagdo do sistema linear a ser resolvido
em um sistema linear triangular

= Operagdes vdlidas:
= Troca da ordem das linhas

= Troca da ordem das colunas (com excegdo dos
termos independentes)

* Multiplicagtio de uma equagéio por um nimero real
ndo nulo

= Substituigdo de uma equagdo por uma combinagdo
linear entre ela mesma e outra equagdo

Sistemas Lineares Triangulares

= Triangular superior:

q, 0 0 ... O
a, a, 0 ... O
A=la, G, 0y ... O

LG G2 Gng -2 Gy

* Triangular inferior:

QG Gz G - Gy
0 ayp Gy ... G,

A=|0 0 ag .. a,

0 0 0 ..a,




Resolugdo de um sistema triangular

= Exemplo: 3x, +4x, -5x, +x, =-10
X, %X, -2x, =-1
4x, -5x, =3
2x, =2

* Passos da resolugdo:

4x, —-5x, =3
4x,-5-1=3
X, =2

3X, +4x, —5%; +x, =-10

Passos

= Considere a matriz aumentada [Ab]:

a, @, .. a, b| <—— Linhal,
[Ab]= (1.21 o..z2 - a?" b2 < Linha L,

Gy Gz Gy G b ] <— Linhal,
= Passo 1: anular os coeficientes de x; nas linhas L, a L,

= Substituir a linha L, pela combinagdo linear:

L,-m,-L, onde m, =2

011
= Seay =0, trocar L, comL,, onde a,; 2 0
= Se L, ndo existir, entdo o sistema ndo tem solugdo

= Continuar analogamente para linhas L;, 2 < j<n

* Passo i, 1< i< n: anular os coeficientes de x; nas linhas
Li+1 a Ln

X, +2-2-1=—1 3x,+4-(-1)-5-2+1=-10
X, =—1 X, =1
Exemplo 1
2%, +3X, —X; =5 2 3 -1 5
4x, +4x, -3%, =3 [Ab]=|4 4 -3 3
2 -3 1 -1

2%, —3%, + X, =—1

L=L-m, L, m=2%-2 L=[4 4 -33-223 -1 5]
al L=l -2 -1 -7]
L=L—my L, m31:%21 L= -3 1 -1]-1.[2 3
G La:[o -6 2 —6]
2 3 -1 5
[Ab]=|0 -2 -1 -7
0 -6 2 -6

Exemplo 1
2 3 15
[Ab]=|0 -2 -1 -7
0 -6 2 -6

L=ly-mg Ly my=22=3
Az 2 3 -1 5

L,=[0o -6 2 -6]-3:0 -2 -1 -7] [Ab]=[0 -2 -1 -7
L,=[o 0 5 15] 0 0 5 15

5%, =15=x, =3
2%y =Xy =—1=> 2%, —3=—T=>X,=2
2%, +3:X, =X, =5 =2X,+46-3=5=2x,=2=x, =1




Exemplo 2
X, +4x, +52x, =57 1 4 52|57
|
27x,+110x, —3x, =134 [Ab]=|27 110 -3134
|
22x, +2x, +14x, =38 22 2 1438

Nos cdlculos a seguir, consideraremos F(10,3,-5,5):

L =L, -m,-L,=[27 110 -3 134]-(27/1)-[1 4 52 57]
L=[0 2 -1400 -1410]
L=L,-m,-L,=[22 2 14 38]-(22/1).t 4 52 57]
L,=[0 -86 -1130 -1210]
1 4 52 | 57
[Ab]=|0 2 —-1400!-1410
0 -8 -1130!-1210

Exemplo 2

1 4 52 i 57
[Ab]=[0 2 -1400|-1410
0 -86 —11301-1210
L, =L, -m,-L,=[0 -86 -1130 -1210]-(-86/2):[0 2 —-1400 -1410]
L,=[0 0 -61300 -61800|

1 4 52 | 57
[Ab]=|0 2 —1400 | —1410
0 0 -61300 | —61800
No entanto, a solugdo exata é:
X = -61800/(-61300) = 1,01 - x =1
x, = [-1410 - (-1400)1,01)/2 = 0,0 . x,=
x, = [567 - 52.1,01- 40,01/1= 45 " Xz

Pivoteamentos parcial e completo

= Pivds pequenos geram multiplicadores grandes, que
aumentam os erros de arredondamento...
= Uma simples alteragdo no método de Gauss é escolher
como pivé o elemento de maior médulo:
= em cada coluna (pivoteamento parcial)
= dentre todos os elementos possiveis no processo de eliminagdo
(pivoteamento completo): exige um maior esforgo
computacional
= Voltemos a resolver o exemplo anterior com precisdo
de 3 casas decimais, mas com pivoteamento parcial:

1 4 52|57 27 110 -31134
| |

110 -3!134| == |1 4 52|57

22 2 14138 22 2 141 38

Exemplo 2 com pivoteamento parcial

L=L-m, L= 4 52 57]-(1/27).[27 110 -3 134]
L =[0 -007 521 52

L=l -m,-L,=[22 2 14 38]-(22/27):[27 110 -3 134]
L,=[0 -876 165 -71

27 110 -3 134 27 110 -3 1134

0 -007 521, 52| mm) |0 -876 16571

0 C876>165 ! ~71 0 -007 521! 52
L =L,—m,-L,=[0 —007 521 53-(007/876)-0 ~876 165 ~71
L,=[0 0 521 521

27 110 -3 [ 134 x;=52,1/52,1=1

0 -876 165 i -71 X, = [-71-16 5.11/(-87,6) = 0,999
0 0 521 ! 501 X, = [134 - (-3)1 - 110.0,9991/27 = 1,00




Exercicio

= Considere o sistema linear abaixo:

0,0002x, +2x, =5
2x,+2x, =6

= Utilizando aritmética de trés digitos decimais,
resolva-o através da eliminagdo de Gauss:
= sem pivoteamento parcial
= com pivoteamento parcial

= Confira os resultados encontrados
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Método de Gauss-Jordan

= Consiste em efetuar operagdes sobre as
equagdes do sistema com a finalidade de
transformd-lo em um sistema diagonal
equivalente, isto €, sdo nulos todos os
coeficientes a;, quando i#k

@, 0O 0 ... O
0 a, 0 ... O

0 0 0 ..aq

Exemplo
X, +5%, +X%; =1 1511 52 32
5X, +2X, +3xX, =2 [Ab]=|5 2 3 2| ® |1 5 11
2%, +3x, +2x, =4 2 32 4 2 32 4

L=L-m,-L=[t 51 1-5[5 2 3 2|
L,=[0 46 04 06]
L=L-myL=[2 3 2 4-@25[ 2 3 2
L,=[0 22 08 32

5 2 3 1

[Ab]=|0 46 04 06
0 22 08 32




Exemplo

5 2 3 1
[Abl=|0 46 04 06
0 22 08 32

L=L,-m,-LL=[0 22 08 32]-(22/46)-[0 46 04 06]
L,=[0 0 0609 2913]

5 2 3 1
[Ab]=|0 46 04 06
0 0 0609 2913

L=L,-mL,=[0 46 04 06]-(04/0609-[0 0 0609 2913
L=0 46 0 -1313

Exemplo

5 2 3 1
[Ab]=|0 46 0 -1313

0 0 0609 2913

L=b6 2 3 1]-(2/46)-[0 46 0 -1313]
L=b 0 3 1571]
L= 0 3 1571-(3/0609)-[0 0 0609 2913
L= 0 0 -1278]
A solugdo é:
[Ab]{i w o féii] e
0 0 0609 2913 . x3=4,"783

Outra aplicagdo

* Uma variagdo do método de Gauss-Jordan
pode ser utilizada para se encontrar a inversa
de uma matriz A quadrada de ordem n

= Basta transformar a matriz A na
correspondente matriz identidade, aplicando

essas mesmas operagdes em uma matriz
identidade de ordem n

Gauss-Jordan

[AlI] === [I|A"]

Refinamento por residuos

= Se x(® for encontrado como solugdo do sistema
Ax = b, entdo o erro dessa solugdo é x - x()
= Multiplicando o erro por A:
= A(x- X0) = Ax - AXW = b - b® = r® Lresiduo |
= O residuo pode ser utilizado para se encontrar
uma solugdo melhorada x(@):
= x@ = xM + 3, onde 3 &€ um vetor de corregdo
" AX@z=b o AxD+3D)=b o AW =b - AxD = p®)
= 31 ¢ solugdo do sistema A3 = r(®
= Esses cdlculos permitem um processo de
refinamento da solugdo do sistema Ax = b




Exemplo

= Vamos refinar o sistema abaixo:
87x +30x,+93x, +110x, =164
245x, —88x, +115x; -451x, =-497
533x, -88x, —235x; +114x, =-808
210x, -810x, —132x, +215x, =-1063

= Através do método de Gauss, podemos
encontrar a solugdo abaixo:
x"'=[097 198 -097 100]"

= Cdlculo do residuo: 0,042

0214
W_p_ax®=| >
r 7| 0594

-05%4

- el

Exemplo

= Cdlculo do vetor de corregdo 3(:

87 30 93 110 | 3, 0,042
245 -88 115 -451|35,| | 0214

533 -88 -235 114 ||§,| | 0594
210 -810 -132 215 |3, -0,594

= Solugdo: 0,0295
(1)_| 00195
8"~ -0,0294
0,0000
~ 1,0000
= Solugdo melhorada:
Xx@ = 5@ 5t _ 2,0000
-0,9999
1,0000

Exemplo

= Novo residuo: -0,009
r® =b-Ax® = —oott / -
0,024

0013
4 -0,0002
= Cdlculo do novo 5% —|-00002
vetor de correcgdo: ~ [~ 0,0007
0,0000
= Outra ;’gggg = Novo
solugdo  x®=| " residuo:
lhorada: ~10000
me ' 1,0000

PG

O O OO

Melhor aproximagdo

= Dado um sistema Ax = b, sejam y e z duas aproximagoes
da solugdo exata x. Como saber qual delas é a melhor?

25
-14
-1

0,00
0,00
0,08

z= n=

= A estratégia mais légica parece ser comparar os
respectivos residuos: o menor seria da melhor solugdo

= Infelizmente, isso nem sempre é verdade...

= Exemplo:
024 +036x, +012¢ =084 3 012 3
012 +016x,+024¢, =052 y= 4} = 0,24} x:[ 4}
015 +021%, +025¢, =064 0 025 1

= Conclusdo: hem sempre a aproximagdo de menor
residuo é a melhor ou a mais exata

= Se a busca por residuos menores ndo garante melhores
solugdes, como saber se o processo de refinamento por
residuos funciona?




Condicionamento de problemas

= Um problema ¢ dito mal condicionado se pequenas
alteragdes nos dados de entrada ocasionam grandes
erros no resultado final

= Exemplo:
{o,99a<+qs73,=o,119

048%+042Y/=0060 Solugdo: x=1e y=-1

= Suponha que os valores desse sistema sejam obtidos
experimentalmente, e por isso os termos independentes

ossam variar de +0,001: [ Valor perturbado_
p e 000

099%+0873=0120
048k+042Y=006C Solugdo: x=0,815 e y=-0,789

Erro na entrada: (0,119-0,120(//0,119|) = 0,8%
Erro no resultado: (/1,0-0,815|/|1,0|) = 18,5%

Outro exemplo

Considere os seguintes sistemas:
x+3y=11 (a) x+3y=11 (a)
15x+450%=1650: (b) 15x+450% =1650C (c)
Solugdo: x=2 e y=3 Solugdo: x=10,28 e y=0,24

\ /

Métricas de condicionamento

= Hd métricas para o condicionamento de sistemas
lineares, baseadas em normas de vetores e matrizes
(vide Claudio & Marins)

= No entanto, esses cdlculos sdo dificeis...

= Também é possivel identificar o condicionamento de um
sistema linear apenas com o uso dos refinamentos:

= Se os residuos r®, r@, .., r sdo pequenos, mas as corregdes
30, 3@, ..., ™ sdo grandes, entdo o sistema € mal condicionado

= Para sistemas bem condicionados, bastam no mdximo dois
refinamentos (ou seja, 3@ é muito pequeno)

* Ao longo desse processo, os residuos e as corregdes
devem ser calculados com precisdo dupla

Exemplo
= Considere o sistema abaixo em F(10,5,-98,100):
2475% +16235%, +4623k, =006470! 18406
1472%,+09589&, -13253%, =10473 X0= 2071
2695K, +2896%, 14794, =-06789( -02441

= Primeiro refinamento em F(10,10,-98,100):

0,0648 0,064821801 -0,000121801
r =b-Ax" =| 1,0473 |-| 1047355377 |=|-0,000055377 7 -
-0,6789 -0,678823304 -0,000076696
= Resolugdo de = Solugdo melhorada
A3 = pld); x@ = x) + O

-0,0000042282 18405
8% =| 0,000025110 v - x? = —‘2,0717
—-0,000057765 -0,24419
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Uma outra forma de ver...

= Consideremos o sistema de 3 equagdes Ax = b:

Qy G Qg3 Xy b,
A=|ay Gy Gy |=A©? x=|x, b=|b,
Q3 Q3 Qg3 X3 by

= Apés a primeira fase da eliminagdo de Gauss:

i oap a 1 00
AY=1 0 a o) |=M@A®, onde M®=|-m, 1 O
10 aF a3 [-my O 1

= Apés a segunda fase da eliminagdo de Gauss:
o af o 10 0
AP=| 0 o a®|=MYA", onde MP=[0 1 O
0 0 a? 0 -m, 1

Uma outra forma de ver...

= Resumindo:
= A= AO
= A = M©) AQ) = MO A
=A@ = MO AD = MO MO A
= A=z (M(l).M(O))-l_A(Z)
= A= (MOYL(MOYLA®

= E fdcil comprovar que: 1
(M) (MDY =| my,

my

= Portanto: 1

(2) () (2)
0 Ofa; a; a;
— () @) | —
A=m,, 1 O 0 a3 aj|=
(2)
m; m, 1|1 0 0O af

Decomposigdo LU

= A comprovagdo anterior pode ser generalizada em um
teorema
1 0 0 U W Wy oo W,

0
my 1 0 0|0 t b ... W,
A=LU=my my, 1 ... 0|0 O wuy; ... W,
N o1 ST
m; m, mz .. 1[0 0 0 .. u,
= Dada uma matriz quadrada de ordem n, seja A, a matriz
constituida das primeiras k linhas e colunas de A.

Suponha que det(A,) # 0, 0 < k « n-1. Entdo:
= Existe uma Unica matriz triangular inferior L=(m;), com m; = 1,
1<i<n. Os demais sdo os multiplicadores da Eliminagdo de Gauss
= Existe uma dnica matriz triangular superior U=(u;), tais que
LU=A
" deT(A) = U Uga. .. Upq




Decomposigdo LU

= Portanto, dados o sistema linear Ax=bea
decomposigdo (ou fatoragdo) LU da matriz A, temos:
« Ax=bo (LUX=b
= Chamando Ux =y, o sistema original passa a ser Ly = b,
ou seja, surgem dois sistemas triangulares
= Por outro lado, é fdcil verificar quey = L-1.b é o vetor b
acumulando as operagdes da Eliminagdo de Gauss
= Por exemplo, no caso de um sistema com 3 equagdes:
= Como L = (MO)1(M®)1, entdo L = MBO.M©
= Portanto,y = MO.MO b
= Vantagem da decomposigdo A = L.U: uma vez calculadas
as matrizes L e U, resolvemos mais rapidamente
qualquer sistema com a matriz A. Isso é (til, por
exemplo, no refinamento por residuos

Exemplo

3% +2%, +4x; =1
X +X, +2X; =2

multiplicadores
4x, +3%, +2X%; =3

324 [32 4 3/2 4 3, 2 4
A=1 1 2|m|0 13 2/3 \[T/3] 1/3 2/3 |m|[1/3] 13 2/3
L 32 (013 -103] |4/3 1/3 -10/3 -4

1 00 3 2 4

L=[1/3 1 0| U=|0 V3 2/3

4/3 1 1 00 -4

Exemplo
3%, +2%, +4x; =1 1 00 3 2 4
x+x+24=2  L=[1/3 1 0| U=0 1/3 2/3
4%, +3%, —2X; =3 4/3 1 1 0 0 -4
Ax=b = LUx=b

v =1 1

4/3Y1+Y2+Y3=3 0 ]

3%, +2%, +4x; =1 —3]

Ux=y = 1/3x,+2/3x,=5/3 = Xx=|5

—4x;=0 0|

Outra aplicagdo

= A decomposigdo LU também é Gtil no cdlculo
da matriz inversa

= Resolver o sistema AX = B, onde A, X e B sdo
matrizes de ordem n, é o mesmo que resolver
n sistemas Ax = b, onde x e b sdo vetores de
tamanho n

= Ainversa A"l da matriz A pode ser
encontrada através da resolugdo do sistema
AX =TI, onde I é a matriz identidade

= Nesse caso, basta realizar uma Unica vez a
decomposigdo LU da matriz A, e depois
utiliza-la na resolugdo de n sistemas




Decomposigdo LU com pivoteamento

= E possivel incorporar as estratégias de pivoteamento
parcial ou completo a decomposigdo LU

= Uma matriz quadrada P de ordem n é uma matriz de
permutagdo se for obtida da correspondente matriz
identidade através de permutagées em suas linhas ou
colunas

= As eventuais permutagdes de linhas ou colunas na
matriz AKX, obtida em um passo intermedidrio da
Eliminagdo de Gauss, podem ser realizadas através da
multiplicagdo por uma matriz de permutagdo

= Exemplo:

314 010314 (1509
A¥=1 5 9 PA¥=|0 0 1|1 5 9(=|2 6 5
265 100|265 |314

Exemplo com pivoteamento parcial

4 0 -3 100 4 0 -3
AY=|1/4] 2 11/4|PP=|0 O 1
01

3/4) -4 13/4

=) A"“:P“’.A‘”: -4 13/4
/4] 2 114

Exemplo com pivoteamento parcial

4 0 -3
A? =|374 -4 13/4
/4l 13 358

1 0 O] (4 0 -3]
L=|3/4 1 O U=/0 -4 13/4
/4 -1/2 1] 10 O 35/8]

= L.U=A"=P.A, onde P = P(.PO):

001]3 -4 1][4 0 3
A=PA=|1 0 Of|1 2 2|=|3 -4 1
0104 0 -3 |1 2 2

= Ax=b & PAx=Pb< LUx=Pb

Exemplo com pivoteamento parcial

3% —4%, +%,=9 1 0 O 4 0 -3
X +2%+2x,=3 L=3/4 1 0| U=0 -4 13/4
4x,—3x, =2 174 -1/2 1 0O O 35/8

Ax=b = LUx=Pb

1 0 Olly,] oo 179 -2
Ly=Pb ={3/4 1 0ly,|=|1 0 0} 3|= y=|21/2
1/4 -1/2 1|ly;] [0 1 0]-2 35/4

4 0 -3 |x 2 1
Ux=y = |0 -4 13/4|x,|=|21/2| = x=|-1
0 0 358| x| |35/4] 2
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= Gauss-Jordan
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= Gauss-Jacobi
= Gauss-Seidel

Consideragdes finais

Métodos iterativos

= Como foi inicialmente comentado, os métodos iterativos
para resolugdo de sistemas lineares consistem em
encontrar uma sequéncia de aproximagdes sucessivas
= Dada uma estimativa inicial x©), calcula-se a sequéncia
xM, x@, x@) ., até que determinado critério de parada
seja satisfeito
= O sistema Ax = b é transformado em x®) = Cxk-1 + g,
k>0, onde C é uma matriz e g um vetor
= Possiveis critérios de parada:
= mdximo erro absoluto ou relativo
= ndmero de iteragdes
= Principais métodos: Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel
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Introdugdo

Métodos diretos
= Regra de Cramer
= Eliminagdo de Gauss
= Gauss-Jordan
= Decomposigdo LU
Métodos iterativos
= Gauss-Jacobi

= Gauss-Seidel

Consideragdes finais

Método de Gauss-Jacobi

= Considere o sistema linear em sua forma inicial:

QX + QpX, + o+ @ X, = by

Ay Xy + Qo X, + .o+ Gy X, = b,

A X; + QpX, + .o + 0, X, = b,

nn*n

= Isolando a i-ésima incégnita na i-ésima equagdo:
= Xy = (by-apXp - ... - Gy Xo)/ay

= Xy = (by - Gy Xy - . - Qg Xp)/ 0

"Xy = (bn S Ay Xy - - an,n-l xn-l)/ann




Método de Gauss-Jacobi

= Dessa forma, para x¥) = Cxk-1 + g:

0 —aplay v —a,/ay b/ay
c= ‘“215/022 0 _aans/azz 9= Q/:azz
—Qy /ann —Qp2 /ann 0 bn/qm

= Exemplos de critérios de parada:
= Erro absoluto: d® = max; |x®) - x| < ¢
= Erro relativo: d.® = d®/(max; |x®|) < ¢

Exemplo
10x +2%, +X;, =7 0 -2/10 -1/10 7/10
X +5x, +%;, =8 c=|-15 0 -1/5 g=| 8/5
2x,+3%,+10x, =6 -1/5 -3/10 O 6/10
07 096
€=005 X9 =|-16 XV =Cx? +g=|-186
06 094

|x1(1) - X1(°)| = 0,26
[x,M - x,®] =0,26  d,®=0,34/(max |x®])=0,1828 > ¢

Ix3® - x;©] = 0,34

Exemplo
0 -2/10 -1/10 7/10 096
C=|-1/5 0 ~-1/5 g=| 8/5 xV=|-186
-1/5 -3/10 0 6/10 094
0978
X —Cx" +g=| 198 d.®=0,12/1,98 = 0,0606 > ¢
0966

09994
X =CxX? +g=|-19888 d.(3=0,0324/1,9888 = 0,0163 < ¢
09984

Critério das linhas

= Em um método iterativo, a convergéncia para a
solugdo exata ndo € garantida: € preciso que o
sistema satisfaga alguns requisitos

= Hd uma condigdo suficiente para a convergéncia
do Método de Gauss-Jacobi, conhecido como o
critério das linhas :

n
=
J#

qa.

|j<a

, para i=12,...,n




Exemplos

= Considere o exemplo anterior:
10x, +2%, +x, =7 e 241<10
X +5%,+x,=8 < 1+1< 5 Garanhg dg
convergencia
2% +3%,+10x, =6 <« 2+3<10

= Considere o exemplo abaixo:

X +% =3 — 1=1 } Ndo hd garantia
—-3%=-3 < 1<3 de convergéncia

= No entanto, o método de Gauss-Jacobi converge neste sistema
para a solugdo exata x; = x, = 3/2. Verifique!

= Isso mostra que o critério das linhas é suficiente, mas ndo
necessdrio

Demonstragao

= Sejam:
= X* = [Xq, X, ..., X,]T: a solugdo exata de Ax = b
= x® = [x®, xK, ., x® T a k-ésima aproximagdo de x*
= el = x® - x*: 0 erro na k-ésima aproximagdo
* Queremos garantir que lim,_,_e®), = 0, I<i<n
= No Método de Gauss-Jacobi, pode-se constatar que:
o el = (a,e®, + aze®; + .+ a,e® )/ ay
o elkoD, = ~(aye®), + e + .. + aye®,)/ a5,
= elD = -(a,e®; + a,e®, + ...+ ay 1e®, 1)/ay,
= Sejam:
= E(K) = mdxy . {le®]}

= 0= (lay| + ..+ |ai(i—1)| + IGE(M)I + ..+ )/ lagl, 1<isn
Quando o critério das linhas é satisfeito, o; < 1

Demonstragdo (continuagdo)

* Quando k—e, xK—x* é equivalente a E®W—0
= Demonstraremos que E&D ¢ o.EX), onde o = mdx {0}
Paral<i<n:

= el = (g + .+ ai(i—l)e(k)i—l * ai(id)e(k)kl + ..+ 0,e®)/q;

= el < (layl.le®y] + ...+ |agyl.1e® ] + laiyl.le®y + ...+
lai,|. 1,1}/ |a;l

= leke D] < (layl + ... + IGE(H)I + |ai(i+1)| + ..+ ap).EW/ [
[ |e(k*1)l_| < OCi.E(k)
Portanto, EkD ¢ o E®)

= Consequentemente, EkD/EX ¢ o
Como ox1, entdo EW—0 quando k—e=: hd convergéncial

Mais um exemplo

= Considere o sistema a seguir:
X +3%, +X;=—2 — 3+1>1
Bx, +2%,+2x,=3 < 5+2>2 Ndo hd garantia
2 de convergéncia
6x, +8x;, =—6 — 6<8

= No entanto, uma permutagdo entre as duas primeiras linhas
garante a convergéncia:

Bx, +2x, +2X; =3 < 2+2<5

X, +3%, +X; =2 « 141<3 Gar‘an‘ng dg
convergencia

6x, +8x;, =—6 « 6<8

= Quando o critério das linhas ndo for satisfeito, convém tentar
uma permutagdo de linhas e/ou colunas
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Consideragdes finais

Método de Gauss-Seidel

= Analogamente ao Método de Gauss-Jacobi,
calcula-se x® = CxkD + g:

0 —ap/ay o —a,/ay b/a,
c=|" 0215/022 O - OZns/azz 9= t&/:Cl22
— 0y /ann — 02 /ann o 0 b"/Clnn

= No entanto, utiliza-se no cdlculo de x/*":

= valores calculados na mesma iteragdo: x{k*”,...,x;‘_‘f”

» valores da iteragdo anterior: x{{),...,x

Exemplo

5%, + %, +x;=5
3%, +4x, +X; =6 £=0,05
3%, +3x,+6x; =0

= Processo iterativo:

x =1-0,2x —0,2x
xf =15-0,75x"1 —0,25x{

Xékﬂ) — _O’5Xl(k+1) _ O,5x£k+l)

X

O O O

Exemplo

X% =1-02x{ —0,2x{¥
x§ =15 -0,75x* —0,25x
x:(ik+1) — _O’5X1(k+1) _O!5x(2k+1)

* Primeira iteragdo (k=0):

x{V=1-0-0=1 1
xM =15-0,75.1-0=0,75 x¥=| 075
x{) =-05.1-05.0,75 = -0,875 -0875

|x1(1) - x1(0)| =1
[x,® - x,®[ =0,75 d®=1/(max [x®])=1>¢

|X3(1) - X3(0)| = 0,875




Exemplo

x* =1-0.2x} —0,2x{"
x$ =15 -0,75x*" —0,25x{
Xj(ikﬂ) — _O!5X1(k+1) _O!5X£k+1)

= Segunda iteragdo (k=1):

x? =1-0,2.0,75-0.2.(-0,875) = 1,025 1025
x{?) =15-0,75.1,025 - 0,25.(-0,875) = 0,95 x? = 095
x? =-05.1,025-05.095 = -0,9875 -09875

[x,@® - x,®| = 0,025
[x,@-x,0] =020 d.®=0,2/(max |x®])=0,1951>¢
[x3@ - x,M| = 0,1125

Exemplo

xM =1-0.2x —0,2x{
x$ =15-0,75xY - 0,25x{
><:(;IMI) — O _ O’5x{k+1) _ O!5Xék+1)

* Terceira iteragdo (k=2):

x=1-02.0,95-0,2.(-0,9875) = 1,0075 10075
x{ =15-0,75.1,0075 - 0,25.(-09875) = 09912  x¥=| 09912
x¥ =-0,5.1,0075 - 05.0,9912 = -0,9993 -09993

[x,® - x,®] = 0,0175
1%, - x,®| = 0,0412 d,® = 0,0412/(max |x®|) = 0,0409 < £

[x33) - x;,@| = 0,0118

Interpretagdo geométrica

= No caso de um sistema linear de ordem 2, é
possivel visualizar a convergéncia do método:

= Os pontos (x,(0, x,()
satisfazem a primeira equagdo,
0 enquanto os pontos (x;&1, x,kD)
— satisfazem a segunda

= No mesmo sistema, a
x* convergéncia pode hdo ocorrer...

Critério de Sassenfeld

= Sejam os seguintes valores:

B = ! 'i‘alj‘

Q| j=2
i—1 n

) Z‘Gij‘ 'Bj + Z‘aij‘ ,paral<i<n
= il

b:max{bj},lsjsn

= Se p <1, entdo o Método de Gauss-Seidel gera
uma sequéncia convergente, qualquer que seja
x(©)

= Quanto menor for B, mais rdpida serd a convergéncia

Bizi
a

i




Exemplo

2%, +x,-0.2x; +0,2x, =0,4
0,6x, +3x, -0,6x;, —0,3x, =-7.,8
-0,1x, -0,2%x,+x; +0.2x, =10
0,4x, +12x, + 0,8x; + 4x, =-10,0

B, =%-(1+o,2+o,2)= 07

B, = % (06-07+06+03)=044

Bs =%~(o,1.o,7 +02-0,44+02)=0358

B, =%-(O,4-0,7+1,2-0,44+O,8~O,358): 02736
B=0,7<1

Demonstragao

= Sejam:
= X* =[xy, X, ..., X,]T: a solugdo exata de Ax = b
= x® = [x®, x®, .., x® T a k-ésima aproximagdo de x*
= el = x® - x*: 0 erro na k-ésima aproximagdo
* Queremos garantir que lim,_,_e®), = 0, I<i<n
No Método de Gauss-Seidel, pode-se constatar que:

el = (ape®, + age®; + .+ a,6®))/ay

r eleD, = —(apeD; + ap5ey + .. + aze®,)/az,
el = (aue®D; + apete, + .+ ay e )/ ay,
= Sejam:
= E(K) = mdxy{le®]}
= By = (lagl + lags| + ... + |y |}/ lay
= B = (Brlayl + ..+ Birdagpl + lagayl + ... + lal)/lagl, Lki<n

Demonstragdo (continuagdo)

= Quando k—ee, xKW—x* ¢ equivalente a E®W—0
= Demonstraremos por indugdo em i (1<i<n) que E&D ¢ p.E®), onde
p= maxlsisn{bi}
= Base (i=1):
- |e(k+1)1| < (|a12|~|e(k)2| + |°13|~|e(k)3| .t |°1n|~|e(k)n|)/|011|
= leted | < [(lagl + lags] + ... + lag, 1)/ lag| 1. max, {le®]}
o Jeten, | < p,E0 ¢ pEW
= Hipétese: |e(D | < p, . EW < p.E®
= Passo:

" |e(k+1)i| < (|°i1|~|e(k*1)1| ot |Gi(i71)|.|e(k*1)”| * |ai(i+1)|~|e(k)i+1| ot
la;,l.1e%9,1)/ a1

" |e(k+1)i| < (|°i1|~bl ot |ai(i,1)|~bi,1 + |ai(i+1)| ot |ai"|).E(k)/|C\ii|
o leteD)| ¢ pEW ¢ pEW

= Portanto, E&D/E® ¢ p

= Como p<1, entdo E®W—0 quando k—ee: hd convergéncial

Exemplos
= Considere o sistema abaixo, anteriormente visto:
_3 B, =1/1=1 oo )
XX = B, =(1.1)/3=1/3 Ndo ha garantia
X —3%, =3 b1 de convergéncia

= No entanto, 0 Método de Gauss-Seidel converge neste sistema
para a solugdo exata x, = x, = 3/2. Verifique!

= Isso mostra que o critério de Sassenfeld, como o critério das
linhas, é suficiente, mas ndo necessdrio

= Considere outro sistema:

B,=1/10=01
10 =23 .
6 ; +.2><2 =18 ,=(6.01)/2=03
e B=03<1

= Neste caso, o critério de Sassenfeld garante a convergéncia,
mas o critério das linhas, ndo...
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Relagdo entre os critérios

= Se um sistema satisfaz o critério das linhas, entdo
também satisfard o critério de Sassenfeld
= Demonstragdo:
= Seja o = mdx, . fo} <1,
onde o; = (lay| +... + |apl + lagyl + ... + 1)/ ayl
= Vamos provar por indugdo em i que f; < o; < 1, I<i<n
= Base (i=1):
= By = (lagl * lagsl + ... + lag, 1)/ lay | = oy < 1
= Hipétese: p; < o < 1, 1<i<n
= Passo (I<i<n):
= B = (Brlagl + .+ Biplagg gl + lagl + ..+ lag 1)/ lagl
= Pic(lagl + .+ lag gyl + lagyl + ...+ lal)/lagl = oy < 1
= Portanto,a<1=p<1
= A volta nem sempre é verdadeira...

Consideracdes finais

= Tanto o critério das linhas como o critério de
Sassenfeld sdo condigbes suficientes para a
convergéncia, mas nhdo necessdrias

= Em sistemas esparsos (com grande nimero de
coeficientes nulos), o Método da Eliminagdo de
Gauss ndo é apropriado, pois hdo preserva esta
vantajosa qualidade. Nesses casos, convém
utilizar métodos iterativos

= Os métodos iterativos sdo menos suscetiveis ao
actmulo de erros de arredondamento

Métodos diretos versus iterativos

= Convergéncia

= Diretos: ndo faz sentido considerar essa questdo,
pois calculam a solugdo exata

= Tterativos: ocorre sob determinadas condigdes
= Esparsidade da matriz de coeficientes

= Diretos: alteram a estrutura da matriz

= Tterativos: utilizam sempre a matriz inicial
* Erros de arredondamento

= Diretos: ocorrem a cada etapa e acumulam-se

= Iterativos: somente os erros da Ultima etapa
afetam a solugdo




