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presentar dados em um compurtadar: o quanto de espago reservar para

cada valor. Por exemplo, um projetista pode decidir tratar inteiros com 32 bits e
implementar uma ALU que implemente operagtes aritméticas em 32 bits e retor-
ne resultados de 32 bits, Contudo, alguns nimeros sio muito grandes para serem
representados com 32 bits. Em outros casos os operandos podem ser codificados
com 32 bits, mas o resultado da operacio nio, causando um overflow {descrito
no Capitulo 3). Portanto, precisamos entender os limites impostos pela precisio
e limites dos cilculos numéricos impostos pela representagio dos dados. Iremos
investigar esses limites nas priximas segdes.

2.2 Nimeros de Ponto Fixo
Em um sistema que usa niimeros de ponto fixo cada niimero tem exatamente o
mesmo nimero de digitos, e o “ponto” estd sempre no mesmo lugar. Exemplos
do sistema de nimeros decimaissio 0,23, 5,12 ¢ 9,11. Nestes exemplos cada ni-
mero tem trés digitos e o ponto decimal estd localizado a duas posigdes a partir
do lado direito. Exemplos do sistema de niimeros bindrios (onde cada digito
pade ter somente um valor 0 ou 1) sio 11,10, 01,10 ¢ 00,11, onde existem qua-
tro digitos bindrios e o ponto estd no meio dos digitos. Uma diferenga importante
entre a maneira que representamos nimeros de ponto fixo no papel e a maneira
como 0s representamos no computador € que no computador o ponto nio € ar-
mazenado em nenhum lugar, somente supde-se que estard em certa posigio. Po-
de-se dizer que o ponto bindrio existe somente na cabega do programador.
Comecaremos a estudar nimeros de ponto fixo investigando o intervalo de
representagio ¢ precisdo de nimeros de ponto fixo no sistema decimal, Depois
discutiremos a natureza das bases de nameros rais como decimal ¢ bindria, ¢
como converter entre essas bases. Com esse estudo, investigaremos diversas ma-
neiras de se representar niimeros negativos de ponto fixo, ¢ também operagbes
aritméticas simples que podem ser feitas com eles,

2.2.1 Intervalo de representacéo
e precisio em niimeros de ponto fixo
Uma representagio de ponto fixo pode ser caracterizada pelo intervalo de repre-
sentagio de niimeros que podem ser expressos (ou seja, a distincia entre o menor
e o maior niimero) e a precisdo (a distdncia entre dois ndmeros adjacentes na se-
giiéncia). Para o exemplo citado acima, usando-se trés digitos ¢ o ponto decimal
colocado a duas posigies da direita, o intervalo de representagio vai de 0,00 a
9,99, incluindo os dois pontos extremos, denotado [0,00, 9,99]. A precisio € de
0,01 e o erro £ de 0,5 da diferenga entre dois nimeros “adjacentes” na seqiiéncia,
tais como, por exemplo, 5,01 e 5,02, que tém uma diferenga de 0,01. O erro &,
portanto, de 0,01/2 = 0,005, ou seja, podemos representar qualquer nimero
dentro do intervalo 0,00 e 9,99 com um erro méiximo de 0,008 do seu valor real.
Note como o intervalo de representagio e a precisio sao conflitantes: com o
ponto decimal no extremo direito o intervalo de representagio € de [000, 999] e | 1%



a precisio € de 1,0, Com o ponto decimal no extremo esquerdo o intervalo & de
[0,000, ,999] e a precisio € de 0,001,

Nos dois casos, existem 107 “objetos” decimais diferentes, no intervalo entre
000 ¢ 999 ou 0,000 € 0,999, sendo possivel, portanto, representar somente mil
valores diferentes, independente de como estabelecemos o intervalo de repre-
sentagio e a precisio,

Nio existe necessidade de se comegar a representar niimeros em 0. Um ni-
mero decimal de dois digitos pode ter um intervalo de re presentagio de [00, 99]
ou [-50, 49] ou até mesmo [-99, 0]. A representacio de nimeros negativos € vista
de forma mais detalhada na Segio 2.2.6.

Intervalo de representagio e precisio sio pontos importantes em arquitetura
de computadores porque ambos sio finitos na implementagio da arquitetura,
mas também sdo infinitos no mundo real; portanto o usudrio precisa estar ciente
das limitagdes de se tentar representar informagio externa em formato internc.

2.2.2 A lei associativa da dlgebra
nem sempre funciona em computadores

Em matemitica nés aprendemos a lei associativa da algebra:
ath+e)=(@+b +¢

Como veremos, essa lei ndo € valida para niimeros de ponto fixo que tém
uma representagio finita. Considere uma representagio de ponto fixo de um di-
gito decimal, com o ponto decimal na direita e um intervalo [-9,9]),coma =7,
b=4.:c=-3.ﬁgumu+{b+d=?+{4-]]=?+1 =8 Masla+b)+c=(7+
4)=3 = 11 - 3. Contudo o resultado intermediirio 11 ndo pode ser representado
dentro do nosso sistema! Temos uma condigiio de overflow em um cilculo inter-
medidrio, mas o resultado final estaria dentro do nosso sistema de numeragio,
Mas isso € tao ruim quanto o resulrado final nio poder ser representado porque o
valor final estard errado se um valor intermediirio estiver,

Portanto podemos ver nesse exemplo que a lei associativa da dlgebra nio
vale para niimeros de ponto fixo com nimero de digitos finitos. Essa é uma
conseqiiéncia inevitivel dessa forma de representagio, e nio existe nada a ser
feito na pririca, exceto detectar overflows quando eles ocorrerem, terminar o
cdleulo imediatamente e notificar o usuirio da co ndigio ou entio, havendo de-
tectado um overflow, repetir o cilculo com niimeros com maior intervalo de
representagio (essa técnica € muito raramente usada, a nio ser em aplicagbes
criticas),

2.2.3 Raiz de sistemas numéricos

Nesta secdo aprenderemos como trabalhar com nimeros com bases arbirrdrias,
il:r| muito embora nos concentremos nas bases mais utilizadas em computadores di-

gitais, tais como base 2 {bindrio) e seus parentes proximos base 8 (octal) e base 16
{hexadecimal). . P

A base, ou raiz, de um sistema numérico define o intervalo de valores que um
digito pode ter. No sistema em base 10 (decimal) um dusr dez valur‘t.s W2, 3, 4,
5,6,7,8,9 é usado para cada digito de um nimero. O sistema mais natural para
se representar nimeros em um computador € o de base 2, no qual os dados sio
representados por uma colegio de zeros e uns. ‘

A forma geral de se determinar o valor decimal de um nimero na base k de
um sistema numérico de ponto fixo é:

Valor = Ebﬁ k!

O valor de um digito na posigio 7 € dado por &, Existem # digitos para a
esquerda do ponto e m digitos a direita do ponto. E“.ﬂ forma d? {cprcs:nmq;u
na qual cada posigio tem um valor é chamada de cédigo de posigio pumli:ra da
(weighted position code). Como exemplo, vamos determinar _ﬂ v; Er |}=
(541,25),4, no qual o subscrito 10 representaabase. Temosn = 3,m = 2ek = 10:

Sx 1P +4x 10 +1x10°+2x 10 + 5 x 102 =
(500, + (40),4 + (1);g + (2/10),4 + (5/100)5 = (541,25),
Agora consideremos na base 2 o nimero (10 10,01}, noqual #=4,m=2ek=2:
12 +0x2+1x2'40x2040x21+1x22=
(8)y9 + (@10 + (2yp + (O + (0/2)19 + (1/4)19 = (10.25),,

Isso sugere uma maneira de se converter um m?mer::- de uF:m_ba:se arhfni.:ina
para um nimero na base 10 usando o método pnlinnnunl. A :d_é:a g mul_np icar
cada digito pelo peso associado a ele por sua posigio {menEmls de E{m.s m:sslaj
exemplo) e entdo somar os termos para obter um nimero convertido. ! u;m em _
bora conversbes possam ser feitas entre todas as bases da mesma fnf-m a, algumas
bases causam problemas especiais, como veremos na proxima segio.

[ v finimos o bit que carrega
MNota: Nesses sistemas de nimeros ponderados nds de_ . . :
o maior peso de bit mais significativo (MSB — Most Significant E_ut',i.‘ e o bit que
carrega o menor valor de bit menos significativo (LSB - Least Slg“.l‘iiﬁﬁ_ant B-lﬂj'
De forma convencional, o MSB € o bit mais 4 esquerda, ¢ o LSB ¢ o bit mais

direita.
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2.2.4 Conversies énlre as rafzes

Na segdo anterior vimos um exemplo de como um nimero na base 2 pode ser
convertido em um nimero na bage 10. Uma conversio na diregio reversa & mais
complexa. A maneira majs simples de se conyerter niimeros de ponto fixo con-
tendo partes inteiras e fracionais ¢ converter cada parre separadamente, Por

(23,375)10 = (23),, + (0,375),9

Convertendo a Parte Inteira de yan Ntimero de Ponto Fixo -
O Método do Resto

Como sugerido na Se¢do anterior, a forma olinomial ger
i al
um inteiro bindrio ¢ d S
by X 2 + b, x 21 Foetby x2! 4 by x 20
Se dividirmos o inteiro por 2 obteremos
bix 2+ p,, X224 4 by x 20

com um resto de b, Cnrm? resultado de se dividir o inteiro original por 2, desco-
brimos que o valor do primeiro coeficiente binirio ¢ by. Podemos repetir esse

Processo no polinomial restante @ determinar o valor de by. Entio, podemos

Inrearg Hewsp
N ¥

il = 1 1 *— Bir menos significative
M = 5 I

M = 2 1

2 = 1 a

X = 0 | *— Hit mais significativg

{uhn = {1 1y

Figura 2.1 Uma conversio de um inteiro ng basz 10 para um ingei
. e para um teiro na base 2 usanda o

vertido, Os restos sio armazenados em um niimero na base 2 na ordem mostrada
na Figura 2.1 para gerar os resultados (23);0 = (10111),. Em geral, podemos con-
verter qualquer inteiro na base 10 para qualquer outra base simplesmente dividin-
do o inteiro pela base para a qual estamos convertendo.

Podemos checar o resultado convertendo o resultado da base 2 de volra para
a base 10 usando o método polinomial;

{10111]1=1x2‘+l:lx2.3+Ix2’+1x2‘+1x1°
=16+0+4+2+1
= (23)y9

Dessa forma conseguimos converter a parte inteira de (23.375),, para a base 2.

Convertendo a Parte Fracional de um Niimero de Ponto Fixo -
O Método da Multiplicagio
A conversio da parte fracional pode ser obtida por multiplicagées sucessivas da
fragio por 2 como descrito a seguir,
A fragio bindria é representada na forma geral

byx 2V by x2ta b x4,
Se multiplicarmos a fragio por 2, obreremos
by+b, X' +by,x224 .

Dessa forma determinamos o coeficiente b.y. Se iterarmos esse processo na
fragio restante, obteremos os proximos b, Esse processo forma a base da mult-
plicagdo que converte fragdes entre as bases, No exemplo anterior (Figura 2.2), a
fragdo inicial (0,375),, € menor que 1. Se a multiplicarmos por 2, o resultado fi-
nal vai ser menor que dois. O digito & esquerda do ponto serd entio 0 ou 1. Este ¢
o primeiro digito 3 direita do ponto no nimero convertido para a base 2, como
mostrado na figura, Repetimos o processo na parte fracional até que reste so-
mente uma fragio de 0. Nesse ponto somente zeros adicionais serdo criados por |23




navas iteragies, ou entio che Baremos ao limite da i
i ouen precisio usada na nossa repre-
sentagio. Os digitos sin armazenados e o resultadn obtido é (0,375 Yio=1(0,1 i1:'} 2

¥ Bt mais significativo
0375 x 2 - 0,75
= ]

075

L
05 ¥ 2 - Lo

L
i

Bir me igni ]
{0,375, = 0,011), AR S

Figura 2.2 Unia co

nversio de uma fracs
il 530 na base 10 para a base 2 ysando o método da

Mais uma vez podemos checar o resultado d
aconversio convertendo da b
2 de volta para a hase 10 usando o método polinomial: =%

(0,011); =0 x 271 4 1 x -2 FIX2 =0+ 1/441/8 = (0,375)5

Finalmente podemos comb; intei i
ombinar as partes inteira e fracional do -
sultado final: Ao

(23,375))5 = (10111,011),

Fragaes Infinitas

M“if“_ embora esse método de conversio funcione entre todas as bases, alguma
precisio pode ser perdida no processo. Por exemplo, nem todas as fra-;ﬁ::s infini-
fas na base 10 tém um formaro finito na base 2, Por exemplo, vamos converrer
i:EI,Z}m para a base 2, como mostrade na Figura 2.3, Na ﬁin‘m:l linha da conver-
530 a fragio (0,2),4 reaparece ¢ o processo se repete ad infinitum, Para ver por
que isso acontece, notemaos que qualquer fragio que ndo se repete na base 2 pode
ser representada como i/2* para inteiros ie k. (Fraghes que se repetem na base 2
nio podem ser representadas nesse formaro,) De forma algébrica;

2k =i x sh(ok x 5Y = | x stypk = jlot

onde j é o inteiro i x 5%, A fragio portanto nio se repete na base 10, Isso se baseia no
fato de que somente fragdes que niio se repetem na base b podem ser representadas
como ifb* para inteiros e k. A condigio que rem que ser satisfeita para uma fragio
que ndo se repete na base 10 ter um equivalente {que nio sc repere) na base 2 ¢:

100 = /(5% x 2%) = ot

2 ¥ k] = o4
i

¥

4 % i = 0.8
|

L]

g % I = 1.6
I

& x a = 1.2
]

¥

i ®k I = b4

Figura 2.3 Uma fragio finita em base 10 que nio rem uma forma finita na base 2,

onde j = if5*, e 5* deve ser um fator de i. Para fragdes decimais de um digito so-
mente (0,0),5 € (0,5); ndo se repetem na base 2 (20% de todas as fragtes possi-
veis); para fragbes decimais de dois digitos somente (0,000, (0,25}, (0,5), &
(0,75) 9 ndo se repetem (4% das fragdes possiveis) erc. Existe uma ligagio entre
niimeros primos entre si e fragdes que se repetem, o que ajuda a entender por que
algumas fragdes finitas em base 10 ndo tém uma forma finita na base 2. Knuth
(1981) explica um pouco desta reoria,

Representagdes Bindrias versus Decimais

Muito embora a maioria dos compuradores use base 2 pararepresentacio inteira
e aritmérica, algumas calculadoras e compuradores comerciais usam uma repre-
sentagiio interna de base 10, e por isto ndo sofrem deste problema de representa-
¢do. O motivo para se usar base 10 em computadores comerciais nio é somente
evitar o problema da fragio infinita, mas também evitar o processo de conversin,
que historicamente levava um tempo significativo para ser feita pelas unidades
de entrada e saida.

Representagdes Bindrias, Octais e Hexadecimais

Os nimeros bindrios refletem a representagio interna real usada pela maioria
das mdquinas. Conrudo eles sofrem da desva fitagem que nimeros representados fas



nestas bases, .
Niimeros bindrios podem ser consideravelmente mais longos que seus equi-
;al:nms na base 10, Como uma conveniéncia notacional, podemos is VeZes usar
ases maiores do que 2 que sio miiltiplas de 2. Converter entre as bases 2, 8 ou

na base 8 sio familiares para nds, usudrios da base 10,
decimal) necessitamos de seis digitos adicionais além
Asletras A, B, C, D, E ¢ F ou os seys equivalentes em |

mente usadﬂ_ﬁ pararepresentar os valores 10, 1 1,12, 13,
em hexadecimal. Os digitos usados normalmente para a

mostrados na Figura 2.4, Ao com parar a coluna da

cessitamos de 3 bits para representar cada digito na base

tamos de quatro bits para represent

ral, k bits sio necessirios para representar cada digito na
a base 27 = 8 usa trés bits ¢ a base 2+ = 16 usa 4 bits,

VETTer entre as trés bases

ntagens significativas em se representar ndmeros

mas para a base 16 (hexa-
dos usados para a base 10,
etras mintsculas sio comu-

14 ¢ 15 respectivamente
sbases2, 8, 10 ¢ 16 sio

base 2 com asbases 8§ ¢ 16 ne-

8 em bindrio, e necessi-

ar cada digito da base 16 em bindrio, Em Be-

base 24, k inteira, entio

Etndrin Ocral Decimal  Hexadecimal
fhase ) (base B) {base 10 (base 16)
Q ] [i] ]
| 1 1 1
10 2 2 2
11 3 3 3

100 4 4 4

101 5 1 5

110 3 [3 6
111 7 7 7
1000 10 B §
1001 H 9 9
1010 12 10 A
1011 13 11 B
1100 14 12 C
1101 15 13 D
1110 15 14 E
1111 17 15 F

Figura 2.4 Valores para os digitos em
£ hexadecimal,

Para se converter um niimero

nimero da base 2 em Erupos de tré

26| mais externos com zeros quando

SIStOMAs numéricos binirio,

preciso. Entdo converte

octal, decimal

da base 2 para a base 8 temos que particionar o
s comegando do ponto, e preencher os grupos

mos cada triplo para o

octal equivalente. Para converter da base 2 para a base 16 usamos grupos de qua-
tro. Por exemplo, vamos converter (10110), para a base §:

(10110); = (010); (110); = (2)4 (6); = (26),

Note que os dois bits mais i esquerda foram preenchidos com zero 3 esquer-
da para criar uma tripla completa.
Para converter (10110110), para a base 16:

(10110110); = (1011),; (0110), = (B)4 (6),4 = (B6),4

(Note que B ¢ o digito na base 16 correspondente a (11),4. B niio é uma varidvel.)

Os métodos de conversio podem ser usados para converter um nimero de
qualquer base para qualquer outra base, mas pode nio ser muito infuitivo con-
verter algo como (513.03); para a base 7. Para nos ajudar em uma conversio nio
comum podemos converter para a mais familiar base 10 como um passointerine-
didrio e entdo continuar a conversio da base 10 para a base-alvo, Como re Bra je-
ral, o método polinomial deve ser usado quando convertendo paraabase 10, ¢ 08
métodos do resto e multiplicagio quando convertendo a pactir da base 10,

2.2.5 Um primeiro estudo de aritmética computacional

Vamos ver aritmérica computacional em detalhe no Capitulo 3, mas no momen-
to precisamos aprender como fazer uma simples adigio bindria porque ela é usa-
da na representagio de nimeros bindrios com sinais. Adigio biniria € feita de
forma similar 4 usada para se somar niimeros decimais manualm ente, como ilus-
trado na Figura 2.5. Dois nimeros bindrios A e B sio somados da direita paraa
esquerda, criando uma soma e um carry (vai um) em cada posicio de bit. Uma vez
que os bits mais 2 direita de A e B podem cada um assumir um de dois valores,
quatro casos tém de ser considerados: 0+ 0,0+ 1,1+ 0e1 + 1, comum carry
de 0, como mostrado na figura. O carry para o bit mais 3 direita é 0. Para as outras
posigdes de bit, o carry pode ser 0 ou 1, de tal forma que um total de oito combi-
nagdes de entradas tém de ser consideradas como mostrado na figura.

Note que o maior nimero que pode ser representado usando o formato de
oito bits mostrado na Figura 2,5 € (11111111) 5 = {255}, € que 0 menor niimero
que pode ser representado € (00000000), = (0),¢. Os padrées de birs 11111111
¢ 00000000 e rodos os padrdes intermedidrios de bits representam nimeros no
intervalo fechado de 0 a 255, todos nlimeros positivos. Até este momento consi-
deramos somente niimeros sem sinal, mas precisamos representar nimeros com
sinal também. Desta forma (aproximadamente) metade dos padrées de bits é re-
servada para nimeros positivos ¢ a outra metade para niimeros negarivos. Qua-
tro representagbes comuns para nimeros com sinal na base 2 sio discutidas na
prdxima segdo.
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Figura 2.5 Exemplo de adigio bindris,
2.2.6 Ndmeros de ponto fixo com sinal

Até agora estudamos somente a representagio de niimeros de ponto fixo sem si-
nal, A situagio é diferente quando representamos niimeros de ponto fixo com
sinal. Existem quatro maneiras de se representar niimeros com sinal que sio co-
mumente usadas: sinal magnitude, complemento de um, complemento de dois e
notagio de excesso. Vamos ver cada uma, usando inteiros em nossos exemplos.
Durante esta discussio o leitor pode se referir 3 Tabela 2.1, que mostra como nii-
meros de 3 bits siio armazenados nas virias representagoes,

Tabela 2.1 Representagies de Inteiros de Trés Bits.

Decimal Sem sinal Sinal Complemento Comple- Excesso 4
magnitude de 1 mento de 2
7 111 - - - -
6 110 - - - -
5 101 - - - -
4 100 - - - -
3 011 011 011 211 111
2 o010 010 010 010 110
1 0ol 0o ool 001 101
+0 000 oo oo oo 100
-0 - 100 111 000 100
=1 = 101 110 111 011
-2 = 110 101 110 oo
=3 - 111 100 101 0l
- = = = 100 000

Stral Magnityde

A representagio de sinal magnitude (3s vezes chamada de sinal e magnitude) é a
mais familiar a nds acostumados com o sistema numérico de base 10, Um sinal
Ppositivo ou negativo i esquerda do nlimero indica se o niimero ¢ positivo ou ne-
gativo, como por exemplo em +12,; 0u=12,,. Na representagio de sinal magni-
tude bindria, o bit mais i esquerda € usado para o sinal, que tem o valor de 0 ou 1
para + ou -, respectivamente. Os bits restantes contém a magnitude absolura do
valor. Representando-se (+12),4 € (~12),, em um formato com 8 bits:

(+12), = (00001100},
(<12);4 = (10001100),

O nimero negativo ¢ formado simplesmente trocando o bit de sinal do nii-
mero positivo de 0 para 1. Note que existem duas representagdes para zero, +0
(00000000) & -0 (10000000).

Existem 8 bits neste exemplo, ¢ todos os padrées de bits representam nime-
ros vilidos; portanto existem 2* = 256 padraes vilidos. Contudo, somente 2% -
1 = 255 niimeros diferentes podem ser representados porque +0 e =0 represen-
mam o mesmo nimero,

Nés vamos usar a representagio de sinal magnitude quando virmos niimeros
de ponto flutuante na Segio 2.3

.

Complenmento de Um

A operagio de complemento de um ¢ trivial de se fazer: troque todos os uns do
niimero por zeros ¢ todos os zeros por uns. Veja a quarta coluna da Tabela 2.1
para exemplos. Podemos observar na tabela que na representacio de comple-
mento de um o bit mais 3 esquerda € 0 para niimeros positivos e 1 para niimeros
negativos, assim como na representagio de sinal magnirude. Esta negagio, trocar
uns e zeros, € conhecida como complementagio de bits. Vejamos, por exemplo, a
representagio de (+12),4 ¢ (~12);; em um formato de 8 bits, agora usando a re-
presentagio de complemento de um:

(+12), = (00001100),
(-12), = (11110011),

Note novamente que existem representagdes para +0 e =0, que sio 00000000
e 11111111, respectivamente. Como resultado, existem somente 2%~ 1 = 255 ni-
meros diferentes que podem ser representados, muito embora existam 2* padrées
de bits diferentes.



A representagido em complemento de um nio & comumente wtilizada. Em

. : ; ~128),, = (10000000
parte 1550 se explica pela dificuldade de se eferuar comparagies quando existem F { il Il :
duas representagies para 0. Existe uma dificuldade adicional relacionada com a ";
adigio de nimeros, que ¢ discurida no Capitulo 3. ' Zikesel

+ 1
Complemento de Dois
O camplemento de dois é formado de maneira similar a do complemento de um: ' (10000000),

complementando todos os bits do niimero, mas em seguida soma-se 1 20 resules.
do, ¢ se esta adigio resultar em “va; um™ {carry) do bit mais significativo, ignore o
carry. Examinando-se a quinta coluna da Tabela 2.1 podemos ver que na repre-
sentacio do complemento de dois o bit mais 4 esquerda é novamente 0 para nii-
meros positivos e 1 para niimeros negativos. Conrudo, este formato nio tem a
desafortunada caracteristica de ambos, sinal, magnitude e complemento de um: Representagdo de Excesso
existe somente uma Tepresentacio para zero. Para ver que isso é verdade, tente
representar (+0),,, que tem o padrio de birs:

A representagio em complemento de dois ¢ a representagio mais comumente
usada em computadores convencionais, € a usaremos fregiientemente neste livro.

Ma representagio de excesso, ou biased, o niimero € tratado como sem sinal, mas
¢ “shifted” (deslocado) em valor subtraindo-se um fator (bias, em inglés) do mes-
mo. A idéia € arribuir o menor padrio numérico de bits, todos 210, a0 negarivo

(+0)y9 = (00000000}, do fator, e atribuir aos nimeros restantes na seqiiéncia os padrées de bits que
crescem em magnitude. Uma maneira conveniente de se pensar na representagio
Formar o complemento de um de (00000000), gera (1111111 1);, e soman- em excesso € que o niimero ¢ representado pela s:um,a_do seu rfumpl:m:nm_ de
do um a este resultado obtemos (00000000, ou seja (-0)ip = (00000000),. O dois e outro niimero, conhecido como “excesso”, ou “bias”. Mais uma vez, vejaa
carry da posigdo mais 2 esquerda é ignorado na adicio em complemento de dois coluna mais & direita da Tabela 2.1 para exemplos. .
(exceto para detecgio de condigdes de overflow). Como existe somente uma re- Vamos representar mais uma vez (+12),, e (~12),, em um formaro de oito
presentacao para 0, e como todos os padrées de bits sdo vilidos, existem 2% = bits mas agora usando uma representagio em excesso de 128. Um niimero em ex-
236 nimeros diferentes que podem ser representados, cesso de 128 é formado adicionando-se 128 ao niimero original ¢ entio criando
Vejamos novamente a representagio de (+12)ge (<12),y em um formato de uma versio bindria sem sinal. Para (+12),, calculamos (128 + 12 = 140),, e usa-
8 bits, desta vez usando a representagio em complemento de dois. Cnmz;&ndﬁ mos o padrio (10001100),;. Para (—12),,, calculamos (128 + -12 =1 18}y, 2 usa-
com (+12),, = (00001100),, vamos complementar, ou negar, o niimero geran- . mos o padrio de birs (01110100),:
do (11110011),. Somando 1 temos (111 10100);, e portanto (-12),, = |
(11110100) (+12)3 = (10001100),
(+12)y = (00001100), - (-12)4 = (01110100),
(-12)y9 = (11110100), Note que ndo existe um significado numérico para o valor de excesso: ele sim-
plesmente tem o efeito de deslocar a representagio dos niimeros em complemen-
Existe um nimero igual de nimeros positivos e negativos se considerarmos to de dois.
(a2 €omo um niimero positivo, o que é razodvel uma vez que seu bit de sinal é 0. Existe somente uma representagio em excesso para 0, uma vez que a repre-
Os niimeros positivos comegam em 0, mas os niimeros negativos comegam em -1, sentagio em excesso € simplesmente uma versio deslocada da representagio em
entio a magnitude do niimero mais negativo € um maior que a magnitude do ng. complemento de dois. Para o caso anterior, o valor do excesso foi escolhido de
mero mais positivo. O niimero positivo com maior magnitude ¢ +127, e 0 niimero . forma a ter 0 mesmo padrio de bits do maior niimero negativo, o que tem o efei-
flegativo com a maior magnitude ¢ ~128. Nao existe, portanto, um nimero positi- to de fazer com que os niimeros aparegam ordenados numericamente quando
£ due corresponda ao negativo ~128 que possa ser representado. Se tentarmos vistos como nimeros bindrios sem sinal. Portanto, o nimero mais negativo é

%] formar o complemento de dois de ~128 chegamos a um ndmero negativo: (~128)5 = (00000000), ¢ o mais positivo é (+127);5 = (11111111),. Essa re- |31




presentagio simplifica a comparagio entre nimeros, porque os padroes de birs
para nimeros negativos tém valores numericamente menores do que os padries
de bits para niimeros posirivos, Tsso é importante para representar os expoenies
de nimeros em ponto fluruante, nos quais os expoentes de dois niimeros sio
comparados a fim de tornd-los iguais para adigio e subtragio. Representagdes de
nimeros de ponto flutuante serdo vistas na Segio 2.3.

2.2.7 Decimal codificado em bindrio

Niimeros podem ser representados na base 10 mesmo usando codificacio bina-
ria. Cada digito na base 10 ocupa quatro bits, o que € conhecido como decimal
codificado em bindrio (Binary Coded Decimal - BCD). Cada digito BCD pode
ter um entre dez valores. Existem 2% = 16 padrdes possiveis para cada digito na
base 10, e como resultado seis padries de bits nio sio usados para cada digito.
Na Figura 2.6 existem quatro digitos significativos, portanto 10* = 10,000 pa-
droes de birs sdo vilidos, muito embora 218 = 65.534 padries de bits sdo possi-
veis com 16 bits.

Muito embora alguns padries de birs nio sejam usados, o formato BCD € co-
mumente usado em calculadoras ¢ em aplicagdes comerciais. Existem menos
problemas em representar fragies finitas na base 10 nesse formato, ao contrdrio
da representagio em base 2. Dados entrados na base 10 {como em uma caleula-
dora, por exemplo) nio precisam ser convertidos para uma representagio inter-
na na base 2, ou convertidos de uma representagio interna na base 2 para uma sai-
da na base 10.

Efetuar cilculos aritméticos em niimeros BCD com sinal pode nio ser 6bvio.
Muito embora estejamos acostumados a usar a re presentagio sinal magnitude na
base 10, um mérodo diferente de re presentar ndmeros na base 10 com sinal & usa-
do no computador, No sistema numérico em complemento de nove, nimeros
positivos sio representados como em BCD comum, mas o digito mais 2 esquerda
€ menor que § para nlimeros positivos e 5 ou major para nlimeros negativas, O
negativo em complemento de nove é formado subtraindo-se cada digito de 9.
Por exemplo, o nimero na base 10 +301 € representado como 0301 {ou sim-
plesmente 301) nos complementos de nove e de dez conforme mostrado na Figu-
ra 2.6a. O negativo em complemento de nove & 9698 (Figura 2.6b), que é obtido
subtraindo-se cada digito de 0301 de 9.

O negativo em complemento de dez é formado adicionando-se 1 ao negativo em
complemento de nove, o que faz com que a representagio em complemento de dez de
~301 seja 9698 + 1 = 9699, como mostrado na Figura 2.6¢c. Nesse exempla, os nii-
meros positivos variam de 0 a 4999 ¢ os niimeros negativos variam de 5000 a 9999,

2.3 Nimeros de Ponto Flutuante

A representagio de niimeros de ponta fixo, que estudamos na Segido 2.2 tem uma

32| posigio fixa para o ponto e um nimero fixo de digitos 2 esquerda ¢ & direita do

ponto. Uma representagio de ponto fixo pode precisar de um niimero muito
grande de digitos para representar um intervalo pritico de valores. .Pm exemplio,
um computador pode representar niimeros tdo grandes cni:;n urnﬁnlhia manten-
do pelo menos 40 bits 3 esquerda do ponro, uma vez que 2 ' 10 . Se no mesmo
computador for necessdrio representar um trilhonésimo, entio 41.?{ bits d:vf:m tam-
bém ser mantidos & direita do ponto, resultando num total de 80 birs por niimero,

fm 0000 0011 I*..'I DDEII LR {(+301)yy  Complemento de nove e dee
[ '] L ] [ i
0 3 g g

gy 001 0110 1001 1000 (301 Complemento de nove
LEJ Bl i (840

tIﬂﬂ I. |n‘1 ! D.. .“}D ]. Lo g il (-301);,, Complemento de des
£/ (810 (=S4T 40

e

Figura 2.6 Representagdes BCD de 301 (a) e <301 em complemento de nove (b) & em
complemento de dez (¢l

Na pritica, nimeros muito maiores ¢ muito menores aparecem fm:ljﬁcnte—
mente, exigindo ainda mais do computador, Um hardware muito m?ﬁ.mcada .'E
necessirio para se armazenar e manipular nimeros com 80 ou mais bits de preci-
sdo, ¢ a computagido procede mais lentamente para um grande nimero de digitos
do que para um pequeno nimero de digitos. Alta precisio, contudo, nio é gcra}-
mente necessdria quando nimeros grandes sio usados, ¢, da mesma forma, nii-
meros grandes em geral ndo precisam serre prﬂeptad os quando cilculos sio fei-
tos com pequenos nimeros. Um computador mais E:ﬁ{IEI‘H'E pode ser construido
quando se guarda somente a precisio que serd eferivamente usada.

2.3.1 Intervalo de representagdo

e precisao em nimeros de ponto flutuante

Uma representagio de ponto flutuante permite um grande intervalo de represen-
tagdo usando um nimero pequeno de digitos através da separ:fgin dos digitos
usados para a precisdo dos digitos usados para o intervalo. O niimero de ponto
fluruante na base 10 que representa o nimero de Avogrado é:

+6.023 % 10%

Aqui o intervalo é representado por uma poténeia de 1 _D, 10* neste caso, e a
precisio € representada pelos digitos no ndmero de ponto fixo, 6,023 neste caso.
Ma discussio a respeito de nimeros de ponto flutuante, a parte em ponto fixo é
denominada mantissa do nimero. Logo, um niimero de ponto flutuante pode
ser caracterizado por trés nimeros: sinal, expoente e mantissa.
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Figura 2.7 Represenmgio de um nimero de ponto Aumante na base 10,

O intervalo de representagio é determinado principalmente pelo nlimero de
digitos no expoente (dois digitos sio usados aqui) e pela base A qual 0 expoente é
elevado (aqui a base € 10). A precisio € determinada principalmente pelo nfime-
ro de digitos na mantissa (quarro digitos sio usados aqui). Conseglientemente, o
niimero completo pode ser representado por um sinal e seis digitos, dois para o
expoente, e quatro para a mantissa. A Figura 2.7 mostra como o triplo sinal, ex-
poente ¢ mantissa podem ser formatados em um computador. Note como os di-
gitos sio compactados com o sinal primeiro, seguido pelo expoente, seguido
pela mantissa. Essa ordenagio foi escolhida por simplificar a comparagiio de ni-
meros de ponto fluruante. O leitor ndo deve esquecer de que o ponto decimal
Nao necessita ser armazenado com o ndmero, conguanto que ele esteja sempre na
mesma posigio da mantissa. (Isso serd visto ¢ém mais detalhes na Segio 2.3.2.)

Se um intervalo maior de representagio for necessirio, e se estamos dispos-
tos a sacrificar a precisdo, podemos simplesmente usar teés digitos para a mantis-
sa e reservar trés digitos para o expoente sem aumentar o nimero de digitos usa-
dos na representagio. Um método alternativo de aumentar o intervalo é
aumentar a base, o que tem o efeito de aumentar a precisio dos niimeros meno-
res, mas diminuir a precisio dos maiores. O compromisso entre intervalo de re-
presentagio/precisio € uma grande vantagem de se usar uma representagio de
pontg flutuante, mas a precisio reduzida pode causar problemas, is vezes levan-
do a desastres, como, por exemplo, o que é descrito na Segio 2.4.

2.3.2 Normalizacéo e o bit escondide

Um problema em potencial com a representagio de nimeros em ponto fluruante
€ que 0 mesmo niimero pode ser representado de diversas maneiras, o que faz

€om gue comparaghes e operagoes aritméticas tornem-se complexas. Por exem-
plo, considere as formas numéricas equivalentes abaixo:

3584.1 x 10° = 3.5841 x 10° = 0,35841 x 10°

A fim de se evitar representagdes miltiplas para o mesmo niimero, niimeros
de ponto flutuante sio mantidos em uma forma normalizada, ou seja, o ponta é
deslocado para a esquerda ou para a direita (e o expoente ajustado apropriada-
mente) até que o ponto esteja A esquerda do digito diferente de zero mais 2 es-
3«I| querda. Dessa forma o niimero mais i direita da equagio anterior é a representa-

¢io normalizada. Infelizmente, o nlimero zéro ndo pode ser representaxfo ﬁilcssn
maneira, portanto a representagio do zero nio segue essa regra. A excegio € que
o zero é representado com a mantissa consistindo somente em zeros. i

Se a mantissa for representada em bindrio, ou seja, nabase 2, ¢ sca condigao
de normalizagio exigir que exista um 1 inicial na mantissa normalizada, entio
nio existe necessidade de se armazenar este 1. A maioria dos f_ormams de ponto
flutuante nio o armazena. Em vez disso, ele € eliminado antes de se compactar o
niimero para armazenamento, e € recolocado quando deiscumpacmn do_n nime-
ro de voltaem expoente e mantissa. Isso resulta em ter dispuni'-r?l umlbn: adicia-
nal de precisio a direita do niimero, uma vez que removemas o bit mais aesquer-
da. Esse bit removido é chamado de bit escondido, também conhecido como 1
escondido. Por exeniplo, se & mantissa em um dado formate !:-Gl.' D?l 1010 apds
normalizagio, entdo o padrio de bits armazenado € 1010 = o bit mais 4 esquerda
¢ truncado, ou escondido. Veremos que o formato de nimeros de ponto flutuan-
te IEEE? 754 usa o bit escondido.

2.3.3 Representando niimeras de
ponta flutuante em computadores - preliminares
Projetaremos um formato simples para representagio de nﬁmems- de ponto flu-
tuants para ilustrar os pontos mais importantes dessa representagio em ci?mp.uu-
tadares. Nosso formato pode parecer desnecessariamente complexo 2 primeira
vista. Vamos representar a mantissa em um formato sinal magnitu de com um bir
para o sinal e trés digitos hexadecimais para a magnitude. O expoente serd um
niimero de trés bits em excesso de 4, com uma raiz de 16. A forma nurrfmh‘z,ada
do nimero terd o ponto hexadecimal A esquerda dos trés digitos hexadecimais.
Os bits serdo compactados da seguinte forma: o bitde sina! i e:v.querda. segui-
do pelo expoente de 3 bits, seguido pelos trés birs hexadecimais da mantissa.
Nem a raiz nem o ponto hexadecimal serdo armazenados na forma mmpact%da.
O motive pelo qual escolhemos esse formato aparentemente estranho € que
niimeros nesse formaro podem ser comparados para =, # 2 ¢ < em sua forma
“compactada”, que é mostrada na seguinte ilustragio:

e A e il — —— — —_——— —
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Expoente Tees digitos na base 16
de mris bits

Bit de sinal 3
Ponre subentendido

Representemos 0 ndmero (358}, nesse formaro.
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O primeiro passo € converter o niimero de ponto fixo da sua base original

para um niimera de ponto fixo na base destino, Usando o método descrito na Se-

¢in 2.1.3, podemos converter niimeros na base 10 para a base 16 da seguinte ma-
neira:

Quociente Resto
35816 = 22 [
22(16 = 1 f
1/16 = 0 1

LFur:antu. (358)5 = (166) ;. O proximo passo € converter o nitmero de pon-
to fixo em um nimero de ponto flutuante:

(166),, = (166.),, x 16°

Note que a forma 16% reflere a base 16 comum expoente de e que o niimero
16 como aparece na pdgina usa a forma em base 10, ou sejn, (16%),0 = (10%),,.

Isso é apenas uma conveniéncia notacional para se descrever um niimero em
ponto flutuante.

O préximo passo é normalizar o nimero:
(166.);4 % 16" = (0,166),, x 167

Fm-a_h?nc nte, precisamos preencher os campos restantes do formato. O niime-
ro € positive, portanto colocamos um 0 na posigio do bit de sinal. O expoente é

3, mas € representado em excesso de 4, o fa _ :
que faz com que o padriode b
expoente seja calculado coma: : 9 rao de bits para o

011 (£3),
Excesso de 4 +100  (+4),

Expoente em excessode 4 111

De maneira alternativa poderfamos calcular 3 + 4 = 7 na base 10, e entio
converter para bindrio (7),, = (111), ‘

Finalmente, cada um dos digiros em base 16 ¢ re indri
presentado em bindr
1=0001,6 =0110e 6 = 0110. O resultado &: iy

BOLAY BRI EIAD FYEW
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Sinal  Expoente Fragio

slore mais uma vez que o ponto nio é representado explicitamente no pa-
drio de birs resultante, mas sua presenga € assumida. Os espagos entre os digitos
sio somente para clareza de visualizagio, os bits ndo sio armazenados com espa-
cosentre eles, O padrio de bits da maneira que seria armazenado na memobria do
compusador &

0111000101100110

O uso de um expoente em excesso de 4 em vez de uma representagio em
complemento de dois ou sinal magnitude simplifica a adigio e a subtragio de nu-
meros de ponto flutuante {que serd estudado em detalhe no Capitulo 3). A fim de
e somar ol subtrair dois niimeros de ponto flutuante normalizados, o menor ex-
poente {(menor em grau, nio em ma gnitude) deve ser aumentado até se igualar ao
expoente maior (este mantém séu intervalo), o que tem o efeito de “desnormali-
zar™ o fifimero menor. Para se determinar qual expoente é maior, precisamos so-
mente de tratar dos padroes de bits como niimeros sem sinal e compari-los, ou
seja, usando uma representagio em excesso de 4, o menor expoente é —4, repre-
sentado come 000, O maior expoente é +3, representado como 111. Os padrées
de bits restantes para =3, -2, =1, 0, +1 e + 2 correspondem aos padrées na sua
ordem 001, 010, 011, 100, 101, 110,

Dessa maneira, dado o padrio de bits mostrado previamente para (358),
junto com uma descrigio da representagio de ponto flutuante, podemos facil-
mente determinar o ndmero. O bit de sinal € 0, significando que o nmero € posi-
tivo. O expoente na forma sem sinal é {+71*f, mas uma vez que estamos usando
excesso de 4, devemos subtrair 4 do mesmo, resultando no expoente real de (+7
~4 = +3),,. A fragio € agrupada em quatro bits hexadecimais, o que di uma fra-
¢io de (+.166),,. O resultado final é (+0,166 % 16%),, = (358) ;.

Suponhamos agora que somente 10 bits sio permitidos para a fragio no
exemplo anterior, em vez de 12 bits que agrupam naturalmente em grupos de
quatro cada um correspondendo a um digito hexadecimal. Como isso afetariaa
representagio? Uma maneira de se resolver o problema seria arredondar a fragao
e ajustar o expoente de maneira apropriada. Uma outra maneira, usada aqui, se-
ria simplesmente truncar os bits menos significativos e evitar quaisquer ajustes
no expoente, de tal forma que o niimero realmente representado ¢

] | . 0o 1 0.1 0 | S "

1 -I L F 4 ] L 1
i 3 1 & 4
Sinal  Expoents Fragio

Se tratarmos os bits eliminados como zeros, entdo esse padrio de bits repre-
senta (.164 x 16),,. Esse método produz um erro nio-aleatdrio, uma vez que os

valores 00, 01, 10 e 11 dos bits eliminados sio todos tratados como 0, e, dessa |37



forma, o erro fica no interval i ;

e :-._-m i i me o de 0a (.003),,. O fator nio-aleatério existe por-
q simetrico ao redor de 0. Esse problema nio serg explorado aqui
mas ;:;n tratamento completo pode ser encontrado em Hamacheretal. (1990 ;

ais uma vez lembramos que qualquer que seja o formato usado para ndme-

ros Iili..! ponto flutuante, é necessirio notar que todos devern armazenar e re

rar numeros no mesmo formato. A IEEE tem tomado a frente na padmniz:t:‘a'u-
de formatos de ponto fluruante, O formato de ponto fluruante IEEE 754 :.
usado quase que universalmente, é discutide na Se¢in'2.3 5. 2%,

2.3.4 Erro em representagdes de ponto flutuante

5 m.'?rmi“l :;iuc 1A representagio com precisio finita introduza erros, o que
r;i:ldlf:a qm::j ; e;cn? os considerar quio grande o erro pode ser (por “erm",quérr
12er a distancia entre dois valores representaveis adi esse :

! eis adjacentes) e se é
aceitdvel para nossa aplicaci 4
agdo. Como um exemplo de um r i

j ! problema em potenci-
;t;nns:dcmmm rcp;}t;s:nmr um milhio em ponto flutuante, e entio supll::'air 1

€ numero um milhdo de vezes. Podemos ao fi i i
: : o final ;
erro for maior que 1,3 TS

Para caracterizarmos o erro, intervalo de re

: : resentacio e 15 remos
a seguinte notagio: g j T .

Base

Nl.'ll_'ncm de digitos significativos (ndo bits) na fragio
Maior expoente

Menor expoente

3 2

. m?d:::m::m de ,;” gt:tus significativos na fragio ¢ representado pors, que é dife-
numero de bits na fragio se a base for diferen
( te de 2 {por exemplo, bas
16 usa quatro bits para cada digi Sl
z gito). Em geral, se a base for 28 com b inge:

6 usa quatre ¢ m k inteiro, en-
Lﬂﬂ k bits serdo necessrios para representar cada digito. O us::= deum 1 csco’ndi
t.:i-:: aum i‘:l-[m:a s por um bit, Mesmo que ndo aumente o toral de niimeros represen-
" :I:.j h{? exemplo anterior, existem trés digitos significativos na fragio da base
pmnm_ 01;5 qL:I: furmlam os trés digitos. Existem trés bits em excesso de 4 no ex.

» @ que determina um intervalo para o ex 2222
" : poentede [-22322_ 1),
caso, b = 16,5 = IM=3¢em=-, : A
Naanali 3
) t::;:f; Sa r;prcsen:av;:u de ponto flutuante, existem cinco caracteristicas
nsiderar: o nimero de niimeros representivei (1
terdo a maior € a menor magni i i e
agnitude (diferente de zero) e os tamanh i

: ‘ i anthos dos -

¢ menores intervalos entre niimeros sucessivos e
O ni ivel .

" uam;rsu EI; I::}imer{?s representaveis pode ser determinado como mostrado

gura 2.8. O bit de sinal pode ter dois valores, como indicado pela posigio

] PR
A ! ; ,
maioria dos compuradores hioje em dia permite um lmite superior tio alto quanto 8 milhies

38 | usando a precisao defauls,

marcada com "A”. O nimero total de expoentes € indicado na posigio B. Note
que nem todos os padrdes de bits para o expoente sio vilidos em todas as repre-
sentagies. O padrio de ponto flutvance IEEE 754, que estudaremos em breve,
tem o menor expoente de —126, muito embora o expoente de oito bits possa re-
presentar um ndmero tio pequeno quanto =128, Os expoentes proibidos sio re-
servados para niimeros espectais, fais como zero e infinito,
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Figura 2.8 Cilculo do niimero de niimeros representive’s em uma representagio de ponto
flutuanre,

O primeiro digito da fragio € analisado a seguir, € pode assumir qualquer va-
lor, excero 0 em uma representagio normalizada (menos quando um 1 escondi-
do € usado), conforme o indicado por (b - 1) na posicao C. Os digitos restantes
da fragio também podem assumir quaisquer dos b valores para a base, como indi-
cado por b*! na posigio D. 5¢ um 1 escondido for usado, entio a posigio C é re-
movida e a posigio 4 é substituida por 8. Finalmente, deve existir uma represen-
tagio para 0, o gue € levado em conta na posicio E.

Consideremos agora os niimeros com a menor e a maior magnitude, O ni-
mero comamenor magnitude tem o menor expoente e a menor fragio norma-
lizada diferente de zero. Deve existir um valor diferente de zero para o primei-
ro digito, e uma vez que um 1 € o menor valor que podemos armazenar aqui, a
menor fragio é b™'. O nimero com a menor magnitude entio é 6™ b1 = ™1,
Finalmente, deve existic uma representagio para 0, que € levada em conta na
posigio E.

Os menores ¢ maiores intervalos entre valores representiveis sio determina-
dos de maneira semelhante. O menor intervalo ocorre quando o expoente estd
com seu menor valor e o bit menos significativo da fragio muda. Este intervalo
éde b™ ., b = b %, O maior intervalo ocorre quando o expoente tem seu maior
valor e o bit menos significativo da fragio muda. Este intervalo é bM ., b~ = B,

Por exemplo, considere uma representagio de ponto futuante na gqual exisee
um bit de sinal, um expoente de dois bits representado como excesso de 2, e uma
fragio normalizada na base 2 de trés bits na qual o primeire 1 € visivel; ou seja,
niose usa o 1 escondido. A represenragio para 0 € o padrio de bits 00000000,
Uma linha numérica mostrando todos os possivels ndmeros que podem ser re-
presentados neste formato € mostrada na Figura 2.9, Note que existe um interva-
lo relarivamente grande entre 0 ¢ o primeiro nimero representivel, porque a re-
presentagio normalizada nio aceita padries de bits que correspondam para
niimeros entre 0 e 0 primeiro niimero representivel.
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Figura 1.9 Unma linka numérica mostrando todos os nimeros representiveis em um formato
simples de ponro Hurante.

O menor nimero representivel aparece quando o expoente e a fragio tém
seus menores valores. O menor expoente é -2, ¢ a menor tragio normalizada ¢
(.100);. Porranto, 0 menor niimero representivel ¢

b bl =l =21 =

De forma similar, o maior ntimero representivel aparece quando o expoenre
¢ a fragio estio nos seus maiores valores, A maior fragio acontece quando a
fragdo é somente uns, o que representa um nimero que é 2 menor que 1 por-

que existem trés digitos significativos na fragio. O maior niimero representivel
entio é

Mxi-b=2'x(1-2%=1/4

O menor intervalo acontece quando o expoente tem seu menor valor, e o bit
menos significativo da fragio muda, o que é

b= e = 23 = 3

_De forma similar, o maior intervalo acontece quando o expoente tem seu
maior valor ¢ o bit menos significativo da fragio muda, o que é

.0 niimero de padroes de bits que representam niimeros validos & menor que
o nimero existente de padres de bits, por causa da normalizagio. Como discuri-
do anteriormente, o niimero de nimeros representiveis consiste em cinco par-
tes, que acontecem com o bit de sinal, os expoentes, o primeiro digito significari-

v, 0s digiros restantes ¢ o padrio de bits para 0. Isso € calculado como se véa
seguir,

2x(M-m)+ ) x(b=-1)xb"1+1

=2x {12+ DxE-1H=22-1+1 .\
=33

Note como os intervalos sio pequenos para nimeros pequenos e grandes
para nimeros grandes. Na verdade, o erro relativo € aproximadamente o mesmo
para todos os nimeros. Se calcularmos a razio entre um intervalo grande ¢ um
niimero grande e comparar com a razio de um intervalo pequeno e um niimero
pequeno, veremos que as razbes sio as mesmas.

Um intervalo grande ———— —» - e N
b x{1-b"") 1-b" b*-1

Um nimero grande ——»

Um intervalo pequeno ————» BED S e
B a(l-87") 1-b7" b'-1

Um nimero pequeny ———————1p

A representagio para “niimeros pequenos”™ é usada agui em vez do menor
nlimera, porque o intervalo grande entre zero e o primeiro niimero representi-
vel é um caso especial.

EXEMPLO

Consideremos o problema de converter (9,375 % 107%) para notagdo cientifica
na base 2. O resultado deve ter a forma x.yy x 28, Nés comegaremos converten-
do a notagio em ponto flutuante na base 10 para notagio em ponto fixo na base
10 movendo o ponto decimal duas posigdes para a esquerda, o que corresponde
aoexpoente -2: 0,09375. Depois convertemos de ponro fixo na base 10 para um
ponto fixo na base 2 usando o método da multiplicagao:

0,09375 x 2 = 0,1875

DIBZy x T = 0375
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desta forma {0,09375) 10 = (0,00011),. Finalmente convertemos a um formato de
ponto fluruante normalizado na base 2; 0,00011 = 000011 x2=11%2%»

2.3.5 0 padréo para ponto flutuante IEEF 754

F.!mltem muitas maneiras de se representar niimeros de ponto flutuante, algumas
que j4 foram vistas. Cada representaciio tem suas caracteristicas em :en;os de in-
tervalo de representagio, precisio e o nimero de nameros represenciveis, Em
um esforgo para melhorar a portabilidade de sofrware e garantir uma pr:éis&u
uniforme em cilculos de ponto flutuante, foi desenvolvido o padrio IEEE 754
para ponto flutuante para nimeros bindrios (IEEE, 1985). Existem algumas li-
nhas de produtos que ndo usam esse formato, normalmente antigas tais como
IBM/370, DEC VAX ou Cray, mas praticamente todas as novas arquiteturas nor-
malmente provéem algum nivel de compatibilidade com o formato IEEE 754
O padrio [EEE 754 da maneira que é descrito nesta secio tem que ser ﬂnp! :.—
mentado no sistema computacional, nio necessariamente somente via hardware,

Ou seja, uma mistura de hardware e software pode ser us
ibilidad ad :
tibilidade com o padrio. e & sem perder compa

2.3.5.1 Formatos

Existem dois formatos primérios em IEEE 754- 1540 §i i

! . : : precisdo simples ¢ isio du-
p:la, A Figura 2.10 sumariza os layouts dos dois formaros, 8] fom!am‘:r:pr:cisan
simples ocupa 32 bits, enquanto o formato de precisio dupla ocupa 64 bits. O

farmam_tm precisio dupla é simplesmente uma versio mais ampla do formato
em precisio simples.

&2 birs

Precisin = 1
simples B bits I 23 bigs _I

Expoente Fragin
Sinal
{1 birj d hirs

—_—

";‘;‘;L"‘" [1tbin | 52 bins __ll

Expoente Fragia

Figura 2.10 Precisio simples e dupla no formaro de ponto funianee TEEE 754,

O bir detamal estd na posigio mais 4 esquerda, e indica um nimero positivo
(0) ou negativo (1). Em seguida vem o expoente de oito bits em excesso de 127
{mdo 128), Nestv_: caso os padroes de bits 00000000 e 11111111 sio reservados
para casos especiais, a serem descritos depois. Para precisio dupla, o expoente de
42| 11 bits é representado em excesso de 1023, com os padraes 00000000000 &

11111111111 reservados. A fragio de 23 birs na base 2 vem em seguida, Existe
um bit escondido & esquerda do ponto bindrio, que quando considerado junto
com a fragio de precisio simples forma uma mantissa de 23 + 1 = 24 hirs na for-
ma 1.fff..f, em que o padrdo fff...f representa a parte fraciondria de 23 bits que é
armazenada. O formato de precisio dupla também usa um bit escondido 3 es-
querda do ponto bindrio, que permite uma mantissz de 52 + 1 = 53 hits, Para
ambaos os formatos o ndmero € normalmente normalizado, sendo que ex ceghesa
wsea regra serdo vistas depois,

Existem cinco tipos bdsicos de nimeros que podem ser representados. Na-
meros normalizados diferentes de zero sio representados como descrito anteri-
ormente. Um chamado “zero limpo” € répresentado pelo padrio de bits reserva-
do 00000000 no expoente & a fragio consistindo somente em zeros. O bir de
sinal pode ser U ou 1, e entio existem duas representagoes para zero: +0e-0,

Infinito tem uma representagiio na qual o expoente contém o padrio reserva-
do 11111111, a fragio contém somente zeros, e o bit de sinal 0 ou 1. Infinito &
uril no tratamento de overflow ou para dar uma representacio vilida para um
rdmero (diferente de zero) dividido por zero. Se zero ¢ dividido por zero ou infi-
nito € dividido por infinito, entdo o resultado € indefinido. Isto é representado
pelo formaro NaN (ndo € um nimero} em que o expoente contém o padrio de
bits reservado 11111111, a fragdo ¢ diferente de zero, e o bit de sinal é 0 ou 1.
Um NaN pode ser também gerado ao se tentar calcular a raiz gquadrada de -1,

Como em todas as representagies normalizadas, existe um intervalo gran-
de entre zero e o primeiro niimero representivel. A representagio chamada
“zero sujo”, nio-normalizada, permite que ndmeros neste intervalo sejam re-
presentados, O bitde sinal pode ser 0 ou 1, 0 expoente contém o padrio de bits
reservado 00000000 que representa —126 para precisio simples (~1022 para
precisiio dupla), e a fragio contém o padrio de bits real para a magnitude do
niimero. Deste modo, ndo existe nenhum 1 escondido para este formato, Note
que a representagio ndo-normalizada nio € uma representagio sem normaliza-
¢ao. A diferenga principal é que s6 existe uma representacio niv-normalizada
para cada nimero, enquanto existem infinitas representagdes para nimeros
sem normalizagio.

A Figura 2.11 lustra alguns exemplos de nimeros de ponto flutuante IEEE
754. Os exemplos de (a) a (h} estio em formato de precisio simplese o exemplo
(i) estd em formaro deé precisio dupla, O exemplo {a) mostra a um ndmero ordi-
ndrios em precisio simples. Note que a mantissa € 1.101, mas que sd a fragio
(101) & explicitamente representada. Exemplo (b) usa o menor expoente de
precisio simples (-126) ¢ o exemplo (¢} usa o maior expoente de precisio sim-
ples (127).

Os exemplos (d) e (e) ilustram as duas representagdes para zero. O exemplo
(F) ilustra o padrio de bits para + %, Existe também um padrio de bits correspon-
dente para —eo. O exemplo (g) mostra um niimero nio-normalizadoe, Note que
apesar de o namero ser 27'2% o menor expoente representivel ainda £ -126. O

expoente para niimeros ndo-normalizados é sempre—126, represen rado pelo pa- l L




drio de bits 00000000 e uma fragio diferente de zero. A fragio representa a
magnirude do nimero em vez da mantissa. Portanto temos +2712% = +.01 x
27126, o que € representado pelo padrio de bits mostrado na Figura 2.11g.

Valor Padriio de bits
Sinal  Expoente Fragio

{a) +1.10) = 25 0 OO0 0100 T OO0 0600 OO0 D00 D000
W] -1.00011 x2-128 1 Q0O 0001 (0T 1 LOO-C00R DROD0 DN0EH) D0
ic) +10 s 2027 { 1L 1110 (00 Q0RO (R (00 OO0 (000
(i) +0 i D00 (000 (R0 3000 (0 CO00 (0K D000
(el =} I 0O T OB 00 0N 000 D) D000
if) 4 ] (AR ERA] O 000 (000 RN (0 X000
() #2128 0 D000 OO0 (10 (00 E GO0 D000 D000
(k) +MaN { AR R ERY] 011 11T OO0 GO D (000
{i} FI-128 0 OLoLEr 1l D000 D000 OO0 GO0 D0 (000

RN WCRCHY COERENCH CHONN0 OO CROH D00

Figura 2.11  Exemplos de niimeros de ponto flutuante IEEE 754 em precisio simples (a-h) e
formato de precisio dupla, Os espagos sio mostrados apesar por clareza, eles o parte da
distribuicio,

O exemplo (h) mostra um NaN de precisio simples, Um NaN pode ser posi-
tivo ou negativo. Finalmente, o exemplo (i) revisita a representagio de 2-1%%,
desta vez usando precisio dupla. A representagio € de um niimero ordindrio em
precisio dupla. Note que 27'%* tem uma mantissa de 1.0, o que explica por que a
fragio é composta somente por zeros,

Além dos formatos de precisio simples e dupla existem os formatos simples
estendido e duplo estendido. Os formares estendidos nio sio visiveis ao usudrio,
mas sio usados para reter uma grande precisio interna durante cilculos a fim de
reduzir os efeitos de erro de arredondamento. Os formatos estendidos aumen-
tam a largura dos expoentes e fragdes por um nimero de bits que pode variar de-
pendendo da implementagio. Por exemplo, o formato simples estendido adicio-
na pelo menos trés bits a0 expoente e oito bits i fragio. O formato duplo
estendido tipicamente tem 80 bits de largura, com um expoente de 15 bits e uma
fragio de 64 bits.

2.3.5.2 Arredondamento

Uma implementagio do padrio IEEE 754 deve implementar ao menos precisio
simples, os outros formaros sio opcionais. Além disso, o resultado de qualquer
operagio simples em nimeros de ponto flutvante deve ter um erro menor que
meio bit menos significativo da fragio. Isto significa que bits adicionais de preci-
sdo devem ser armazenados durante o cilculo, e que existe necessidade de um
método apropriado de se arredondar os resultados intermedidrios para o nime-
Hl ro de bits na fragio.

Existem quatro modos de arredondamento no padrio IEEE 754. O prime;-
ro arredonda para zero; o segundo, para +; ¢ o terceiro, para —=. O modo
default arredonda para nimero representivel mais préximo, Nos casos eqiii-
distantes de dois nlimeros representiveis arredonda-se para o niimero cujo digi-
to de ardem mais baixa € par. Por exemplo, 1.01101 arredonda para 1.01110,
enquanto 1.01111 arredonda para 1.1000.

2.4 Estudo de Caso: A Falha do Sistema
Misseis Patriot Causado por Perda de Precisdo

Durante a operagio Tempestade no Deserto em 1921-1992 entre as forgas de
coalizioe o Irague, uma base militar em Dhahran, na Ardbia Saudita foi usada
pela Coalizdo. Esta base era protegida por seis baterias de misseis Patrior, O siste-
ma Parriot foi projetado originalmente para ser mdvel e para operar continua-
mente somente por poucas horas, uma vez que ele deveria se mover a fim de evi-
tar detecgan.

) sistema Patriot rastreia e intercepta certos tipos de objetos, tais como mis-
seis Cruise ou misseis balisticos Scud, um dos quais atingiu uma posicio do exér-
cito americano em Dhahran emeineo de fevereiro de 1991, matanto 28 america-
nos, O sistema Patriot falhou em rastrear e interceptar o missil Scud que se
aproximava devido a uma perda de precisio na conversio entre representacies
inteiras e de ponto flutuante,

Um sistema de radar opera enviando uma seqiiéncia de pulsos eletromagnéri-
cos em diversas diregoes e depois ouvindo os sinais de rerorno que sio refleridos
pelos objeros no caminho do pulso de radar. Se um objeto aéreo de interesse tal
como um missil Scud é detectado pelo sistema de radar Patriot, entio a posigio
de uma janela de alcance € determinada (veja Figura 2.12), que estima a posi-
gao do objeto rastreado até a proxima varredura. A janela de alcance também
permite que informagio fora da drea de interesse seja filtrada, o que simplificao
rastreamento. A posigdo do objeto (um Scud neste caso) € confirmada se estiver
dentro da janela de alcance.

A previsio de onde o Scud vai aparecer em seguida é uma funcio da sua velo-
cidade. Esta velocidade € determinada por uma mudanca de posigio com o pas-
sar do tempo. A hora € arnalizada pelo clock interno do Patrior a cada 100 me-
tros. A velocidade € representada por ndmeros de ponto flutuante de 24 bits; e o
tempo, por um inteiro de 24 bits. Contudo, ambos tém de ser representados
como nimeros de ponto flutuante de 24 bits a fim de se' prever onde o Scud vai
EPETECE (9

A conversio do rempo de inteiro para ponto flutuante resulta em perda de
precisio que aumenta 3 medida que o tempo representado intertamente aumen-
ra. G erro introduzido pela conversio resulta em um erro no ¢dlculo da janela de
alcance, que € proporcional & velocidade do alvo e o tempo total que o sistema
estd executando. A causa do incidente de Dhahran, ocorrida depois que © siste- |45
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cance deslocou 687 metros, resultando na interceptagio falha do Scud.

Misat fora
da janzla
de slcance

Area s

aneln de
Aagho de busca alcance
localiza o miisil

em algum lugar
dentro do raio
de varredura

Figura 2,12 Efeito do erro de conversio no cileulo da janels de alcance,

O problema de conversdo foi descoberto duas semanas antes doincidente em
Dhahran como um resultado de dados gerados por Israel, mas o novo software
gue o corrigiu chegou somente no dia seguinte ao ataque devido i dificuldade de
se distribuir corredes de sofrware em um ambiente de guerra. Uma solugio para
o problema, enguanto o novo software nio estava disponivel, reria sido simples-
mente desligar e religar o sistema num intervalo de poucas horas, o que teria o
efeito de reserar o clock interno, Mas, uma vez que o pessoal de campo nio foj in-
formado de quanto tem po gastava até que o problema se manifestasse, o que efe-
tivamente era conhecido através de dados fornecidos por Israel, a solugio nunca

foi implementada. A ligio é a de que devemos estar cientes das limitagoes de cil-
culos de precisio finita.

2.5 Cadigos de Caracteres

Ao contririo dos niimeros reais que 1€m um dominio infinito, existe somente
um nimero finito de caracteres, Um conjunto completo de caracteres pode ser
representado com um niimero pequeno de bits por caracter. Trés das mais co-
muns representagdes de caracteres, ASCII, EBCDIC e Unicode sio descritas a
SEEUIT.

ma estava operando continuamente por mais de 100 horas é que a janela de al-

2 5.1 0 conjunto de caracteres ASCI/

A representagio denominada American Standard Code for Information Interchange
{ASCIT} € resumida na Figura 2.13, usando indices hexadecimais, A representacio
para cada caracter consiste em 7 bits, e todos 05 27 padraes de bits representam carac-
reres vilidos. Os caracteres nas posiglies 00-1F e posicia 7F sio caracteres especiais de
controle que s3o usados para transmissio, controle de impressio e outros objetivis
ndo-textuais. Os caracteres restantes podem todos ser impressos ¢ incluem letras, nii-
meros, ponruagio ¢ um espago. Os digitos 0-9 aparecem em seqiiéncia, assim como as
letras mintisculas e maitisculas, Esta organizagio simplifica a manipulacio de caracte-
res. A fim de mudar a representacio dos caracreres de um digito em seu numérico
equivalente, devemos subtrair (30),; do nimero. A fim de se converter o caracter
ASCII*57, que estd na posigio (35),, no ntimero 5, calculamos (35-30=35 hig- A fim de
se converter uma letra maitiscula em uma letra mintscula somamos {20),4. Por exem-
plo, para converter a letra “H™ que estd na localizagio (48),; na tabela ACII na letra
*h™ que estd na posigio (68),,, calculamos (48 + 20 = 68}

2.5.2 0 conjunto de caracteres EBCOIC

Um problema com o codigo ASCII ¢ que somente 128 caracteres podem ser repre-
sentados, o que € uma limitagio para muiros tecla dos que tém muiros caracteres es-
peciais além das letras maitisculas e mintisculas, O cddigo Extended Binary Coded
Decimal Interchange Code (EBCDIC) é um cédi go de oito birs que € usado exten-
sivamente pela IBM que nio sofre desta restricin. Uma vez que caracteres ASCII
de sete bits sdo freqiientemente representados em um formato modificado de oito
bits (um caracter por byre), no qual um 0 ou um 1 é adicionado & esquerda do pa-
drio de sete bits, 0 uso do EBCDIC n3o causa um aumento no espago de armaze-
namento de caracteres em um compurador. Para transmissio serial, contudo, um
codigo de oito bits gasta mais tempo para ser transmitido que um cidigo de sete
bits, e neste caso o cddigo mais amplo faz diferenga.

O cédigo EBCDIC é sumarizado na Figura 2,14, Existem espagos vazios na ta-
bela, que podem ser usados para caracreres especificos de cada aplicagio. O faro de
Que existem espagos vazios em seqiiéncias de letras maitisculas e mingsculas nio
causa uma grande desvantagem porque as manipulagoes de caracteres podem ser
feitas da mesma forma que para ASCIH, mas usando deslocamentos diferentes.

2.5.3 0 conjunto de caracteres Unicode

Os cédigos ASCI e EBCDIC representam conjuntos de caracteres historicamen-
te dominantes {larinos). Existem muitos outros conjuntos de caracteres no mun-

* Note que o caracter “a" ¢ o caracter “A™ sio diferentes ¢ téim cidigos diferenres na rabela ASCIL As
letras mindsculas como “2" sl chamadis caixa-baixa {fotwer cage) e as letras maitsenlas como “A™
sdo chamadas de caixa-alta (upper case). A nomenclarura vem das posighes dos caracteres em uma
méquina de escrever. As lerras maitisculas aparecem acima das letras mindsculas, o que resultou na
nomenclarura caixa-alta e caixa-baixa. Hoje em dia, a tipografia € quase sempre feita eletronicamen-
te, mas a nomenclatura ainda & usada,
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do, e um simples mapeamento ASCI-para-linguagem-X nio funciona no caso
geral, e portanto um nove padrdo universal de caracteres foi desenvolvido para
representar um nimero maior de conjuntos de caracteres chamado Unicode.

00 NUL[10 DLE[20 5P [30 o0 [40 @ [50 P |60 "~ |70 p
01 SOH|{11 DCL |21 ! |31 1 |4 A |51 Q |61 a |71 q
2 SEC |12 De2 2 " |32 2 a4k B R iffrl bt 1 |
02 EBIX |13 D333 # |33 3 |43 ¢ |53 8 | 6% e |73 =
M EOT (14 DC4 |24 % |34 4 |44 D |54 T |64 4 |74 1
05 ENQ| 15 NAK|25- % |35 5§ |45 E |38 W |65 @» |75 u
06 ACK| 16 SYN|26' & |36 & |46 F |56 V |66 f |76 v
07 BEL |17 ETB |27 ' |37 7 |47 G |57 W |67 g |77 w
08 BS |13 CANJ28: ( |38 8 (48 H |58 X |68 h [78. =z |
0 HT |1I9EM |39 ) |39 9 (49 1 |59 ¥ |60 i |8 ¥y |
DALF |JASUB|2A * |3A : [4A I |5A Z |6A 4 |7A .z |
0BYT |[IBESC|2B + |3B ; |48 K |58 | |6H k |7B |
BCFF: |1CFS (2C 7 |36 = 14C L. |38 W jeE=-=Eie |
0DCR |IDGS |2D D = |40 M |SD ] [P m TR ]
CE SO |1E RS |2E 3E: > |4 N |SE A |6H Wl |TH -
OF Sl IF-US |2F ( |3F T |4F O |S5F" _ [&F o' ['TF-DEL |
NUL Null FF  Form feed CAN Cancel

S0OH  Start of heading CR  Carriage retum EM  End of medium
STX Stant of rex S0 Shift out SUB Substitute

ETX End of text S0 Shiftin ESC Escape

EOT End of transmission DLE Data link escape F5  File separaior
ENQ Enquiry DC1  Device control 1 G5 Growp separaior
ACK Acknowledge DC2 Device control 2 RS Record separator
BEL Bell DC2 Device control 3 US  Unit separator
BS  Backspace DC4  Deviee control 4 5P Space

HT Hornzontal tab NAK Negative acknowledge DEL Delete

LF Line feed S¥YMN Svynchronous idle

¥T Vedical tab ETB End of transmission block

Figura 2.13 O cddigo de caracteres ASCIH mastrado com indices hexadecimais.

Unicode € um padrio em desenvolvimento. Ele é modificado & medida que
novos conjuntos de caracteres sdo acrescentados, ¢ 3 medida que conjuntos de
caracreres E'KJI.ETE ntes E'n'ﬂ'l: uem € suas I'E'P resen ERFEPE‘S 530 rtﬂ nﬂdﬂs. Nﬂ. versao 2.0
do padrio Unicode existem 38.885 caracteres disuntos codificados que abor-
dam as principais linguagens escritas da América, Europa, Oriente Médio, Afri-
ca, India, Asia e Oceania.

O padrio Unicode usa um conjunto de codigos de 16 bits no qual existe uma cor-
respondéncia de um para um entre 0s codigos de 16 bits ¢ caracteres. De forma seme-
lhante ao ASCII, ndo existem modos complexos ou cidigos de escape. Muito embora
o Unicode represente mais caracteres do que ASCIl ou EBCDIC, ele ndo é a solugio
para todos os problemas. Na verdade, o padrio Unicode de 16 bits ¢ um subconjunto

48| do padrio de 32 bits 32-bit 150 10646 Universal Characrer Set (UCS -4).

O e

4

(s primeiros 256 caracteres Unicode sio mostrados na Figura 2,15, de acor-
Jo com a versio Unicode 2.1. Note que 05 primeiros 128 caracreres sdo o5 mes-
mios que para ASCIL

D0 NUL |20 DS (40 SP |60 - | 8O AD feo { [EO N
|0l SOH |21 508 | 4] 61 4 |B1 a |Al -~ |C1 A |E]
{p2 STX |22 FS |42 62 81 b |AZ s |C2 B |E2 8
3 ETX |23 43 63 83 &% |AY r |[€3 € |E3 T
4 PF |24 BYP |44 [ ) 84 d |A4 v |C4 D |B4 U
05 HT |25 LF |45 635 5 ¢ |AS v |CS E |ES ¥
06 LC |26 ETB |46 66 B [ |A6 w |C6 F |Be W
07 DEL |27 ESC |47 67 B7 g (A7 = |E€7 G (BT X
[HE 28 4% 68 B2 h |A8 ¥y |€C38 H |EB ¥
09 29 49 69 B9 i |A% z |C% I |E? ZE
oA SMM{ 2A SM |4A ¢ | BA BA AA CA EA
OB VT |2B CU2 (4B 68 , |8B AB CH EB
OC FE |22 4 < |6C % |BC AC cc EC
ODCR |2DENQ|4D ( (8D _ |BD AD cD ED
OF SO |[2E ACK|4E + |6E > |BE AE CE EE
0F 51 2FREL|4F | |SFE ‘1 |[%F AF CF EF
10 DLE | 30 5N & |70 90 BO oo} |R o
11 BCI |3 51 71 91 j |EI Bl 3 H 1
12 DCZ |32 5YN |52 72 B k B2 P2 K:|F 1
|13 T™ |33 53 gk 5.1 |R3 pi L [F3 3
14 RES | 34 PN 54 74 94 m |B4 D4 M |F4 4
15 NL |35 RS |58 5 95 n |BS D5 N |F5 3
16 BS |36 UC |56 76 9% o |Bé6 D6 O |F6 6
17 IL |37 EOT |57 77 9 p |BT BT P [F1 1
I8 CAN |38 58 T8 98 q |BS DR Q |FB &
19 EM- |39 59 79 g5 r |B9% D9 R ([F3 9
IACC | 3A sh L |7A gA BA DA FA |
IBCUI |3BCU3 |5B § |7B # |9B BB DB FB
10 FS [3CDC4 (S5C - | @ |9C BC De FC
IDIGS | 3D NAK|SD ) |70 ' |9D BD DD FD
IE IRS |3E B olfE fm | 9E BE DE FE
1 1US | 3P SUR .| SE = JRF 0 |19 BF DF FF
STX  Start of text RS Reader St DC1 Device Control 1 BEL Bell
DLE Data Link Escape PF Pum:h(}ffnp DC2 Device Control 2 SP S‘jmc:
BS  Backspace DS Digit Select DC4 Device Control 4 IL  Idie
ACK Acknowledge PN Punch On CUl Customer Use | NUL Null
SOH Suart of Heading  SM Set Mode CU2 Customer Use 2
ENQ Enguiry LC Lower Case CU3 Customer Use 3
ESC Escape CC Cursor Contrel  SYN Synchronous Idle
BYP Bypass CR Carriage Return  IFS  Interchange File Separator
CAN Cancel EM End of Medium EOT End of Transmission
RES Restore FF Form Feed ETB  End of Transmission Block
51  Shiftln TM Tape Mark NAK Negative Acknowledge
S0 Shift Oul uc Ep]lnr(,‘.asc SMM Start of Manual Message
DEL Delete F5 Field Separator  S0OS  Start of Significance
SUB Spbstituge HT Horizontal Tab  IGS  Interchange Group Separator
NL  New Line VT Vertical Tab IRS Interchange Record of
LF  Line Feed UC Upper Caze IUS Interchange Unit Separator

Figura 2.14 O cadigo de carscreres EBCDIC mostrado com indices hexadecimais,
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0000 NUL 0020 SP [0040 @ |0060 - 0080 Cul [ DDAD NBS|DOCO A |00ED a
GOOL SOH | 0021 | |O041 A |006] a (0081 Cid |O0AL | |0OCI A4 [DOET &
0002 STX (0022 * |02 B (0062 b 0082 Cul |00A2 ¢ |ooc2 A |DOEZ &
ODOY ETX | 0023 # [0043 C 0063 o |0083 Cwl |00A3 £ (0003 A |0OE3 3
004 EOT (0024 5 0044 D D04 o | 00B4 Cirl | 00A4 © 004 A |DOE4 4
OO0S ENQ (0025 = (D045 E |(ODES o |ODBS Cul | o0As T 0OCS A |OOES &
D006 ACK | 0026 & (OM6 F (0066 f | 0086 Cil | 00A& W0Cs &£ (0Es =
0007 BEL | 027 ' (0047 G (0067 g |O00B Cul |00AT & mg WET &
DOOE BS | D028 ( (0048 M |ODGE h | 0088 Cud |00AS - cE E | OUER &
OGP HT | 0029 °) | 0049 I (0069 § |0089 Cil (009 © |O0cy E |poEe @
OIOALF 10024 * JOD4A ] |006A j |008A Cul [00AA = [00CA £ [0OEA &
0O0B VT (0028 + (OMB K (0068 k | OOSB Cul |O0AR « |00CH £ MEE &
DOCFF 1 002C * |OMC L |006C | | 008C Crd | 00AC ~ (ooee T | ooEC |
DODCE | 002D - | (MB M | 0060 m | 008D ¢l |00AD - |oocD | |ooED |
ODOE 50 100IE . |MME N |DOGE n |OOSE Cwl |GOAE ® | OOCE | |0OEE §
000F SI (00ZF ¢ |OO4F O |006F o |OORF Cul |[00AF - |00CF I |OOEF 7t
0010 DLE 10030 © 10050 P |0070 p |009% Cii |00BO - |00DO © | 00FD §
0DIL DCL 10031 1 (008 @ 0071 q |0090 Cwl |o0BI + |o0DL K | ooFl i
DOI2DC2 (o032 2 f00S2 R (o072 r | 0082 Cirl |poB2 0D O |0OF2 B
DOLI DI 0033 3 (0053 S (0073 s |o09% Ol |ooR3 ¢ |oopd 6 DOF3. &
D04 DC4 (0034 4 (00S4 T (0074 t |oomd Ol |ooRd o4 O | ooFd &
DOLS NAK| 0035 5 10055 U 0075 w |0095 Cwl [00BS p |o0D5 O |0OFS &
0016 SYN )| 0036 6 0056 V |0076 v 009 Col (0OBS ¥ |0ODE © |o0FS o
0017 ETB (0037 7 (0087 W (0077 w | 0097 Cwl | 0OBY DT x| ooFT +
QUIS CANO038 & 10058 X (0078 s |O098 Cul |ODBS | mg FE. @
0019 EM (0039 & |00S9 Y (0079 y 0099 Cul |00B9 © | 00D9 00F9 @
OUIA SUB [ 003A : 100SA Z [007A z |ODSA Cirl [0OBA = |0ODA U |(0OFA o [
0C1B ESC |0038 ; (00SB [ |007B ( |OCFB Ciwl ([00BB » |0ODB 0 |00FB 4 |
ODIC FS  |003C < [DDSC % [007C | | 009C Cwl | DOBC 14 mwoc T [ 00EC o
UOIDGS 003D = 005D | 007D ) |069D Cul |OOBD L2 | 00OD ¥ |0OFD P |
DOIE RS (O03E > (0OSE » |DOTE - |OGOE Cul | OGBE 34 MDE y |[DOFE. b
UOIFUS |003F 7 |00SF _ | 0O7F DEL | 009F il |OOBF ; | 0ODF 5 |OOFF |
NUL Null SOH  Start of heading CAN Cancel 5P Space

STX Statoftext  EOT End of ransmission EM  Endof mediom DEL Delete

ETX End of text BTl Device control | SUB - Substitute Cerl  Comitrol

ENGQ Enguiry D2 Device contral 2 ESC Escupe FF  Form feed
ACK Acknowledge D3 Device control 3 F5  Fil¢ separator CR  Carringe retum
BEL Bell DC4  Device control 4 G5 Chroup separator S0 Shift out

BS  Backspace NAK Megative acknowledge R5  Revord ssparator 81 Shifiin

HT  Horizontalisb NBES Non-breaking space US Uit seporator DLE  Data link cscape
LF  Line fised ETB End of transmission block. SYN Synchronous idle WT  Vertical tah

Figura 2,15 Os primeiros 256 caracteres Unicode mostrado com fndices hexadecimais.

B RESUMO

Todos os dados em um computador sio representados em termos de bits, os
quais podem ser organizados e interpretados como inteiros, mitmeros de ponto
fixo, nimeros de ponto flutuante ou caracteres, Codigos de caracteres tais como
ASCIl, EBCDIC e Unicode tém tamanhos finitos e podem portanto ser represen-
tados completamente ent um niimero finito de bits, O niimero de bits usado para
representar nimeros também é finito, e como resultado somente um sitbconjun-
to dos niimeros reais podem ser representados. lsto leva a nogoes de intervalo de
representacdo, precisdo e erro. O intervalo de representagio define a maior e a
menor magnitudes que podem ser representadas e ¢ totalmente determinada
50| pela base e pelo niimero de bits no expoente da representagio de ponto flutuan-

o o o e

te. A precizdo € defem:i:msdd pelo niimero de bits usado na Teprasenm'g&u da
magnitude (excluindo os bits de expoente em uma representagio de ponto ﬂutlfw
ante). Erros aparecem ent representagdes de I?ﬂm'ln ﬂrmmurf porgue existen nii-
meros reais gue estdo localizadas em espagos vazios entre niimeros representdve-

is adjacentes.

B LEITURAS ADICIONAIS

Knurh (1981) apresenta um tratamento completo de arirmé_ﬁca de computado-
res e seus algoritmos. Hamacher et al. (1990) tem uma boa discussio sobre erros
nao-aleardrios em representagoes de ponto flutuante. D padrio IEEE 754 para
ponto fluruante é descrito em IEEE (1985). A andlise de mt:nlraln, erro ¢ precisio
da Segio 2.3 foi influenciada por Forsythe (1970), O relatdrio GAO (U.S. GAO
report GAO/IMTEC-92-26) apresenta um relato detalhado do problema de
sofeware que levou i falha de Dhahran. Veja http://www.unicode.org para infor-
magio no padrio Unicode.

Forsythe, G. E., "Pitfalls in Computation, or Why a Math Book lsn't Enough”,
The American Mathemarical Monthly, 77, n. 9, pp. 931-956 {novembro de

1970).
Hamacher, V. C., Z. G. Vranesic ¢ 5. G. Zaky, Compuiter Organization, 3% ed,,
MecGraw Hill (1990).

IEEE, “IEEE Standard for Binary Floating Point Avithmetic”, ANSVIEEE Stan-
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{margo de 1981).
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rithms, 2% ed., Addison-Wesley-Longman (1981).
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20877 (fevereiro de 1992),

B PROBLEMAS

2.1 Dadauma representagio com sinal e em ponto fixo na base 10, com trés di-
gitos & esquerda ¢ & direita do ponto decimal,

fa) Qual sen intervalo de representagio? (Calcule o maior niimero positivo
€ 0 menor niimero negativo.)

{b) Qual € a precisio? (Calcule a diferenga entre dois nimeros adjacentes.
Lembre-se de que o erro é de merade da precisio.)




2.2 Converta os seguintes nimeros como indicade, usando o menor niimero
de digitos possivel para o resultado

{a) (47}, para um bindrio sem sinal

(b) (=27, para bindrio em sinal magnitude
{ch {213}I£: para base 10

(d) (10110.101), para base 10

{e) (34.625),, para base 4

2.3 Cunv:lru 0s seguintes niimeros como indicado, usando o menor niimero
de digitos possivel para o resultado.

(a) (011011), para base 10
{b) (=27}, para bindrio em excesso de 32
(¢) (011011), para base 16
(d} (55.875),, para bindrio sem sinal
{e) (132.2), para base 16
2.4 Converta .201, para decimal

2.5 Converta (43.3), para base 8 usando nao mais do que um digito ocral A di-
reita do ponto. Trunque qualquer resto eliminando digitos excedentes.
Use uma representagio octal comum sem sinal,

2.6 Represe nte {17. _5} 10 na base 3, e entdo converta o resultado de volta 3 base
10. Use‘ dois digitos de precisio a direita do ponto paraa representagio in-
termedidria na base 3,

2,7 Encontre o equivalente decimal do nimero de quatro bits em complemen-
to de dois 1000,

2.8 ﬁu;hei o equivalente decimal do niimero de quatro bits em complemento de
um 1111,

2.9  Encontre a representagio para (305),, usando trés digitos BCD.
2.10 Demonstre o complemento de dez de (-305) 10 usando trés digitos BCD.

2.11 sza um dado niimero de bits, existern mais niimeros inteiros representi-
veis em complemento de um ou de dois? Ou o niimero é o mesmo?

2.12 Complete a tabela a seguir para representagbes de 5 bits (incluindé bits de

sbmal,'ll como indicado. Mostre suas respostas como inteiros com sinal na
ase 10,

5 Bits em Sinal Magnitude | 3 Bits em Excesso de 16

Aliior ndniero

BHMErn mas negarvo

samers de pameros distintos

1.13 Complete a tabela a seguir usando notacdo cientifica de base 2 ¢ uma repre-
sentagio de oito bits de ponto flurnante na qual existe um expoente de rés
bits em excesso de 3 (nio excesso de 4) e uma fragio normalizada de quatro
bits com um 1 escondido. Nesta representagio o 1 escondido estd d esquer-
da do ponto. Isto significa que o nimero 1,0101 estd em forma normaliza-
da, enquanto 0,101 ndo estd.

MNotagio Cientifica de Base 2 Representagio de Ponto Flutuante
Simal Expoente Fragdio
~1,0101 % 27*
+1,1 % 2
0 (o1 Qo0g
110 1111

2.14 A representagio em ponto flutuante curta da IBM usa base 16, um bit de si-
nal, um expoente de sete bits em excesso de 64 ¢ uma fragio normalizada

de 24 bits.
{a) Qual niimero & representado pelo seguinte padrio de bits?
10111111 01110000 00000000 00000000

Mostre sua resposta em decimal. Note que 0s espagos sdo inclufdos no nii-
mero somente para melhorar a legibilidade.

{b) Represente (14.3), nesta notagio

2.15 Para uma representagio normalizada de ponto fluruante, mantendo todo o
resto sem modificagdes mas
{a) diminuindo a base vai aumentar/diminuir/nio alterar o nimero de ni-
MEros representiveis.

(b) aumentando o niimero de digitos significativos vai aumentar/diminuir/
nao alterar o menor nimero positivo representdvel,

(c) aumentando o niimero de bits no expoente vai aumentar/diminuir/nio
alterar o intervalo de representagio.

{d) modificando a representagio do expoente de excesso de 64 para com-
plemento de dois vai aumentar/diminuir/ndo alterar o intervalo de repre-

sentagion,
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216

2.17

2.18

2.19

Para as partes (a) até () use uma representagio de ponto flutuante com bit
de sinal na posicio mais A esquerda, seguido de um expoente de dois bits
em complemento de dois, seguido por uma fragdo normalizada de trés bits
na base 2. O zero é representado pelo padrio de bits 0 0 0 0 00, Nio existe
um 1 escondido.

{a) Qual o niimero decimal representado pelo padrio de bits 1001002

(b) Mantendo todo o resto sem alteragdes mas mudando a base para 4 vai
aumentar/diminuir/nio alterar o menor niimero positivo representivel?

(¢} Qual é o menor espago vazio entre nlmeros sucessivos?
{d) Qual ¢ o maior espago vazio entre nameros sucessivos?

(¢} Existe um total de seis bits nesta representagio em ponto fluruante e
existem 2% = 64 padroes de bits diferentes, Quantos destes padrées de bits
sio vilidos?

Represente (107.15),, ém uma representagio de ponto flutuante com bit
de sinal, um expoente de sete bits em excesso de 64 e uma fragio normali-
zada de 24 birs na base 2. Nio existe um 1 escondido, Trunque a fragio eli-
minando bits quando necessdrio.

Para os seguintes padroes de bit IEEE 754 em precisio simples mostre o va-
lor numérico com uma mantissa na base 2 ¢ um expoente (por exemplo,
fl.11 x 27%)

{a) 0 10000011 01100000000000000000000
(b) 1 10000000 00000000000000000000000
(c) 1 0D00OO0O OOODOOO0OO0000000000000
(d) 1 11111111 00000000000000000000000
{e) 0 11111111 11010000000000000000000
(f) 0 00000001 10010000000000000000000
() 0 00000011 01101000000000000000000
Mostre os padries de bits I[EEE 754 para os seguintes niimeros:
{a) +1.1011 x 2° (precisio simples)

(b} +0 (precisio simples)

(c) -1.00111 x 2°! (precisio dupla)

{d) =NaN (precisio simples)

2.20 Usando o formato IEEE 754 em precisio simples, mostre o valor {ndo o pa-
drio de bits) de:

221

222
2.23

1.24

(a) O maior nimero positivo representivel (nota:  nio é um nimero).
(b) © menor nimero positivo diferente de zero em forma normalizada
{c} O menor nimero positivo diferente de zeroem forma nfo-normalizada
{d) O menor espago vazio normalizado

(¢) O maior espago vazio normalizado

{f) O niimero de nimeros normalizados representdveis {incluindo 0; note
que = e NaN nio sio nlimeros)

Dois programadores escreveram geradores de niimeros aleatdrios para ni-
meros normalizados em ponto flutuante usando o mesmo método. O gera-
dor do programador A cria niimeros aleatérios no intervalo fechadode 0a
0.5 ¢ o gerador do programador B no intervalo fechado de0.5a 1. Ogera-
dor do programador B funciona corretamente, mas o gerador do progra-
mador A produz uma distribuigdo tendenciosa dos nimeros. O que pode
ser o problema com o enfoque do programador A?

Um 1 escondido nio funciona na base 16. Por qué?

Com uma representagao com um 1 escondido pode-se representar 0 se to-
dos os padrdes de bits possiveis no expoente ¢ na fragio sio usados para
nimeros diferentes de zero?

Dado um nimero de ponto flutuante na base 10 (por exemplo, 0,583 x
10%), este niimero pode ser convertido em uma forma equivalente na base 2:
0,x % 2 separando a conversio da fragao (0,583) do expoente (3) nabase 27




