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Estimacao de Densidade

@ Estimagao de densidade € o problema de estimar a fungéo de
densidade de probabilidade. E um problema intimamente
relacionado aos problemas de classificagao e de regressao.
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Estimacé&o por votacao em grade

@ Consideramos intervalos consecutivos de comprimento fixo h.

@ Esses intervalos em 2D formam uma grade de quadrados de lado
h.

@ No caso de dimensao M (atributos) formam-se hipercubos de
lado h e volume AM.

@ Para N instancias, a probabilidade de uma instancia estar numa

célula é: ni

pi = NAM
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NUmero de amostras em cada cubo

@ Dado um total de N observacdes obtidas com distribuicdo p(x).
@ Cada ponto tem probabilidade P de cair na regiao R.
@ O total K de pontos na regidao R segue uma distribuicao binomial:

N!
KI(Nk)!

Bin(K|N, P) = PK(1 — p)N-K
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Densidade estimada

@ A esperanga de K é dada por NP.

@ Avariancia é NP(1 — P)

@ Assumindo p(x) aproximadamente constante em torno da regiéao
R e R suficientemente pequena, aproximamos P ~ p(x)V.

@ Substituindo, obtemos para o volume V da regido R:

pO) = o
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Densidade estimada

@ Como veremos, ha duas formas de explorar esse resultado:

@ Deixar K constante e permitir variar V, o que da origem a um
método de k-vizinhos mais proximos (k-nearest neighbors);

@ Fixar V e determinar K a partir dos dados, o que da origem ao
método dos kernels.
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FIGURE 4.2. There are two leading methods for estimating the density at a point, here
at the center of each square. The one shown in the top row is to start with a large volume
centered on the test point and shrink it according to a function such as V,, = 1/,/n. The
other methad, shown in the bottom row, is to decrease the volume in a data-dependent
way, for instance letting the volume enclose some number k, = ,/n of sample points.
The sequences in both cases represent random variables that generally converge and
allow the true density at the test point to be calculated. From: Richard O. Duda, Peter
E. Hart, and David G. Stork, Pattern Classification. Copyright © 2001 by John Wiley &
Sons, Inc.
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Classificacao

@ Podemos classificar uma observagao cujos atributos remetam a
uma célula da grade.

@ Classificamos de acordo com a maioria das observacoes da
amostra de treinamento.
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Maldicao da Dimensionalidade

@ O numero de células a dividir o espago cresce exponencialmente
com a dimens&o (numero de atributos).

@ Lembrando o problema de regressao multipla, considerar o que
acontece com o numero de interagdes entre fatores quando a
dimensao (numero de fatores) aumenta.

C. H. Q. Forster (ITA) CC-226 16 de margo de 2008 10/51



Funcao de Janela

@ Cada célula pode ser representada através de uma fungao janela
ou gate definida da forma:

1wl <1/2,i=1,... M,
qb(u)—{ 0, caso contrdrio

@ O namero de pontos dentro do hipercubo de lado h sera dado por:

N .
K=> ¢ <x;x’>
i=1
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Densidade estimada para a janela

@ Substituindo:
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Janela de Parzen

@ Janela de Parzen ou Kernel.

@ Na forma geral, ndo ha necessidade de ser uma fungao gate
abrupta. Podem-se utilizar fungdes de base radial com
sobreposigdes.

@ Lembrar da regressdo com fun¢des RBF da aula passada.
@ Por exemplo, utilizando uma Gaussiana, a densidade estimada é

entao: N
1 1 1% — x;||?
P =7 ,2 @nr2)iz &P (‘ 2h
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FIGURE 4.3. Examples of two-dimensional circularly symmetric normal Parzen win-
dows for three different values of h. Note that because the §(x) are normalized, different
vertical scales must be used to show their structure. From: Richard O. Duda, Peter E.
Hart, and David G. Stork, Pattern Classification. Copyright © 2001 by John Wiley &
Sons, Inc.
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Método da Janela de Parzen

@ Consideramos a Janela de tamanho fixo centrada no ponto para o
qual queremos estimar a densidade.

@ Outra interpretacao € somar todas as janelas centradas nas
instancias.
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FIGURE 4.4. Three Parzen-window density estimates based on the same set of five samples, using the window
functions in Fig. 4.3. As before, the vertical axes have been scaled to show the structure of each distribution.
From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, Pattern Classitication. Copyright © 2001 by John
Wiley & Sons, Inc.
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Kernel Regression on our test cases
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Kernel Regression Predictions
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Kernel Regression can look bad
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Classificacao pela Janela de Parzen

@ No caso da fungao gate, podemos classificar um ponto de acordo
com a maioria das amostras dentro da janela centrada no ponto a

classificar.
@ No caso suave, havera uma ponderacao da importancia desses
pontos (votacdo ponderada).

C. H. Q. Forster (ITA) CC-226 16 de margo de 2008 24/ 51



C. H. Q. Forster (ITA) de margo de 2008



Problema com o método da Janela de Parzen

@ Considere o problema de propor um tamanho para a janela.

@ O que fazer se ha regides do espago em que as amostras sao
muito esparsas ou inexistentes?

@ Que tal utilizar um volume adaptativo?
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O Método dos Vizinhos mais Proximos

@ Considere que podemos alterar o tamanho da janela.

@ Fixamos entdo um numero de vizinhos mais préximos em k e
procuramos o0 menor volume centrado no ponto a se estimar a
densidade que contém pelo menos k instancias.
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Classificacao pelos vizinhos mais proximos

Algoritmo:
@ Fixamos k.
@ Centramos a janela no ponto x a ser classificado.
@ Procuramos os k vizinhos mais proximos dada uma medida de
distancia.
@ Se a maioria desses pontos pertence a classe C; classifique x
como C;.
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A Escolha de k

@ Quanto maior k, mais pontos influenciam a regressao.

@ Pode-se, portanto, esperar uma suavizagao da curva
aproximadora.
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Why not just use Linear Regressmn?
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t Join the Dots?
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One-Nearest Neighbor

...0ne nearest neighbor for fitting is described shortly...
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k Nearest Nelghbor (here k 9)
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A Regra do vizinho mais proximo

@ Quando fazemos k = 1 temos o método 1-NN que associa x a
classe do elemento de treinamento mais préximo.
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Mosaico de Voronoi

@ O Diagrama de Voronoi contém os pontos de igual menor
distancia a um conjunto de pontos.

@ Cada célula do diagrama corresponde a um dos pontos e
representa a vizinhanga desse ponto que classificaria qualquer
elemento da célula como da mesma classe segundo a regra do
vizinho mais préximo.
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Escolha da fungao distancia

@ Propriedades de invariancia:
@ translacoes
@ escala
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FIGURE 4.18. Scaling the coordinates of a feature space can change the distance rela-
tionships computed by the Euclidean metric. Here we see how such scaling can change
the behavior of a nearest-neighbor classifer. Consider the test point x and its nearest
neighbor. In the original space (left), the black prototype is closest. In the figure at the
right, the x; axis has been rescaled by a factor 1/3; now the nearest prototype is the red
one. If there is a large disparity in the ranges of the full data in each dimension, a com-
mon procedure is to rescale all the data to equalize such ranges, and this is equivalent
to changing the metric in the original space. From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and
David G. Stork, Pattern Classification. Copyright © 2001 by John Wiley & Sons, Inc.
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Lazy learning

@ Lazy Learning ou Aprendizado baseado em Instancias ou
baseado em Memodria

@ Como é chamado o aprendizado sem treinamento.

@ E necessario armazenar todas as instancias e buscéa-las no
momento da classificagao.

@ O fato de ndo haver treinamento onera a fase de classificagao.

@ Estruturas de dados facilitam a recuperagao dos vizinhos mais
proximos a um dado ponto.
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Regressao Localmente Ponderada

@ Funcéo objetivo da regressao
1 n
E=5> (1)~ Fx)?

xeD

@ Minimizar o erro quadratico apenas para os k vizinhos mais
proximos.

E) =g Y (H0-F0P

X€k nearest nbrs of Xgq

@ Ou minimizar o erro quadratico ponderado por uma funcao da
distancia.

Xo) = 5 3 (H(0) ~ F(x)K (A0, X)

xeD
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Para determinar uma aproximagao y para o ponto xg:
@ Obtenho N instancias na forma (y;, x;);

@ Utilizo K(d(xq, x)) para determinar pesos para cada instancia /,
baseados na distancia d ao ponto xg;

© Obtenho os parametros 3 de regresséo ponderada utilizando os
pesos calculados;

@ Obtenho a estimativa j.
© Para outro ponto x,, refago do passo 2 em diante.
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Locally weighted Polynomial regression
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Kernrel Regression
Kernel width K, at
optimal level.
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