1 Estatistica e Probabilidades

Inferéncia Estatistica consiste na generalizacdo das informacdes a respeito de uma
amostra, para a sua populagdo.

A Probabilidade considera modelos para estimar informagdes sobre instincias. E
um processo de dedugdo logica.

A Estatistica considera informacdes sobre instancias pra gerar um modelo para toda
a populacdo. E um processo de raciocinio indutivo.

1.1 Exemplo da diferenca da média da populacao para a média
amostral.

Considere um dado de seis lados. Qual a média esperada para jogadas desse dado?

1+24+3+4+5+6 21
6 T 6
Suponha que joguei o dado 5 vezes e obtive: 2, 3, 3, 6, 1. O que é plenamente
possivel.
A média amostral € dada por

3,5

243434641
- -

3,0

Assim, p = 3,5ez = 3,0

2 Probabilidade

Probabilidade caracteriza um fendmeno aleatério e € um modelo para a freqiiéncia que
ocorre um evento quando se tende a um ndmero infinito de experimentos, jogadas,
amostras.

Seja A um evento, ento:

1. P(A) >0

2. Se AN B = (), entdo P(AU B) = P(A) + P(B).
3. Seja S o espago amostral, entdo P(S) = 1.

Outras propriedades:

e P(f)=0.
e A écomplemento de A, entio P(A) = 1 — P(A).
e Eéclaroque P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Quando A N B = () dizemos que os eventos A e B sdo mutuamente exclusivos.



2.1 Probabilidade e variavel aleatoria

Definimos a distribui¢do de probabilidades ou fun¢do de densidade de probabilidade
(pdf - probability density function) sobre pontos da reta de Borel.

No caso de varidveis discretas, o valor da funcdo de densidade de probabilidade
corresponde a freqii€ncia relativa de que o resultado de um experimento seja igual ao
argumento da funcdo.

P(X =5) = f(5)

No caso de varidveis continuas, o valor da densidade de probabilidade € tal que a
integral da funcdo sobre um intervalo corresponda a freqiiéncia relativa do resultado de
um experimento caia dentro do intervalo.

Pla< X <b) :/bf(x)da:

2.2 Variavel Aleatoria de Bernoulli

Varidvel aleatéria de Bernoulli apresenta como possiveis valores 0 ou 1. Isto €, o espago
amostral é bindrio = {0, 1}.
Distribui¢do de Bernoulli

l1—a sex=0
Bern(z;a) =<¢ « sex =1
0 caso contrario

Em geral utilizamos p =aeq=1—a.
Exemplo: Quantos compradores levam monitores de CRT?

P(1)=0,2

(soma deve ser 1)

P(z) = Bern(z;0,2)

« € uma parametro, isto é, uma quantidade que define a distribuicdo dentre uma
familia de distribuicdes.
Exemplo: (Devore) Quantos nascimentos até nascer um menino?

P(B)=p
P(G)=1-p
p(1) = P(B) =p
p(2) =P(G)-P(B)=(1—-p)p
p(3) = P((G)P%G)P(B) =(1-p)°p
1—p)*lp =1,2,3,...
p(x) = { 0 caso contririo




3 Funcao de densidade acumulada

A funcdo de densidade acumulada (cdf - cumulative density function) € definida para
varidveis discretas como

F(z)=P(X <2)= > ply)

No caso continuo, a defini¢@o € a seguinte:

x

F(z)= P(X <) = / p(y)dy

Assim, a probabilidade de um intervalo pode ser obtida por:
Pla< X <b)=F()— F(a)

Os casos continuos e discretos podem ser unificados utilizando ou fun¢des impulso
de Dirac ou defini¢do da integral de Lebesgue sobre espacos mensurdveis (incluindo
o-algebras).

Propriedades
e F(—00)=0
e F(+o00)=1

e A cdf é sempre crescente.

o A cdf é diferenciavel a direita

3.1 Amostras aleatorias sintéticas

Para fins de simulagao, se possuimos um gerador de nimeros pseudo-aleatdrios entre O
e 1 (exclusive) e com distribui¢do uniforme, podemos utilizar a cdf para obter nimeros
aleatdrios sorteados de acordo com uma determinada distribui¢do de probabilidades.

Se F' ¢ a cdf da distribui¢do de que queremos obter amostras, entdo a probabilidade
de obtermos um valor no intervalo (a,b) é F(b) — F(a). Como F varia de 0 a 1, assim
como o nosso gerador de nimeros aleatérios, e € crescente, entdo se obtivermos um
valor sorteado uniformemente entre F'(a) e F(b) podemos considerar como um valor
no intervalo (a, b) sorteado de acordo com a distribui¢do almejada.

Assim, basta sortear uniformemente um valor = entre 0 e 1 e aplicar a inversa da
cdfy = F~1(x).

Mostrar que a varidvel aleatdria y tem cdf F' se x for varidvel aleatdria uniforme.

3.2 Mediana e quantis dada a densidade acumulada

A mediana de uma distribui¢do corresponde ao valor que separa 50% da probabilidade,
assim:
T =F1(50%)

Da mesma forma qualquer quantil (quartis ou percentis) podem ser obtidos.



3.3 Obtendo a pdf a partir da cdf

Lembrar que
fx) = F'(x)
4 Esperanca

Esperanca € o valor médio esperado de uma varidvel aleatéria.

B@)= Y o pa)

xzeD

No caso continuo,

Exemplo (Devore)
Criancas sdo distribuidas na escala Apgar de 0 a 10.

Apgar 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
% 0,002 | 0,001 | 0,002 | 0,005 | 0,02 | 0,04 | 0,18 | 0,37 | 0,25 | 0,12

10
0,01

E(x)=p=0-0,00241-0,001+...+10-0,01 = 7,15

Exemplo (Devore)
X é o nimero de entrevistas pelas quais um estudante passa antes de conseguir um
emprego.

p(z) = X 1=1,23,...
0 caso contrario

kétalque ) o2, % = 1 e ndo precisa ser calculado (basta ver que ¢ finito).

1k z-k — k
=1

Trata-se do somatdrio da série harmonica que ndo converge. Dessa forma, a média
ndo é uma boa medida para caracterizar esse tipo de distribuicao.

4.1 Esperanca de uma funcio

E[f(x)] = / Itz

Propriedade de operador linear:

ElaX +b]=aE[X]+b




4.2 Variancia da distribuicao
Seja i o valor médio esperado dado por
p=E(z)
A variancia € o valor esperado para o quadrado dos desvios
Var(z) = B[(z — p)’]

Outras férmulas que podem ser utilizadas para obter a varidncia:
Var(e) = [ (@ nPpla)ds = Ela?) - Elaf
€D

4.3 Momentos estatisticos

Além da média e variancia, € possivel definir descritores de ordem mais alta da dis-
tribui¢do. O momento de ordem n € definido como a esperanga de x™.
mo = E(z°) = E(1) = [p(z)dz =1

my = E(z) = p
mo = E(2?)
ms = B(x®)

A partir dos momentos de ordem 2, podem-se utilizar momentos baseados nos
desvios em relac@o a média. Esses sdo momentos centrais.

p2 = Bl(x — p)?] = o

ps = El(z — p)°]

Duas medidas importantes para caracterizar uma distribui¢do ndo-normal sido os co-
eficientes de skewness e de kurtosis. No caso do skewness, coeficiente préximo de zero
significa simetria, caso contrdrio, uma tendéncia a esquerda para nimeros negativos e,
a direita para nimeros positivos.

skewness = u—g
I

A kurtosis mede a concentrag@o préxima a média (ou pico). No caso da normali-
dade, o valor é 3. Menos que 3, a distribui¢do é mais achatada chamada platykurtic.

Maior que 3, o pico é mais acentuado e a distribui¢do € chamada leptokurtic.

kurtosis = 1%1
Ha

ou

kurtosis = 'u—; -3
253



4.4 Desigualdades interessantes sobre momentos

Desigualdade de Chebyshev se aplica a qualquer distribui¢ao.

o2
P(|X*H|ZQ)§§

Uma interpretagéo pode ser obtida para a = ko
1
PUX =l 2 0) <

A probabilidade do valor de X cair numa distdncia maior ou igual a k desvios-padrdo
da média é de no maximo 1?12 Isso para qualquer tipo de distribui¢do. Para 3 sigmas,
a probabilidade é menor ou igual a 1/9. Para 6 sigmas, a probabilidade é no maximo
1/36 ou 2,7%.

Desigualdade de Markov se aplica a varidveis ndo-negativas.

P(X>a) <t
a

Em ambos os casos, a > 0.

4.5 Entropia

A entropia € uma medida da aleatoriedade de uma distribuicio, definida como

HX)=FE {ln P(lX)] =- /ZED p(z) lnp(x)dx

Se o logaritmo for na base 2, a unidade de medida € o bit. (Para In, diz-se que é o
nit).

Verificar que lim,_¢ zlnx = 0.

Considere uma varidvel aleatéria de Bernoulli com probabilidade p de sucesso.
Pela defini¢do de entropia (vamos utilizar log na base 2),

H(p) = —plgp— (1 —p)lg(l —p)
Pelos limites, temos que
HO)=H(1)=0

Interpretag@o: total determinismo se 100% de chance de ser 1 ou de ser 0.
Exemplo (Mitzenmacher e Upfal): Entropia de duas moedas viciadas, uma com 3/4
de probabilidade de ser coroa e outra com 7/8.

3 3.3 1.1
7 77 1.1
gy =Ll 2t~ 054
(3)=—gleg —gleg~0,5436

A primeira moeda € aquela que apresenta distribuicdo com maior entropia. Logo,
menos se pode dizer sobre o resultado obtido antes de observa-lo.



Agora, queremos determinar p para que a entropia seja maxima.

0H (p)
dp

1-p
=—lgp+lg(1—p) =lg7

Assim, lg p = 1g (1 — p) que acontece quando p vale 1/2 ¢ H(1/2) = 1 bit.
O langamento de uma moeda ndo-viciada tem a aleatoriedade de um bit.
Suponha uma roleta de 8 posi¢des de probabilidade uniforme. Calcular a entropia:

1.1
H=8x|->lg=)=3
<(55)

Sao necessarios 3 bits para codificar o resultado da roleta.

4.6 Distribuicio de maxima entropia

Encontrar a distribui¢do de mdxima entropia consiste em determinar a pdf p(x) que
maximiza [ sob as restri¢des que regram as pdfs. Assim, procura-se maximizar

H= —/Dp(:c) Inp(x)dzx

sujeito a

/Dp(x)dx =1

Vamos procurar a pdf de mdxima entropia, dado que conhecemos a média . e a
varidncia 02. As restricdes sdo:

+00 +oo

o= / zp(x)de,0® = / (z — p)*p(a)de

Formulando com multiplicadores de Lagrange, o novo funcional a minimizar é
+oo

— fioo p(z) Inp(z)dz+

A jjooj p(z)dx — 1) +

Yo (J72 ap(e)de — i) +

A3 fj;o (v — p)?p(z)dw — 02)

Derivando em fung¢ao de p e igualando a zero, obtemos que

p(x) — e*l+>\1+>\2$+>\3($7u)2

Substituindo p(x) nas restri¢des, determinamos os multiplicadores A.

1 _(==w?

p(r) = e




5 A Distribuicao Gaussiana (ou Normal)

Para média . e varidncia 02, a distribui¢io normal é definida pela expressio:

N 2) 1 (@—pm?
Ty, 07) = e 2o
: V2ro?

5.1 A Distribuicao normal padrao

Para média zero e varidncia unitdria (e desvio-padréo), definimos a distribui¢do normal
padrdo:

() = N0 = S exp -

z) =N(2;0,1) = —exp——

p o p B)

A funcdo cumulativa de densidade da normal padrio € baseada na fung¢ado de erro:

®(z) = /_ N(y;0,1)dy

Qualquer distribui¢do normal pode ser padronizada utilizando a transformacao lin-

ear:
_X—up

g

VA

5.2 Propriedade dos desvio-padrao da distribuicao normal

A probabilidade de uma amostra ser obtida dentro de 1 desvio-padrao da média é dada
por
P(1) = @(-1)

Vamos tabelar para alguns desvios-padrao de distincia

k | dentrode ko | fora | Chebyshev 1/k?
1 0,6826 0,3173 1

2 0,9545 0,0455 0,25

3 0,9973 0,0027 0,1111

6 0,9999 0,2e-8 0,0278

6 A Distribuicao Binomial

6.1 Bernoulli trials

Experimentos de Bernoulli (jogadas, rodadas, tentativas)
e 1 experimentos chamados tentativas;
e resultado de cada experimento é sucesso S ou falha F;
e tentativas sdo independentes;

e probabilidade de sucesso (p) € constante de uma tentativa para outra.



Repetimos um experimento binomial de Bernoulli n vezes.
Quantas vezes foi obtido "sucesso", isto é, resposta 1?
Resultados possiveis e igualmente provdveis de 3 tentativas:
SSS SSF SFS SFF FSS FSF FFS FFF

Agrupar por nimero de sucessos

3| SSS

2 | SSF SFES FSS
1 | SFF FSF FFS
0 | FFF

A distribui¢do binomial é definida por
n x n—x _
P(z) = Bin(z;n,p) = <m>p(1—p) ;o v=0,1,2,...,n
0, caso contrario

Lembrando ndmeros binomiais:

(5)= o

A esperanca e a variancia de uma distribui¢ao binomial sdo dadas por:

E(z)=n-p

Var(z) =np(1 —p)

A distribuicdo binomial pode aproximar uma normal com média np e varidncia
np(1 — p).

7 Distribuicao uniforme

Na distribuicdo uniforme discreta, cada elemento do espago amostral é igualmente
provével.

No caso continuo, a probabilidade é proporcional ao tamanho do intervalo (desde
que dentro do intervalo em que a distribuigéo é definida). Para um intervalo [A, B|
utilizamos a definicao:

= A<z<B
) _ ) B=A& ==
f(z;A,B) = { 0, caso contrario

8 Caso multivariado

Definimos a funcdo de densidade de probabilidade conjunta no caso de mais de uma
varidvel:
p(z,y) =P(X =z A\Y =y)



Caso discreto:
P[(X,Y) € Al => p(x,y)
A

Caso continuo:

PI(X,Y) € A] = / /A p(@,y)dz dy

Probabilidade de ocorrer uma instancia dentro de um (hiper-)retangulo

by by
P(a1§X1§b1,...,al§Xl§bl):/ / p(z1,...,x)dzy ... dxy
al ag

8.1 Probabilidade marginal

Corresponde a soma de todas probabilidades conjuntas para um dado eixo

pe(x) =Y p(.y)

py(y) = _plx,y)

As fungdes p; e p, sdo fun¢des de densidade de probabilidade marginal.

9 Independéncia estatistica
Duas varidveis aleatérias sdo independentes se e s6 se

p(x,y) = pa(x) - py(y),¥(z,y)

10 Distribuicao multinomial

No caso binomial, definimos uma distribuicao para o niimero de elementos obtidos para
uma classe dentre duas. No caso multinomial, para M classes, temos a quantidade x;
correspondente ao niimero de elementos obtidos na classe ¢ de um total de n elementos.

Primeiro notar que
M
E T, =N
i=1

E que cada z; > 0.
Ap6s analisar n objetos (com reposi¢do), a probabilidade de se obter x1 amostras
na classe C1, x2 na classe Cy ... e s na classe C'y; é dada por

n! Z1, T2 M R
(1, 22 oa) = { vl JUA CRERERY JV SR =0...n
b AR

0, caso contrario

onde p; € a probabilidade do resultado de uma amostra estar na classe C;.

10



11 Covariancia e Correlacao

Valor esperado no caso conjunto:

EWamz/[ijMawmm

Covariancia
Cov(z,y) = E[(z — pz) - (y — piy)]

Cme=/Au—mm—Mm@mmw

Cov(z,y) = Elx - y] — pig - py
Coeficiente de correlagdo

Cov(z,y)

Corr(x,y) = Pz,y = -
z Oy

Propriedade
Corr(aX +b,c¢Y +d) = Corr(X,Y)

Se X e Y sado independentes, p = 0.

12 Matriz de covariancia

Seja o,y = Cov(x,y).
Notar que 0,y = o,z e que 0,2 = Cov(z,2) = El(z — pg)?] = 0
A matriz de covariancia ¥ € definida como

2
T

2
g9 g12 ... O1n
2
J12 o5 ... O2n
Z:
2
Oln 0O2n .- [opes

Para um vetor coluna de varidveis aleatérias x com vetor média u

¥ = Exl(x — p)(x — p)7]
13 Gaussianas multivariadas

1 1 Ty-1(x _
p(x) = mexp (‘2(X— ) ET( M))

11



14 Amostragem

X1 ...X,, formam uma amostra aleatéria de tamanho n se
1. X; sdo todos independentes entre si;
2. Todo X; possui a mesma distribui¢do de probabilidades.

A amostra é chamada i.i.d. ou independentes e identicamente distribuidos.

14.1 Distribuicao da média amostral

X1 ... X, elementos amostrados de uma distribui¢do qualquer com média y e desvio-
padrdo 0. Para a média X da amostra, temos que

E(X)=u

2
Var(X) = %

14.2 Teorema do Limite Central

X ... X, elementos amostrados de uma distribui¢do qualquer com média u e desvio-
padrdo o.

Se n é suficientemente grande, X tem aproximadamente uma distribui¢io normal

- 2 _ o2
comug =peoy =

Quanto maior n, melhor a aproximagao.
Conseqiiéncia: a Gaussiana € boa (em média) para aproximar ruido.
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