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Livro para acompanhar essa aula

Mathematical Elements for Computer Graphics (2nd edition)
D. F. Rogers, J. A. Adams

McGraw-Hill

Capitulos 2 e 3 pp 61-206

Fundamentos de Geometria Computacional
Resende, R. J., Stolfi, J.

IX Escola de Computacao, Recife, 1994
Capitulo 2 pp 25-76
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Geometria Projetiva 3D
T° é o espaco projetivo orientado.

Pontos

Os pontos séo representados por quadruplas de coordenadas homogéneas
[X y < W]T das quais se exclui [O 0 0 O]T e correspondem ao ponto

[X/W y/W z/ W]T em coordenadas cartesianas para w >0 , a direcao do vetor
(X, ¥,2) se W=0 oy ao ponto [X/W y/w Z/W]T do alémse W< 0.
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Plano

X,Y,Z,W)

Planos sao definidos por quadruplas de coeficientes homogéneos < e um

ponto [X y < W]T pertence ao plano se XX +YY+ZzZ+Ww=0

Um plano divide os espaco em dois lados. De acordo com o sinal da expresséao

XX+YYy+ 27 +Ww ponto [X y ¢ W]T esta do lado positivo ou do lado
negativo do plano.

O plano no infinito é definido como Q= [0 0 0 1]T , que define o aquém do

espaco como os pontos que W >0 e o além, W< 0

CC222 — Visao Computacional — ITA - IEC Transformacdes 3D e Projecdes-5/50



Orientacéo do tetraedro

XO yO Z0 WO
X, VYV, Z, W
A(P,, Py, Py, Py)=—sgn| = - F
X2 y2 ZZ W2
X3 Y3 43 W,

Obtencao do plano por 3 pontos PoV PV P, = [X Y Z Wl

Wo Yo £ Wo %o 2o Wo Xo Yo Xo Yo 4o
X==W, ¥y ZY=W X ZZ==wW X Y \W=Xx VY Z
W, Y, 4, W X, 4 W X Y, X, Yo 4

Obtencao do ponto interseccéao de 3 planos (que nao possuem reta comum) pela
formula dual.
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Transformacbes Geomeétricas em 3D

Transformacao 4x4 de coordenadas homogéneas

(transformacao projetiva em 3D)

X] [a b ¢ 1] hx
y d e f mjhy
71 g i j nlhz
W] |p g r s|h]
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Partes da matriz de transformacao:

‘a b c
d e f
g i J Transformacao linear em 3D.

Vetor de translacéo em 3D.

[p g I’] perspectiva.

[S] escala global
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Escalaem 3D
'a 0 0 0

o O O

Exemplo: aplicar escala ao paralelepipedo

1/2

e O
0 )
0 O

1/3

— O O

N

0

0
1
1

(X' = ax
y'=ey
7= ]z

2

0
1
1

2

3
1
1

0

3
1
1

0

0
0
1

= O O DN

O W DN
_ O W O
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Escala global
o _ b i}

equivale a

1/2 1

Translacéo3D

1 0 0 1]

010 m (X=X +]1
00 1 n| Y=y+m
000 1 Z=z+n
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Reflexo 3D

1 0 0 O
01 0 O
0 0 -1 0 )

Reflexo em relacao ao plano xy.
00 0 1
Cisalhamento
1 0 ¢ O]
01 f 0 (X'=X+cCz
00 1 0 Y=y+ fz

7= 7 Desloca x e y em funcéao de z.

00 0 1|

Cisalhamentos nos outros planos sao analogos.
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Rotacoes em 3D

1 O 0 0
n o 0 cos@d -—singd O
* |0 sin@ cos® O ) | o
Rotacdo em torno do eixo x no sentido anti-horario.
0 0 0 1
- cosd 0 sind O]
0 1 0 O
R, =| .
—sind 0 cosé O } _ _ L
Rotacdo em torno do eixo y no sentido anti-horario.
0 0 0 1
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cosd —singd 0 O

o sind cos¢ O O
10 0 10 ) | o
Rotacdo em torno do eixo z no sentido anti-horario.

0 0 01

O determinante é 1.

As linhas s&o vetores ortonormais (unitarios e ortogonais).

T -1
Porisso R =R

A composicao de rotacdes é associativa, mas nao € comutativa.
A mudanca da ordem das rotacdes pode dar resultados diferentes.
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Exemplo: Rotacao de 90 graus em x e emy.

Depois em ordem inversa.

1

0 -1
1 0
1

1
0

0

1
1
0
0 -1
1 0
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Exercicio: Composicao de Transformacoes

Rotacdo em torno de um eixo arbitrario.

Eixo passa por [Xo Yo ZO]T com cossenos de direcao (Cx , Cy , Cz).
Rotacdo por um angulo 0.

1- Transladar de (_ Xo:— Yo ’_Zo) para eixo passar pela origem.

2- Rotacionar em torno do eixo x até eixo no plano xz.
3- Rotacionar em torno do eixo y até eixo coincidir com eixo z.

4- Rotacionar O em torno do eixo z
5- Transformacao 3 inversa
6- Transformacao 2 inversa
7- Transformacao 1 inversa
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o .
1 —
T = Yo
1 -z,
L 1 —
dz\/cy2+cz2
Cz Cy
CoOSa =—+,Sin = —
d d
1 0 0 0
0O c,/d —-c,/d O
T,=R, = ./ v/
0 c,/d ¢c,/d 0
0 0 0 1
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cosf=d,sinf=c,

d 0 -c, O
0 1 0 O
T,=R, =
c, 0 d O
0 0 0 1]
cosS —sing 0 0
sino coso 0 O
T,=R =
0 0 1 0
0 0 0 1

Composicéao: T1_1T2_1T3_1T4T3T2T1
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Outros Exemplos de Composicao de Transformacoes:
e RotaclOes e Translagcoes
e Rotacao por eixo paralelo a um eixo coordenado.
e Reflexo sobre plano arbitrario no espaco
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Transformacgoes Afins em 3D

a b c| [I]
P'=/d e f|P+/'m

g i J n (coordenadas cartesianas)
Ou ainda, em coordenadas homogéneas:

a b c |

d e f m
P=| " P

gl J n

00 0 1]

Preservam o paralelismo de retas e de planos e as combinagdes convexas.
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Transformacdes de Corpo Rigido em 3D

Rotacoes e translagcoes em 3D e suas composigoes.
a’+b*+c’=1
d°+e’+f*=1

| Jg°+iT+ )7 =1

@® O

+1

g

I
O
— =k )

a
Pilm ad +be+cf =0 g
9

— =h O
I

n dg+ei+ fj=0 e

lag +bi+cj=0

Restricbes néo-lineares
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Representacao de Rotacoes em 3D

3 graus de liberdade

Angulos de Euler: rotacdo em x, rotacdo em y e rotacdo em z.
Angulos de Euler II: eixo pela origem e angulo de rotacdo (regra mio direita).

Matriz 3x3 ortonormal positiva.

Quartenhdes unitarios.

Problema dos angulos de Euler € o chamado “Gimbal lock”: para uma dada
configuracdo, um grau de liberdade € perdido.
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Lembrando numeros complexos

Z=X+iy onde i =+-1,

soma 2y +Z; = (X, +%,) +1(Y; + Y,) > translacso.

Escala & = (O‘X)‘|‘ '(O‘Y) - escala uniforme.

Produto Z1° %4 = (X1 T iY1)(X2 T in) = XX =YY, i(Xz Y1 T lez)
Formula de Euler €' = 0S8 +ising

Numero complexo unitario representa uma rotacao em 2D.
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Quaternhoes
Vetor de 4 componentes

0]

d=0+(¢ (soma de um componente escalar e um vetor 3D).

Produto, associativo, mas nao comutativo
0 00 r=pq—-p-g

r'=pqg
r'=pg+dp+pxq

Produto escalar de quartenhoes

Ped=pg+p-qg
Norma:

0]

d=geq=0"+q-q
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Quartenh&o unitario tem norma igual a 1.

Rotacao de & em torno de um vetor unitario @ é representada por
o 0 o).
g=SIN—+| COS— |w

2 2

0 0

Notar que — U define a mesma rotacao que ., visto gue inverte a orientacédo do eixo
e 0 angulo simultaneamente.

Quartenh&o conjugado:

0

4 =9-q

Inverte apenas o0 “cosseno”: rotacao inversa para quartenhao unitario:
0O o o O

g g=qq =1 (para quartenhdo unitario)
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Formula da rotacéo

(0+X) =q(0+x)q"

A composicao de rotacdes resulta da multiplicacéo de quartenhoes
(0+x")=p0+x)p" =p@O0+x)q) p =(pa)(0+x)(qp)

A matriz de rotacdo correspondente &
2 2

_QOZ + q12 -0, — qs 2(‘Qoq3 + qqu) 2(q0q2 + qqu)
R=|  2(0y0;+0,0) G —0 +0 —0dy  2(-0y0; +0,0;)
i 2(_qoq2 + Chqs) 2(q0q1 + qsqz) QO2 o q12 o q22 + q32
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Para os angulos de Euler &, ,B’ Y, a matriz de rotacdo é dada por

cos fcosy
sinasin S COS ¥ +cosasiny

| —cosasin fcosy +sinasiny

A rotacao em torno do vetor n= [nl n,

R=1coséd+(1-cosd) n,n, n,

nl2 nan

2

_anl N3N,

—sinasin fsin ¥ + coSa COS ¥
CoSa Sin ASin y +Sin o CoS ¥

ns]T unitario é
n,n,
n,n,

N

2

—Ccos fsiny

+sin @

_n2

N,

sin 8
—sina cos
COSc COSy |

Os autovalores de R séo 1, cos&+isin ‘9. O auto-vetor de 1 € o vetor n (eixo).
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Definicdo de uma matriz de rotacao pela direcao dos eixos.

Basta determinar uma base ortonormal.

Vetor VPN (view plane normal — aponta para um objeto)

Vetor VUP (view up vector — aponta para cima)

Queremos gue eixo z aponte para o0 objeto

Normalizar VPN (unitario).

Produto vetorial VX=VUP x VPN, normalizar VX.

Produto vetorial VY=VPN x VX

Preencher a matriz que leva o eixo z para VPN, o eixo x paraVX e oy para VY:

R = VX|VYVPN]
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Projecao Ortografica

Reducéo para um espaco de dimensao menor.
No caso da projecao ortografica, perdemos a informacao do eixo z.

1 0 0 0O x
01 0O
P= Y
0 0 O 0z _
ou simplesmente
000 1)|w
X =X
Y=Y
Z =0
W=w

P

o O -
o +— O
o O O
, O O

S N < X
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Projecao Perspectiva

Vérias formulacbes possiveis
A

C € o centro de projecao, f € a distancia focal (C ao plano-imagem).
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(’ f
' y:_y
y_ ¥ o 5
f z o f
X =—X
Z
Em coordenadas homogéneas:
y' =Ty
X' = fX
W =12
_ Ix] _ | x]
f 0 0 O 1 0 0 O
P={0 f 0 O d P=0 1 0 O y
Z Z
0 0 10 , OU ent&o 0 0 f O
B W B | W
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Outro modelo.

O plano-imagem agora esta sobre a origem (e nao o centro de projecao).
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f’ 'I:

’ y:z+fy
y __ Y
fz+f , f

X = X
Z+ f
Em coordenadas homogéneas:

, _ | x]
y =y 1 0 0 O
X' = P=l0 1 0 of’

Z
wolitt 4.2 0 0 If 1
f ) LW
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Mais um modelo
A

Agora o centro de projecéao esta a frente do plano-imagem.
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F, f
, y:z—fy
LA BN
f z-f , f
X = X
oz f
Em coordenadas homogéneas:
: _ | x]
y =y 1 0 0 O
X'=X p=l01 0 o’
2=t 2 0 0 yf —1°
W = =—-1 i d
f f | W]
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Pontos de Fuga

Os pontos de fuga numa imagem de perspectiva Sdo 0s pontos em gque as imagens
das retas paralelas de uma cena se encontram.

Para nos, € simplesmente a projecao perspectiva de pontos no infinito.

Se a transformacao de um ponto no infinito resultar um ponto no infinito, as retas
paralelas naquela direcdo sao também paralelas na imagem.

Se a transformac&o de um ponto no infinito resultar um ponto finito, as retas paralelas
naquela direcao sao concorrentes na imagem sobre esse ponto.

CC222 - Visao Computacional — ITA - IEC Transformacoes 3D e Projecoes-35/50



Pontos de Fuga

1 0

0 1
0 O
p O

Aplicando ao ponto no infinito no eixo x

0

0
1
0

0

0
0
1

X

y
Z
_1_

Resultado da seguinte matriz de projecao

X

y
Z

_px+1_

T O O B+

o O +—» O

0 Of1] [1] [1/p]
0o ofo| |o] | 0
1 ool |o| | o
O 10| [p] [ 1

CC222 - Visao Computacional — ITA - IEC

Transformacoes 3D e Projecoes-36/50



Aplicando aos pontos no infinito da direcao dos eixos X, y e z e a origem:

1 0 0 Ofx

0 1 0 Ofy

0 0 1 0fz|

p g r 1)1]

1 0 0 01 0 0 O
0 1 0 00 1 0 O
0 01 0f0 0 1 O
p gr 1|0 0 0 1

Resultado da seguinte projetividade:

X

y
A

 pPX+ py+pz+1

i

0
1/q
0
1

0

0
0
_1_
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Exemplo — encontrar os pontos de fuga da seguinte transformacao para as retas
paralelas ao eixo x, ao eixo y e ao eixo z.

- 0.866 0 -05 0]
-0.354 0.707 -0.612 O

0 0 0 0
—-0.141 -0.283 -0.245 1]
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Resposta: O ponto de fuga de

086 0  -05 0
~0.354 0707 -0.612 0

0 0 0 0
—0.141 -0283 —0.245 1

Em coordenadas cartesianas € o ponto

- 0.866
—0.3%4
1 0
para o eixo x é :
| —0.141
—6.142 |
2.5
1 ou (_ 6.142, 2-5) da imagem.

Os pontos de fuga para o eixo y e z s&o respectivamente (01 - 2-5) e (2-04’ 2'5)
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Exemplo

Translacao para traz e para frente.

Mudanca da distancia focal em cada um dos modelos de projecao perspectiva.
Encontrar os pontos de fuga para uma dada matriz de transformacao.
Encontrar a matriz de projecao ortografica numa determinada direcao.
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Base Afim

Encontrar a transformacéao afim em 2D que mapeia os trés pontos P1, P2 e P3 nos
pontos Q1, Q2 e Q3.

qxl _a b C_ pxl

Q=|0,(=|d e f|p,
1| |00 1)1

Para cada par de pontos PQ tenho duas equacoes.
Para encontrar as 6 incognitas a,b,c,d,e,f, preciso de 3 pares de pontos.
Lembrando a solucéo linear

pxl pyl 1 a qxl pxl pyl 1 d qyl
px2 py2 1 b — qx2 € px2 py2 1 €= qy2
_px3 py3 1__C_ _qx3_ _px3 py3 | _qy3_
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Qualquer transformacéo afim em 2D pode ser representada como a transformacao dos
pontos (0,0), (0,1) e (1,0). Os trés pontos resultantes dessa transformacao formam uma
base afim (se n&o colineares).

Quantos pontos sao necessarios em 3 dimensoes?

‘a b ¢ |
d e f m
Pr=l T P
g I ] N
000 1

Sao doze incognitas, mas cada ponto contribui com 3 equacdes. Assim, sao
necessarios quatro pontos (ndo-coplanares) para formar uma base afim.
Correspondem as transformacdes de (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) e (0,0,0).
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Base Projetiva
Encontrar transformacao projetiva em 2D que mapeia 4 pontos.

hx,| [a b clx
hy', [=|d e f|vy
h g J 1|1

hx'. =ax. +by. +¢

hy'. =dx. +ey. + f

h=gx + Jy. +1

Substituindo h,

gx: X'+ Jy. X\ +X\ =ax. +by. +C
9% Y+ 1Y Y +Y = dx +ey; +

Construimos o sistema 8x8, sdo duas equacdes para cada ponto.
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'x, y, 1 0 0 0 —x,x
000 Xx v 1 -yiX
X, ¥y, 1 0 0 0 —x,Xx,
000 x vy, 1 -y,X%
X, ¥ 1 0 0 0 —x5X
0 00 X vy; 1 —-y5Xx
X, ¥, 1 0 0 0 —-x,Xx,
_O 00 Xo Ya 1 _y'4 X4

Y1 X
Y1Y'1
Y,X',
Y,Y'
Y3X's
YaY's
Ya X4

YaY's ]

Y,

Y's

X4

© -~ 0O QOO O T SO

1LYl

Podemos formar uma base pela transformacao dos pontos (1,0), (0,1) (0,0) e (1,1).
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A transformacao encontrada € uma transformacao de plano para plano ou entéao de
imagens planas para imagens planas (com aplicacoes ...)
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Exercicio

Considere a transformacao projetiva

X|] [a b c
y d e
7| g |
W, |p ¢

m
n
S

hx

hy
hz
h

Quantas incognitas (ou parametros) devem ser determinadas dadas associacoes de
pontos originais e pontos transformados (em 3D)?

Quantas equacoes cada par de ponto (original-transformado) contribui para determinar

a transformacéo?

Quantos pontos sao necessarios em 3D para determinar uma base projetiva?
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Pontos para a base projetiva: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,0,0) e (1,1,1).
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Razao Cruzada
Dados 4 pontos da reta projetiva, descritos em coordenadas homogéneas

o~ X |i-1.

A razao cruzada C é definida como

: X
C(1’2,3,4) — d(l,2)d(3,4) d(l, J) — XI )
d(13)d(2,4) . onde w,ow
N %] di
e o determinante (. 1) _‘pi pj‘ - Wi W, =ww;d(, J)
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A raz&o cruzada é invariante a transformacdes projetivas de P* em P".

~ d(A,B)d(C,D)

C(A B,C,D)

~ d(A,C)d(B,D)
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Para a transformacé&o projetiva T.

pi=T-p

d'(i, j)=|p" p'|=[T|-|pip;|=d (i, §)-[T]
 D'(L2)D'(34)  wWw,d(L2)w,w,d(3,4)T[

C'(1,2,34) = B
( ) D'(1,3)D'(2,4) W1W3d(1’3)W2W4d(2’4)‘T‘2

=C(1,2,3,4)

Se A é arazdo cruzada de 4 pontos, a s razdes cruzadas das outras 23 permutacdes

1 /’tl A A-1

dos 4 pontos serdo ~ ' 3 "1-2 A1-1 A
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