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Topicos da aula

Rotacdo em 2D, Escala e Reflexo

Deformacao do quadrado unitario

Corpo rigido em 2D

Geometria Projetiva e Coordenadas homogéneas
Dualidade

Combinacéo de Transformacgoes

Classes de Transformacgoes
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Livros para acompanhar essa aula

Mathematical Elements for Computer Graphics (2nd edition)
D. F. Rogers, J. A. Adams

McGraw-Hill

Capitulos 2 e 3 pp 61-206

Fundamentos de Geometria Computacional
Resende, R. J., Stolfi, J.

IX Escola de Computacéo, Recife, 1994
Capitulo 2 pp 25-76
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Rotacao em 2D
Rotacéo de 90 graus anti-horaria

0 -— X'=—
T = y
L O} {y’:x
Exemplo
3 4 2
P =
-1 1 1
> [0 13 4 2] 1 -1 -1
|1 of-11 1] |3 4 2
Nova rotacao, resulta rotacao de 180 graus

"=l ols 4 2t ols 0P Lo
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Forma Geral da Rotacao (em torno da origem)

-

X=1rC0S¢

y=rsing

(X' =rcos(¢ + 6)

iy’ = rsin(¢ + 0)

cos(¢ + 8) =cosgcosd —singsin
sin(¢ + &) = cos@sin @ +sin ¢ coso
(X' =T cosgcoséd—rsingsin g

Y ' =rcosgsind+rsingcosd
(X' =Xxcos@—ysind X'"| [cos® —sing| x
'y’ =xsin@+ ycosd y'| |sin@ cosé |y
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Propriedades da rotacao
{COSH —siné

sind cosd } rotacdo por 6 no sentido anti-horario em torno da origem

Determinante detT = cos? @ +sin® @ =1

Inversa: rotacéo por -0

cos(— @) =cosé, sin(-80)=-sing
T {cosé’ sin@}

—sin@ cosd
T _ cos’ O +sin” @ —cos@dsin@+cosdsing| |1 O
—cosdsin @ +cosdsin @ cos’ @ +sin‘ @ 0 1

T -1 _ .
Notar que T =T propriedade de matriz ortogonal
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Reflexo

10"
T = _
0 —1/| reflexo sobre o eixo x.
10
T = _
O 1| reflexo sobre o eixoy.
0 1
T =
1 Q| reflexo sobre areta x=y.
Exemplo

e R H Y

Propriedades: Determinante € -1. Dois reflexos sobre retas passando pela origem
compdem uma rotacdo. A matriz do reflexo é ortogonal.
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Escala

(2 0

T = _
0 2| uniforme

(1/2 0

T = o
0 3 | ndo-uniforme
T (a 0
B 0 d | forma geral da escala, a>1 amplia ou expande, a<1 reduz ou comprime

Se a=d, entao escala é uniforme.
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Composicao de Transformacoes
Multiplicacdo de matrizes € associativa

PF — T4T3T2T1 I:)o
I:)1 — T1Po’ Pz — T2P1 — T2T1Po’
Entao

PF — TPo, onde T= T4T3T2T1
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Transformacé&o do Quadrado Unitario

abOlOl_Oaba+b
c d|0 0 1 1] |0 ¢ d c+d

Area do paralelogramo

a b
A=ad —bc=detT = |
C
A A
a+b,c+d
(bd)l’( l% )
10 @
*—© > o L4 >
0 1 (a,c)
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Transformacao de corpo rigido
Que transformacdes levam retas perpendiculares em retas perpendiculares?

X Xy
_ vV, = e Vv, =
Sejam o0s vetores Y, Y, |-

T _
Seu produto escalar é Vi V2 = (XX, + ¥1Y5) e o vetorial ‘Vl X Vz‘ = (%Y, = V1X;) |
| ax + Dby, .| ax, +by,
V) = e V, =
cx, + dy, CX, + dy,

Produto escalar deve ser o mesmo
/T o

ViV, = (a2 + CZ)(X1X2) + (b2 +d 2)(y1y2) +(ab+cd)(X.Y, + ¥, X,)
Produto vetorial deve ser o mesmo

v, xV, = (ad —ch)(x, Y, — ¥;X,)
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CondicOes para preservar a magnitude dos vetores e seus angulos

a’+c’=1

b’ +d* =1

ab+cd =0 vetores (a,c) e (b,d) unitarios e ortogonais
Condic&o do produto vetorial

ad —cbh=1

Condicdo de que detT =1

CC222 — Visao Computacional — ITA - IEC Geometria Projetiva-12/42



Geometria Projetiva

Coordenadas cartesianas
Funcao que biunivocamente mapeia um par de niumeros reais nos pontos do plano.

Desvantagens do uso de coordenadas cartesianas

e NAao suportam o conceito de pontos no infinito, o0 que gera muitos casos
particulares (por exemplo, para encontrar a interseccéao de duas retas deve-se
considerar se sao concorrentes, coincidentes ou paralelas).

e N&o representam dualidade entre pontos e retas.
e Representacao inconveniente para transformacdes geoméetricas.
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Coordenadas homogéneas

X
Se|Y

X
y x=2 y_Y
sdo coordenadas em [R° entdo W tais que W € yy COm O peso

W > 0 sao as coordenadas homogéneas do ponto representado.

H& multiplas representacdes possiveis para um ponto em R da forma

WX
wY
W

, w>0
(qualguer multiplo representa 0 mesmo ponto)

Questao: o que acontece com [X y W]T Se X e y permanecem constantes e w
tende a zero? E se w tende ao infinito?
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Pontos no infinito

com X e y constantes e w tendendo a zero, o ponto se afasta infinitamente da

origem na direcao do vetor (X,y).

0 (e seus multiplos) representa o ponto infinito na direc&o do vetor (x,y)
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0 representa o ponto no infinito “antipoda” do ponto 0

A tripla 0 é considerada invalida.
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Pontos do outro lado do plano

O valor de w negativo pode ser interpretado como um ponto que atravessou o infinito
(esta além do infinito).

X
X/ W
y
W corresponde ao ponto cartesiano y [ W | se estiver na frente do plano (aquém),

isto €, se w>0, ou no seu verso se w<0 (além).
Dois pontos que diferem no sinal de w n&o sao coincidentes, mas antipodas

Ty Ty
-y -y
__W _O_
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Retas
No plano cartesiano a reta € definida por trés coeficientes A, B e C tais que, somente

X
P =
se um ponto Y | pertence a reta, entédo AX+BY +C=0

(equacéo cartesiana da reta)
Reparar que multiplos de (A,B,C) representam a mesma reta.

Escrevendo P em coordenadas homogéneas:

P=|y| A(ljw(ljw:o
W W

AX+ By +CW=0 (equacsio homogénea da reta)

, multiplicando por w...
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Uma reta é definida por 3 coeficientes homogéneos <X,Y,W> sendo que o ponto

geneérico P = [X y W]T esta na reta se e so se

XX+Yy+Ww=0

Exemplo
A reta <2,3,1> passa pelos pontos tais que

2X+3Y+W=0 oyseja, 2X +3Y +1=0 em coordenadas cartesianas.

Exercicios
e Qual a equacao cartesiana da reta com coeficientes <3,5,2>?
e Quais os coeficientes homogéneos da reta 3X-2Y=6 (eq cartesiana)?
e Quais os coeficientes homogéneos dos eixos X e Y?
e Em que condicbes a reta é horizontal? Vertical? Passa pela origem?
e Quais as coordenadas homogéneas da origem do plano cartesiano?
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Pontos no infinito de uma reta

XX+ Yy +Ww =0 g satisteita pelos pontos infinitos 0o le o

X —X |
X y| |-V

Toda reta paralela a um vetor y contém os pontos infinitos 0 e 0

Duas retas de R° sdo paralelas entre si se e somente se as retas correspondentes de
T2 (o plano projetivo orientado) passam pelos mesmos pontos no infinito.

Se uma reta passa por um ponto P, também passa por seu antipoda —P .
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Uma reta de T2 é representada por duas retas euclidianas superpostas, uma no aquém
e outa no além, com os mesmos coeficientes cartesianos, mais dois pontos infinitos,
nas direcOes paralelas as retas.

A reta divide o plano T2 em duas metades (os lados da reta) o lado positivo e o lado

negativo de acordo com o sinal da expressao XX "‘Yy "‘WW. Se um ponto esta do
lado positivo da reta, seu antipoda estara no lado negativo.

aquem pontos além
Infinitos
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Teste de ponto contra reta
De que lado da reta estda um ponto? Verificar o sinal do produto escalar.

rop = sgn( Xx + Yy + Ww)

-1 do lado negativo, +1 do lado positivo ou O se sobre a reta.

Se multiplicarmos os coeficientes de r por um nimero negativo, o valor de r<>p fica
negado (os lados positivos e negativos da reta se invertem).

As retas r:<X’Y’W> e r’:<—X,—Y,—W>

iguais: diferem na sua orientacao.

sao coincidentes, mas nao sao
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Reta no infinito
AX + By+ CW: O com A:B:o.

Esta equacéo néo é aceita por nenhum ponto de R2 (ou por todos se C=0).

Triplas da forma W correspondem a uma das retas opostas que contém todos o0s

pontos infinitos:

0X+0y+1Iw=0=wW=0= 3 reta contém todos os pontos da forma 0
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A reta no infinito (com aquém positivo) € denominada Q.

0 0
Q — O e —|Q — O
_1_ __ 1_

Duas retas nao-coincidentes se interceptam em dois pontos antipodais.
Dois pontos nao-coincidentes determinam exatamente duas retas opostas entre si.

Essas regras funcionam para qualquer tipo de ponto (finito ou infinito) e reta (paralelas
ou nao, finita ou infinita).
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Colinearidade de 3 pontos

Xo Yo 1 Xo I Wy Yo /W, 1

X, Yy, 1=0 xIw, y,/w, 1=0
id dh :

X2 y2 1 convertido em coord homogeneas Xz /W2 y2 /W2 1

Multiplicando-se as linhas por Wo, W, W, respectivamente, multiplica-se o

determinante por WoW,W; | Assim:

Xo Yo Wo
X Yp w|=0

valida para quais quer pontos (finitos ou infinitos).
X, Y, W,
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Reta por 2 pontos

Xs Yo W

XX Y, W=0 = X — y+ w=0
yl Wl Xl Wl Xl yl

X y W
YoWp — YaW,
Po VvV Py =| = XoW, + X Wy
Reta que passa por Poe P e (join — produto vetorial)
N XOyl _leo ]

(vale para qualquer pontos nao coincidentes, nao antipodais)

Exercicio: Determinar a reta que passa pela origem e por (X,Y).
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Ponto determinado por duas retas
f=(Xo, Yo, W) € 1 =(X,Y,W,)

P=Thy Al (meet) € a intersecc¢éo das retas. (X,Y) em coordenadas cartesianas.
X, X +Y,Y =-W,
X, X +YY =-W, , pela regra de Cramer:

. I\/VO Y0 . X 0 WO

_ Wl Yl e Y — X 1 Wl
X 0 YO X 0 Y0
X 1 Yl X 1 Yl

Fazendo W=1 e multiplicando X, Y e W pelo denominador comum, obtemos as
coordenadas homogéneas do ponto.
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WY, + WY, ]

p:ro/\rlz WOX1 —W1XO
XY — XY (meet — produto vetorial)
| M0l 10 |

Se as duas retas forem paralelas, a solucéo sera um ponto infinito.

Dualidade da Geometria Projetiva

O principio da dualidade permite traduzir mecanicamente muitas formulas geometricas
gue envolvem pontos em outras formulas que envolvem retas e vice-versa. O mesmo
vale para teoremas, algoritmos e estruturas de dados.
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Segmentos e triangulos
A combinacao convexa em coordenadas homogéneas n&o necessita limitar a soma

dos pesos em 1. A combinacdo é convexa para cada i positivo, e pelo menos um
deles nao nulo.

Um segmento é definido como a combinacao convexa de dois pontos.

Um triangulo é definido como a combinacao convexa de 3 pontos, o que inclui os
segmentos de reta que formam os lados do triangulo.

QX+ X, | QX oy X oL, |
ayYo t oY, QYo Oy, Tt Q,Y,
Segmento: aW, + oW, | Triangulo W, + W, + W, |°

N&o se aconselha interpretar o ponto correspondente a cada tupla de &
independentemente, mas o0 conjunto das possiveis tuplas.
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Orientacao de 3 pontos

Xo Yo W
A( Pos Py pz) =sgnix, 'y, W
X Y, W,

Orientacéo positiva ou negativa.
Se for zero, 0s pontos sao colineares.
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Projetividades

(ou Transformacoes Projetivas)
Sao transformacotes do plano T2 ao plano T2.
Preserva a colinearidade de pontos.

Projetividades sao transformacodes lineares inversiveis sobre coordenadas
homogéneas.

No plano podem ser representadas por matrizes 3x3 de determinante nao-nulo.

| 1:xx fxy 1:xw_
F=|f, f, f.
I fx Ty fWW_
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Formam-se duas classes de projetividades:

As de determinante positivo (ou projetividades positivas), que preservam a orientacao
dos triangulos.

As de determinante negativo (negativas), que invertem a orientacdo dos triangulos.

Multiplicando-se a matriz F por um escalar positivo, continuamos representando a

mesma transformacao. ( F- P= ok - P em coordenadas homogéneas).
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TranslacoOes
Transformacgdes da forma

(X,Y)= (X +X,,Y +Y,)=(X,Y)+(X,,Y,)

Preservam distancias, dire¢cdes e angulos.

Translacédo que leva a origem para o ponto X0 Yo WO]T
x| [ xwy+wx, | [w, 0 %, ][ x|

Y | YW +WY, [=| O Wy Yo | Y

W WW, 0O 0 w,|w

Exercicio: Aplicar translacdo a um ponto infinito.

Exercicio: Escrever a matriz que mapeia (Xo’Yo) em (X1’Y1) :
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Propriedades das transformacodes ja vistas

Translacdes nao podem ser representadas como transformacdes lineares no plano
cartesiano (s6 em coordenadas homogéneas). Sao transformacdes afins em
coordenadas cartesianas.

RotacOes preservam angulos e distancias.
Escalas uniformes preservam angulos e diregoes.
Escalas nédo-uniformes preservam direces verticais e horizontais.

Reflexos preservam distancias, invertem angulos
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Cisalhamentos

(X, Y)> (X +aY,Y)

x| [1 a O x
yi—=|{0 1 0fvy
W 0 0 1llw (cisalhamento horizontal — preserva coordenada Y,

paralelismo e areas)

x| [1 0 0fx
yi—>| S 1 0|y
W 0 0 11w (cisalhamento vertical)
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Mais classes de transformacoes

Isometrias ou transformacdes isomeétricas: rotacoes, translacdes e reflexos. Modelam
movimentos rigidos no plano, preservam distancias e angulos.

Similaridades ou transformacdes euclidianas: incluem as isometrias e escalas
uniformes, preservam angulos e razdes entre distancias.

Transformacdes unitarias: incluem as isometrias e os cisalhamentos, preservam areas
e paralelismo.

Transformacdes afins inversiveis: preservam o paralelismo e (consequentemente)
mapeiam pontos do infinito no infinito e pontos finitos em pontos finitos.

Todas essas classes de transformacfes sédo fechadas quanto a inversao e a
composicao.

Propriedade: (F 'G)_l =G*-F~
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As similaridades tém a forma

a —-b x| x
b a vy,|Yy| pelomenosa=0oub=0
0 0 1w

As transformacoes afins tém a forma

(X,Y) = (aX +bY +e,cX +dY + f):{a b}{x}{e}

c di|yY f
a b el x
c d f|y
Ulo 0 1w
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Aplicacao de Projetividades em Retas
XX+Yy+Ww=0

r'p=0
r'F Fp=0
Mas Fp: p'.

AN T T -1
sel P —O,entéo r' =r F
Assim, transpondo ambos os lados:
rr=F'r
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Exemplo
Rotacdo em torno de um ponto arbitrario.

Rotaco por angulo € em torno do ponto (M, N)
e Translacdo de (m,n) a origem.

e Rotacao por 7
e Translacao da origem a (m,n)

(1 0 -m cosd —singd O] 1 0 m
T,=|0 1 -n| T,=|sin@ cos# 0| T,=|0 1 n|=T
00 1 0 0 1 00 1
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Exemplo: Rotacao de 90 graus em torno de (4,3)

1 0 —4] 0 -1 0] 1 0 4
T=/0 1 -3| T,={1 0 0| T,=(0 1 3|=T"
0 0 1] 0 0 1 00 1

0 -1 41 0 —-4] [0 -1 7
T=TTT,=/1 0 3|0 1 -3|=|1 0 -1
0 0 100 1] |0 0O 1
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Exemplo:

Reflexo sobre uma reta arbitraria.
y=tané@x+Kk

e Transladar para que a reta passe pela origem
e Rotacao para que a reta coincida com o eixo x
e Reflexo sobre eixo x

e Rotacao inversa para corrigir a direcao

Translacao inversa para corrigir a posicao

1 0 0| [ cos@ sind 0O -1 0 O
T,=/0 1 -k| R =|-sing cosd 0| M=|0 1 O
00 1 0 0 1 0 0 1
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(1 0 O

T'=/0 1 +k| R =R/ =

00 1

 cosd
sing
0

A sequéncia de transformacdes é dada por

T=T,"R'MRT,

Exemplo: Reta y

%(x+4)

. Pontos

B~ DN
(@) BN AN

[EN
[EN

—singd 0!
cosd O
0 1
.
6
1_
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