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Topicos da aula
Representacao (analitica) de pontos e vetores

Transformacoes lineares

Método dos minimos quadrados

Combinacgdes baricéntricas

Equacao da reta

Transformacoes de retas

Livro para acompanhar essa aula

Mathematical Elements for Computer Graphics (2nd edition)
D. F. Rogers, J. A. Adams

McGraw-Hill

Capitulos 2 e 3 pp 61-206
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Representacao de pontos e vetores
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Vetor: direcao/orientacédo e comprimento
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Produto escalar

ch oy
a=|a,| b=|b,
| A5 _ b;_
b
a-b=a'b=[a, a, a]|b, |=ab +a,b,+ab, =[a|o|cosa
b;_
b
(04
a

Nulo se vetores perpendiculares
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Produto vetorial em 3D

i ] k| [ab,—-ab] [0 -a, a, [b]
axb=la, a, a,|=|ab —ab, |=| a, 0 -—a |b,
b1 bz b3 _a1b2 o a2b1 1 =& & 0 __b3_

laxb| =|a|b|sin «

Perpendicular aos vetores a e b.
Nulo para vetores paralelos (ou opostos)

Em 2D, encontro a direcao perpendicular a um vetor.
[T T [a ] [0 1]a
q a, —a -1 0] &
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Produto misto de 3 vetores a,b e ¢ no espaco

— _T — —
C1 Cz Cs azbs o asbz C1

c-axb=la, a, a,=|ab —-ab,||c,|=[cab]
bl bz b3 _a1b2_a2b1_ Cs

Idéia de volume do paralelepipedo
Nulo se vetores coplanares
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Representacao polar Polar no espago 3D

E,O=\/X2+y2+22,x,y,zj

pp P

X = pCOSHCosg
y=psing
Z = pCoSHsing
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Transformacao Linear

XO Xl
Py = P, =
: M 1 M

P, =T(P,)
Se T é linear
X, = ax, + by,
y; = CX, +dy,

Escrevendo a transformacé&o na forma de produto matricial

X | [a bjx | |ax+by, - a b
v, | |c dfy,| |cx, +dy, e d

CC222 — Visao Computacional — ITA - IEC Transformacdes Lineares-9/29



Exemplos
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Exemplo
Qual transformacéao linear mapeia os pontos 1, 2 e 3 nos pontos 1’, 2’ e 3'?
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Escrevemos a transformacao da forma

r_|@ b X, X
“|c d]| e sendo os pontos Pi = Y| e Pi = yi’ tais que

pi=Tp,

Formamos o sistema de equacdes (6 equacdes 4 incognitas)
X, = ax, + by,

Y{ =CX + dyl

X, = ax, + by,

y; =CX, + de

X; = ax, + by,

Y3 = CX; + dy,
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Solucao

X, ¥4 0 O X,
0 0 x vy |a] |v
X, ¥, 0 01D - X,
0 0 % v |c| |V
X; Y5 0 0 |d] [Xx
0 0 X Vs
Sistema super-determinado.
Separavel
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X y4 0 0 X,
X, ¥y, 0 0fal] |x
X3 Y3 0 0 bl |X
0 0 x Vyfc| |
00 X Yy, |d] |V
0 0 % Vs Vs

Buscar solucao exata

/

%,V la] [x _
M =] )| econferir ax, + by, =X
X, Yo | 0] |%

X Yifc] [v .
=| " | econferir cx;,+dy, =Y,
X, Y, d} {yj P
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Busca solucéo aproximada

_Xl yl_ 3 X;
X, Y, {b}: X
_X3 y3_ _X3_

! GG

Obter &, b estimados para que X1 X21 X3 estimados de forma a minimizar o erro

E=(x—%)+(x-%) +0¢ - %)
Onde

X\ =ax. + Byi

Assim

e = (i ~ax, By, + (o ~ax, By, | + (¢~ ax, By, |
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E = (Xl’ —ax, — 6)’1 )2 + (X; —ax, — 6yz )2 + (X:'% —aX; - 5y3 )2

Se o gradiente de E for nulo, entdo encontramos um ponto de minimo.

T
oa ob (pela regra da cadeia)

OE A - .

g - _Z(Xl —ax; — by1)><1 — Z(Xz —ax, —by, )Xz — 2(X3 —ax, — by, ))(3

ok

- ~2(x; —ax, ~ by, Jy, - 2(x; — &%, — by, ly, - 2(x; - ax, by, )y,

Sistema resultante resolve o problema de minimizacao de E.
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Sistema de Equac6es Normais (para o problema acima)

N

2 2 2 Ja
X+ X X XY, XY, X Ys {a XX XX+ XaX,
|-

2 2 2 / ’ ’
lel + X2y2 + X3y3 yl + y2 + y3 lel + X2y2 + X3y3

Forma Geral do Método de Minimos Quadrados
Para um sistema super-determinado

A-Xx=Db
A solucdo de minimos quadrados € a solucdo do sistema de equacdes normais
A'A-x=A"b

Pode ser resolvido calculando-se a matriz pseudo-inversa de A

x=(ATA]"ATb=A" b
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Solucao no Matlab
>> pl=[1 3]; p2=[3 3]’; p3=[5 1]’
>>q1=[2 6]'; 92=[4 5]; 93=[3 1]}
>> p=[p1,p2,p3];
>>0g=[q1,92,93];
>> plot(p(1,1:3),p(2,1:3),'ro',q(1,1:3),q(2,1:3),'bx’,0,0,".");
>> ab=pinv(p")*q(1,:)’
ab =

0.5160

0.6436
>> cd=pinv(p")*q(2,:)’
cd =

-0.2234

1.9894
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>> T=[ab';cd']

T=
0.5160
-0.2234
>>p

p:

6 5
>> f=T*p
f=

2.4468
5.7447

0.6436
1.9894

3.4787 3.2234
5.2979 0.8723
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>> hold
>> plot(f(1,1:3),f(2,1:3),'bo")

7
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Para pensar:

e Qual foi a medida de distancia que minimizamos neste exemplo considerando a
posicao dos pontos obtidos e dos pontos almejados?

e Sugerir outra funcao a minimizar e sua utilidade.
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Transformacao linear da origem

¢ ofo]-[o] veves

Transformacao linear de vetores
r= d; — Qo
Tr = qu - qu

Transformacao de um conjunto de pontos

X, X, X, X, X, X
P= =
p, = {yj p, = {yj p, = {yj .|, ps ] {yl . yj

P’:T-P:{a b} {Xl " XP’} {X{, X% Xe} =p;
C d %2 yl y2 y3 %3 yl y2 y3 %3

|

CC222 — Visao Computacional — ITA - IEC Transformacdes Lineares-23/29



Combinacao Baricéntrica (Convexa)

P=apP, + &P, ++ &Py, (combinacio linear)
Sujeita ao seguinte conjunto de restricoes

Y =1 e Vil<i<n g =0

=1

Equacao Baricéntrica da Reta
(segmento de reta)

p(t) = (1-1)p, +tp,
0<t<1

P>

p(t)

P
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Transformacao linear de um ponto da reta
Xl X2 ' '

P, = , Py = ’plszl’pZZTpZ
Ya 2

P= (1_t) P, +tp2

Tp=0-t)Tp, +1tTp,

p'=(1-t)p; +1tp;
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Transformacao Linear de Retas Paralelas
e

vy ly, e d
Y%

A inclinacao da reta que passa por pl e p2 é dada por X, — X,

o |ax +by, | , |ax,+by,
P, = P2 = CX, + dy2 , a inclinacdo da reta transformada é

cx, + dy,
- (Xz B Xl)
m’ = CX2+dy2—CX1—dy1 :C(Xz_xl)+d(y2_Y1) _ c+dm
ax, +by, —ax, —by, a(x, —x)+b(y, —y1) a-+hbm

m’ depende apenasdemede T
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Transformacao Linear de Retas Concorrentes

y =mX+Kk, A x::—m_l x::@
y =m,X+K, y -m, 1|y K,
ML 1 1 -1

mZ_ml mz _ml

) lm e,
y kz m, —m, k1m2_k2ml

Transformando as retas, temos

., c+dm , ad —bc
m’ = e ki=k
a+bm a+bm
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Lyl el
y K, Kol LY

1 fa b1 -1Tk] 1 [1 -1Tk,
mz—mic d}{mz —mj{kj_m'z—m'im'z —m'j{k'j

Expandindo m’ e k’ verifica-se a igualdade.
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Colinearidade e equacao dareta
A colinearidade de 3 pontos no plano pode ser verificada pela equacao

a, a, 1
b, b 1—alx | _ % C+ay c. =0
Y7 b, byl b Y b o

X y X y
¢, ¢ 1

Essa equacao pode ser vista como uma equacéao da reta em funcéao das coordenadas
de c.

Tarefa para aula que vem
Ler sobre transformacdes lineares e SVD em
http://www.uwlax.edu/faculty/will/svd
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