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10) Paradigmas de Programagdo

Divisdo-e-Conquista, Método Guloso, Programagdo Dinamica



Trés paradigmas

= Muitos problemas sdo resolvidos através de trés
técnicas de programacdo:

= DivisGo-e-Conguista : subproblemas andlogos e disjuntos;
resolucoes recursivas; combinacdo entre as subsolucodes.

« Método Guloso : solugdo incremental; otimizagdo de um
critério local.

= Programag¢do Dinamica : subproblemas andlogos, mas
sobrepostos; resolugoes em ordem crescente de
tamanho; armazenamento das subsolucoes em tabelas.




Divisdo-e-Conquista (Divide-and-Conguer)

= Esta técnica de programagdo consiste em trés fases:

= Divisdo: o problema é dividido em subproblemas andlogos e
disjuntos (ndo hd sobreposigdo de subproblemas).

= Conquista: por serem andlogos, esses subproblemas sdo
resolvidos recursivamente. Quando se tornam
suficientemente pequenos, a resolugdo baseia-se geralmente
ha "forca bruta”.

= O uso da recursdo ¢ eficiente porque os subproblemas sdo disjuntos.

= Combinagdo: a partir das subsolugoes obtidas, gera-se a
solugdo do problema inicial.

= Exemplos ja vistos: Torres de Hanoi, MergeSort,
QuickSort, rede bitonica, exploragdo em profundidade.



Busca binaria

= Busca bindria é uma técnica muito conhecida para se
encontrar um determinado valor em um vetor jd
ordenado.

= Também pode ser vista como um exemplo do
paradigma da Divisdo-e-Conguista :
= Dividir o vetor em duas metades

= Sdo partes disjuntas

= Procurar o valor em cada uma delas

= Sdo problemas andlogos ao original

= Combinar os resultados para dar a resposta final



Algoritmo

Verificagdo da presenga de x no vetor ordenado v[l..r]:

bool BinarySearch(l, r, x) {
if (r < 1) return false;

q = L(1+r)/2];

if (v[q] == x) return true;

if (v[q] > x) return BinarySearch(l, g-1, x);
return BinarySearch(gq+l, r, x);

= Tamanho do vetor: n = r-|+1
= Sen=1T(n)=a
= Sen>1, T(n)=T(n/2) +b



Andlise do tempo

= Supondo n = 2k
= T(n) = T(n/2) +b
= T(n) = (T(n/4) + b) + b = T(n/22) + 2b
= T(n) = (T(n/8) + b) + 2b = T(n/23) + 3b
= Generalizando: T(n) = T(n/2k) + kb

= Substituindo n = 2k
= T(N)=T(1)+b.gn=a+b.gn
= Portanto, T(n) = O(log n)

= A generaliza¢do para n qualquer ndo muda a ordem de T(n).



Preenchimento com treminos

Um tremino : ﬁ

Um possivel
Quadro 2"x2" com preenchimento com
um espago vago: treminos :




O caso trivial
= O caso trivial (n = 1) consiste no preenchimento de
um quadro 2x2 com um espago vago.

= Esse caso admite 4 possiveis solugdes:

= A ideia € encontrar um modo de reduzir
gradativamente o tamanho do problema original, até
se atingir situagoes correspondentes ao caso
trivial...




A divisado do problema

= Podemos dividir o quadro original em outros
menores:

[T SRR
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...........................................................

= Desse modo, temos 4 quadros
de tamanho 2"'x2""!

~ = No entanto, somente um dos

problemas € andlogo ao
original, pois 0os demais ndo
tém um espago vago...



A divisdo do problema

= Ideia: inserir um fremind no centro do quadro
original, de tal forma que cada subproblema fique
com um Unico espago vago.

= Agora, todos os quadros de
tamanho 2™ !x2" ! +ém um
espago vago.
— [—+———r = Se seguirmos esse processo
.............. ; .............. d e dIVI Sa' 0 01' é Ch e 9 armos aos
......... e quadros de tamanho 2x2, todo
f ............................ - o quadro original serd

preenchido.



Algoritmo

= Se o0 quadro é 2x2, resolva-o trivialmente.

= Caso contradrio:

= Divisdo: Divida o quadro em quatro partes iguais; nas trés
partes sem espago vago, intfroduza um espago em seu canto
central, de tal modo que os quatro problemas fiquem
semelhantes ao original.

= Conquista: Resolva recursivamente os quatro
subproblemas.

= Combinacdo: Junte as subsolucoes e acrescente um
tremind nas posigoes centrais, cobrindo os trés espagos
vagos introduzidos.




Multiplicagdo de inteiros

= Para efetuar a multiplicagdo de dois nimeros inteiros,
separamos os seus digitos e usamos a tabuada, ou seja,
utilizamos um algoritmo de D/visdo-e-Conguista.

= Por exemplo, sejam os nimeros d;d, e d;d, escritos na base
10, onde d, sdo digitos.

= A multiplicagdo entre eles pode ser obtida com o cdlculo de
d3.d1.102 + (d3.d2 + d4d1)10 + d4.d2.
= As multiplicagées por poténcia de 10 sdo feitas através de shifts.

= As multiplicagdes entre digitos correspondem a fase da conquista, e
as adigOes e os shifts correspondem a fase de combinagdo.

= Esse processo pode ser generalizado para uma maior
quantidade de digitos, e também para nimeros escritos em
hotagdo bindria.



Multiplicagdo de inteiros

= Sejam I e J ndmeros com n bits, escritos respectivamente
como I, I, eJ,J,ondeI,, I,J,eJ témn/2 bits.

s Portanto, I=1,2"2+T,eJ =J,.2V2+]J,

= O cdlculo da multiplicagdo entre esses nimeros seria I.J =
(Ih.Z”/Z + I|).(Jh.2n/2 + J|) = Ih.Jh.Zn + (Ih.J| + Il.\Th).Zn/Z + II'J|°

= Nesse cdlculo realizado sobre nimeros de n/2 b/ts, ha 4
multiplicagdes, 3n/2 shifts e 3 adicoes. Como os shifts sdo
realizados em tempo constante e as adigoes em tempo linear,
o tempo total do cdlculo € T(n) = 4T(n/2) + O(n).

= E fdcil verificar que esse algoritmo de DivisGo-e-Conguista
gasta tempo T(n) = O(n?).



Um algoritmo melhor

= Karatsuba (1960) vislumbrou outra maneira de
fazer esse calculo.

= Vimos que I.J = I,.J,.2" + (T,.J,+ I,J,).2v2 + I,.J,
= Sejam X=I,.J,, Y=I,J,e Z=(T,+I).(J,+J)-X-Y

= E fdcil verificar que I.J = X.2n+ Z.2V2 + Y

= O tempo agora é T(n) = 3T(n/2) + cn

= O algoritmo de Karatsuba € considerado o
precursor do paradigma da D/visdGo-e-Conguista.



Calculo da complexidade de tempo

= T(n) = 3T(n/2) + ¢cn

= T(n) = 3(3T(n/22) + c(n/2)) + ¢cn

s T(n) = 3°T(n/22) + c(n + 3n/2)

= T(n) = 33(3T(n/23) + c(n/22)) + ¢(n + 3n/2)

= T(n) = 33T(n/23) + c(n + 3n/2 + 32n/2%)

= Generalizando: T(n) = 3kT(n/2K) + cn(1 + 3/2 + ... + 3k1/2k1)
= T(n) = 3kT(n/2K) + 2¢cn((3/2)%-1)

= Consideremos h = 2k(ou seja, k = Ig n e 3k= 3l9n=nlg 3)

= T(n) = n'93T(1) + 2¢cn((n'93/n)-1)

= T(n) = ©(n'93)  O(n!585)



Um exemplo na base 10

= Vamos calcular o produto de dois nimeros ha base 10:
I=5791eJ =234

= Podemos vé-los, por exemplo, como I =I,.10°+1I e
J=17J,10%+7, onde I,=57,1,=91,J,=2eJ,= 34

= X=I,J,=57.2=114
. E preciso lembrar que as multiplicagdes sdo feitas recursivamente

= Y =1,J, = 91.34 = 3094

s Z = (T+I).(J,+T))-X-Y = (57+91).(2+34)-114-3094 = 2120
= Repareque Z2=T1,.J,+I,J,=57.34+91.2 =2120

s I.J = X.10%+ Z.10%2 + Y = 1140000 + 212000 + 3094 =
1355094



Multiplicagdo de matrizes

= Dadas duas matrizes quadradas A e B de ordem n, o cdlculo
do produto C = A.B normalmente é feito em tempo O(n3).

= Também é possivel realizar esta multiplicagdo com um
algoritmo de DivisGo-e-Conguista.

= Exemplo:

721142151481 5.-14510-413
2°4 4 41115 7 3 &4 9 2111 .5 7 3
613 3391614 2 1 21113 11l ¢ V2 1
54351129:)(543511293 _—
8 374131041 8 8 7 431041 ~
A7 021116 3 3 4 5 02!-16'3 3
9198 314 /15 71 14"~ & 314 14 7 1

9 4 2 9l11 6 B3 9 A 12 9111 6 K.2

Cij = Ail-Blj + Ai2°BZJ



Multiplicagdo por blocos

Ci1= An.Biy+ Aa.Bar G = ApBia + A By 8 multiplicacdes
Co1= A .Byi+ Ass.Boy G = As.Bio + Ass Byo 4 adicoes

= T(n) = 8T(n/2) + cn?

= T(n) = 8(8T(n/22) + c(n/2)?) + cn?= 82T(n/22) + cn?(2 + 1)
= T(n) = 83T(n/23) + cn?3(22 + 21 + 1)

= Generalizando: T(n) = 8kT(n/2K) + cn?2(2k1+ .. + 21+ 1)

s T(n) = 23kT(n/2X) + cn?(2k-1)

= Para n = 2k T(n) = n3+ cn?(n-1)

O T(n) = @(n3) Equivalente ao algoritmo tradicional (com 3 comandos for)



Algoritmo de Strassen (1969)

Ci1 = A11.Byg + A12.Byy

Cip = A1.Bip + Ap.By)
Co1 = Ap1.B1y + A.Byy
Coo = Ap1.Bia + A.By;

= P=(A;+Az).(B11+By))
= Q= (Az+Az2).By

= R= Ag1.(B2-Byp)

= S=A.(B-By)

Cll - P+S‘T+V
s T=(Ay+Ag).By = ReT
12 = R+ 7 multiplicagoes
s U= (Ax-A1).(Bi+Bio) ico
C.y = Q+S 18 adigoes
= V= (A2-Az2).(B2+B22) C,, = P+R-Q+U
22 = -

T(n) = 7T(n/2) + cn?



Calculo da complexidade de tempo

T(n) = 7T(n/2) + cn?

T(n) = 7(7T(n/22) + c(n/2)2) + cn? = 72T(n/22%) + cn?(7/4 + 1)
T(n) = 73T(n/23) + cn?(72/4% + 7/4 + 1)

Generalizando: 7XT(n/2%) + cn2((7/4)%1+ .+ (7/4)! + 1)
T(n) = 7kT(n/2K) + cn?((7/4)% - 1)/((7/4) - 1)

Consideremos n = 2k(ou seja, k= Igne 7%= 7lan= nlg 7)

T(n) = n'97+ cn?((nla7/n?) - 1)(4/3)

T(n) = ©(n'97) » O(n281)

Upper bound é O(n2371352);
algoritmo de Williams et al. (2023)



Selecdo do k-ésimo elemento

= Dado um vetor ndo ordenado de n elementos
distintos, deseja-se encontrar seu k-ésimo menor
elemento, 1< k< n.

= Solugdo dbvia através da ordenagdo: O(n.log n).

= Ideia melhor (Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan,
em 1973):

= Dividir o vetor em partes de famanho fixo (5 elementos)
= Encontrar as suas medianas

= Extrair recursivamente a mediana dessas medianas

= Particionar o vetor usando essa mediana como pivo

= Encontrar o k-ésimo elemento na parti¢cdo adequada



Ideia

= m;: medianas dos grupos com 5 elementos
= X: mediana dessas medianas (ho exemplo abaixo, n = 43)
= Consideremos alguns elementos maiores do que X:

OO0O00000O0
O Q O Q Q O Q Q O P: parti¢cdo dentre alguns
™ @) @) @) @M @ elementos maiores do que X
OOO00000O IP| »3.(In/51/21- 2)
OO0000Q00O0

= |[P|>3n/10-6
Concluimos que ha pelo menos 3n/10 - 6 valores maiores que X

Portanto, ha no maximo 7n/10 + 6 valores menores que X

Analogamente, hd no maximo 7n/10 + 6 valores maiores que X



Algoritmo

= Dividir o vetor em grupos de 5 elementos O(n)
= Encontrar as medianas desses grupos [n/51.0(1)
= Extrair a mediana X dessas medianas T(n/5))
= Particionar o vetor usando X como pivo O(n)

= m = famanho da parti¢do com os elementos menores que X
= Busca do k-ésimo: T(7n/10 + 6)
= Se k < m, encontrar o k-ésimo elemento da partigdo dos menores

m Se k = m+1, retornar X

= Se k >m+1, encontrar o (k-m-1)-ésimo elemento da outra particdo

= Portanto, T(n) = T(n/51) + T(7n/10 + 6) + O(n)
« E possivel comprovar que T(n) = O(n)



Complexidade de tempo

= T(1)=T(2)=T(3)=T(4) = T(5) = 6(1)

= T(n)= T(n/51) + T(7n/10 + 6) +a.n,n>5
= Por indugdo em n, pode-se provar que T(n) < c.n

= Base da indugdo (n < 5): basta escolher um valor conveniente para c
= Hipdtese da indugdo: supor vdlido para valores menores que n

= Passo da indugdo:

= T(n) = T(n/51) + T(7n/10 + 6) + a.n
= T(n)<cIn/51+c.(7n/10 + 6) + a.n
= T(nN)<cn/5+c+7cn/10 + 6¢ +an
= T(n) ¢ 9¢n/10 + 7¢c + a.n

Na verdade, poderia ter
sido escolhido qualquer
valor maior que 5 (teria
tempo linear, mas com
desempenho pior)

= T(n) <cn+ (-cn/10 + 7¢ + a.n)

= T(N)<c.n & -cn/10+7c+a.n<0 < c210a(n/(n-70))
= Basta admitir n > 70 e escolher ¢ convenientemente

= Portanto, T(n) = O(n): o algoritmo gasta tempo linear




Método Guloso (Greedy Algorithms)

m Caracteristicas desta técnica:

= Costuma ser aplicada a problemas de otimizagdo:
encontrar solugdes vidveis que sejam 6timas de acordo
com uma fungdo objetivo.

= Baseia-se na extensdo de solugoes parciais: escolhe-se a
que propicia o maior ganho imediato (dai o nome de
“guloso”; mais propriamente, "ganancioso”).

= Ndo proporciona necessariamente uma solugdo 6tima: é
preciso uma demonstrag¢do para cada problema. Por outro
lado, basta um contraexemplo para verificar que falha.

= Quando funciona, origina algoritmos simples e eficientes.

= Exemplos ja vistos: Dijkstra, Kruskal e Prim.



Técnica geral de demonstragado

= Hd uma técnica geral de demonstragdo do Método Guloso :

= Expressar o problema original como um problema no qual podemos
fazer uma escolha gulosa, restando um subproblema andlogo para
ser resolvido.

= Por isso, 0 Método Guloso pode ser entendido como um caso particular da
Divisdo-e-Conquista.

= Provar que sempre existe uma solugdo 6tima para o problema
original que usa a escolha gulosa (ou seja, ela € uma escolha
segura). Chamaremos de Parte a.

= Demonstrar que, se combinarmos a escolha gulosa com a solugdo
6tima do subproblema restante, teremos uma solugdo 6tima do
problema original. Chamaremos de Parte b.

= Nessa situagdo, a iteragdo da escolha gulosa gerara
garantidamente uma solugdo 6tima para o problema original.



Selecdo de atividades

= Seja um conjunto S com n atividades, onde s; e f;
sdo respectivamente os tempos de inicio e de
término da atividade i, 1 < i < n. Evidentemente,

fi2s.

= Duas atividades i e j sdo compativeis entre si
quando seus tempos de inicio e de término ndo
se sobrepdem, ou seja, s; > f;ous; > f;.

= Objetivo: encontrar um subconjunto madximo de
S com atividades compativeis.

= Qual seria a escolha gulosa adequada?



Exemplo

Atividades
1 11 13
2 2 12
3 3 10
4 1 15
5 3 7
6 1 4
70

L 1111 Tempo
34567 89101112131415




Pelo tempo de inicio?

= Um contraexemplo:

Atividades
1 B 15
2 1 4
50 15

| | 1 1111 Tempo

I I O N
0123456789101112131415




Pela duragdo minima?

= Um contraexemplo:

Atividades
I g 15
2 ]
3 79
I I N O A I N | | | | | Tempo
0123456789101112131415



Pelo tempo de término?

Atividades
1 1 13
2 2 12
3 3 10
4 i 15
5 3 7
6 1 4
70 0

0 2
L bbb b1 Tempo
0123456789101112131415




Algoritmo

ActivitySelection () {
S = Sort(S, £); // ordenacdo de S pelo valor de f
A = {1l}; // indice da atividade que termina primeiro
j =1; // indice da dltima atividade selecionada
for (i=2; i<=n; i++)
if (s; >= £5) {
A =AU {1i};
J = 1;
}

return A; // indices das atividades

Complexidade de tempo: O(n.log n)



Demonstracado da Parte a

a) A escolha gulosa estd em alguma solugdo étima:

Sejam A essa solugdo étima e x a atividade da escolha
gulosa. Se x € A, a demonstragdo estd terminada.

Se x ¢ A, mostraremos que A' = A+{x}-{y} € outra
solugdo 6tima que contém a atividade x.

Seja y a atividade com menor tempo de término em A.

Como as atividades foram ordenadas pelo tempo de
término, entdo f, < f,. Se f, < Sy, poderiamos
acrescentar x a A, ou seja, A ndo seria 6tima. Entdo,
fx>s,. Logo, as atividades x e y se sobrepdem.

Como f, < f,, podemos trocar a atividade y por x,
obtendo uma nova solugdo A' = A+{x}-{y}, onde |A'|=|A].



Demonstracdo da Parte b

b) A escolha gulosa e a solugdo 6tima do
subproblema restante formam uma solugdo 6tima
do problema original:

Sejam x a atividade da escolha gulosa e S’ 0 subconjunto de
atividades que ndo sobrepdem x, ou seja, S' = {i | s;2 f,}.

Seja B uma solugdo étima para S'.
Entdo, A’ = {x}+B é uma solugdo para o problema original.

Podemos demonstrar que A' é 6tima:

= Suponhamos que A’ ndo seja 6tima.
Seja A uma solugdo 6tima que contém x (vide Parte a).
Portanto, |A|>|A'| e |A-{x}| > |A-{x}| = |B].

= No entanto, A-{x} € uma solucdo para S' com mais elementos que B,
ou seja, B ndo € uma solugdo otima.

= Contradicdo! Portanto, A’ deve ser 6tima.



Intercalagdo ¢tima de arquivos

= Este problema consiste em encontrar a melhor sequéncia de
intercalagoes (merges) entre k arquivos ordenados, que

serdo unhidos dois a dois.

= Sabemos que a intercalagdo de dois arquivos, comm e n
registros respectivamente, exige O(m+n) operagoes.

= E fdcil constatar que diferentes ordens de intercalagdo
proporcionam diferentes tempos de processamento.

= Exemplo:

A=30 )

B=20
C=10

> registros

/

A+B = 50 operagoes )

(A + B) + C = 60 operagoes

B+C = 30 operagdes |

(B+C)+ A =60 operagoes

. Total: 110

L Total: 90




Outro exemplo

n{+n,

n{+n,

+ Ny
+ Ny + Ny n
" 2n3 + Ny
+ 3n, +
L 3n;
1

+ No
" Ny + Ny
n{+n,

(Ng + ny)+ (N3 + Ny)

+ 2N,
2n, + 2n, + 2n,

Ny

Ny

N3

Ny




Cdlculo do ndmero de operagoes

= Arquivos: sdo as folhas da drvore bindria.
= Nidmero de operagdes: sdo os nds internos.

= d;: distancia da raiz a folha que representa o i-ésimo
arquivo, 1 <i < k.

= n;: himero de registros do i-ésimo arquivo, 1 <i < k.
= E possivel verificar que, na intercalagdo de todos os k

arquivos, o himero total de operagdes sera O(Zn;.d)).
Este € o custo total da arvore de intercalagdo.

= Ideia gulosa: intercalar antes os menores arquivos. Desse
modo, ficardo mais abaixo na arvore, minimizando o nimero
de total de operagoes.

= Para se encontrar os dois menores arquivos correntes,
convém utilizar uma estrutura de Aeap de minimo.



Exemplo com k=5

Heap: 10 20 30 30
15 20 30 30
/
5 10
30 30 35
/
15 20
/
5 10

35 60
- e
15 20 30 30
e
10
95
35 60
e e
15 20 30 30
—
10




Algoritmo

v: vetor com k nés que armazenam no campo valor 0 tamanho

de cada arquivo

node OptimalMerge (v) {
h = new HeapMin() ;
h.Build(v) ;
for (i=1,; i<k; i++) {
no = new TreeNode () ;
no.esq = h.ExtractMin();
no.dir = h.ExtractMin() ;

no.valor = no.esqg->valor + no.dir->valor;

h.Insert (no);

}

return h.ExtractMin() ;

Complexidade de tempo: —

O(k.log k)

Para encontrar a
melhor sequéncia de
intercalagdes, ndo para
realiza-las




Demonstracado da Parte a

a) A escolha gulosa estd em alguma solugdo 6tima:

Sejam x e y 0s menores arquivos, onde n, <n,. Seja T; a drvore de
intercalagdo 6tima, na qual a e b sdo os ar'qulvos com pr'ofundldade
mdxima. Portanto, sem perda de generalidade, n, < n,e n, < ny,.

Seja T, outra arvore de intercalagdo, |gual a Ty, mas com os nos X e
a trocados. Considerando d. como a distdncia de h; @ raiz ha drvore
T,, a diferenca entre os custos de TiedeT,é:

c(Ty)-¢(T,) =n,d,+n,d, - n,d, - n.d, =(n, - ny).(d, - dy) 2 0.

Como C(T,) é étimo, C(T,) ndo pode ser menor. Logo, C(T;) = C(T,).

Seja T3 outra darvore igual a T,, mas com os nds y e b trocados.
Analogamente, C(T3) = C(T,) = C(Ty).

Portanto, a drvore T3, gerada pela escolha gulosa, é 6tima.



Demonstracdo da Parte b

b) A escolha gulosa e a solugdo 6tima do subproblema restante
formam uma solugdo étima do problema original:
= Sejam X e y 0S menores arquivos, e z o arquivo resultante da
intercalagdo entre eles, ou seja, n, = n, + n,.
= Seja T, uma drvore de intercalagdo 6tima do subproblema restante
(considerando o arquivo z ao invés dos arquivos X e y).

= Seja T;aarvore obtida a partir de T, substituindo-se a folha n, por
um né interno cujos filhos sdo ny e n,.

n C(Ty)-C(T2) = (ng+ ny)(dz +1) - (nc+ |qy)dz = Ny + Ny
s C(TR)=C(T)-ne-n,
= T;éuma drvore de intercalagdo 6tima do problema original:

= Suponha que T; ndo seja 6tima. De acordo com a Parte g, seja T3 a drvore ¢tima
onde n, e n, sdo irmdos. Portanto, C(T;) < C(Ty).

= Seja T, adrvore T; onde o pai de n, e n, é trocado pela folha n,.
= C(T4) = C(T3) - ne - ny < C(Ty) - ne -y = C(T)
= T, ndo seria uma drvore 6tima do subproblema restante: contradigdo!



Codificacdo de Huffman (1952)

= E uma conhecida técnica de compressdo de dados, e a
sua implementagdo baseia-se na mesma ideia anterior.

= O objetivo € atribuir cédigos curtos aos caracteres
que ocorrem com maior frequéncia. Haverd compressdo
desde que os caracteres tenham frequéncias distintas.

= Cada texto terd uma codificagdo propria, que ndo é
hecessariamente adequada a outros.

= No entanto, como as codificagcoes dos caracteres terdo
comprimento varidvel, se uma delas for prefixo de
outra, pode haver ambiguidade. Isto deve ser evitado...



Ideia do algoritmo

= Calcula-se a frequéncia de cada caractere.
= Cria-se um nd para cada caractere com frequéncia ndo nula.

= Agrupam-se dois a dois os nés com menor frequéncia, como
filhos de um novo nd, cujo valor serd a soma das
frequéncias dos filhos.

= Rotulam-se as arestas dessa drvore:

= O para o filho da esquerda;

= 1para o filho da direita.

= A codificagdo de cada caractere serd formada pelos
rétulos encontrados no percurso da raiz até o seu né.



Exemplo de construgdo

m SCQUéﬂCiG: S$753515351545,515353535351S»

PO W




Exemplo de codificagdo

m S@QUénCiG de caracteres: $553515351545,515353535351S>

Simbolo | Frequéncia | Cddigo
Sy 4 10
S, 3 111
S3 6 0
s 1 110

Sequéncia codificada: 11101001011011110000010111

Supondo 2 bits por caractere, a taxa de compressdo é 2/28 * 7,1 %

Se os caractares tivessem originariamente 8 bits, faxa seria maior



Moedas de troco

= Este simples problema consiste na devolugdo de um
determinado troco utilizando-se uma quantidade
minima de moedas.

= Escolha gulosa: devolver o maximo de moedas de
mais alto valor.

= Dado um conjunto de moedas, o método guloso
encontra a solucdo otima, isto €, o troco com o
menor nimero de moedas?



Algoritmo guloso

Troco MakeChange (moedas, quantia) {

troco = 0;

while (ha moedas diferentes && troco < quantia) {
Escolher o maior tipo de moeda disponivel;
while (troco < quantia)

Acrescentar essa moeda ao troco;

if (troco == quantia) return troco;
Retirar do troco a Gltima moeda acrescentada;

}

return “Nao foi possivel calcular o troco”;

Funciona?

Encontra a solucdo otima?



Um contraexemplo

= Conjunto de moedas: 1, 10, 25 e 50 centavos.
= Troco a ser dado: 30 centavos.

= Escolha gulosa: 25,1,1,1,1, 1.

= Solugdo otima: 10, 10, 10.

= A solugdo 6tima pode ser obtida através de um
algoritmo de Programagdo Dindmica.



Programagdo Dinamica

= Dynamic Programming surgiu com Bellman nos anos
50, e aplica-se a problemas de otimizagdo.

= Semelhante a Divisdo-e-Conguista, também consiste
na resolugdo de subproblemas anadlogos, mas ndo
disjuntos (had sobreposi¢do de subproblemas).

= Por esse motivo, todos os subproblemas sdo
resolvidos em ordem incremental de tamanho.

s Esses resultados sdo armazenhadas em uma Unica
tabela.

= Ganha-se tempo:
= resolvendo-se uma Unica vez cada subproblema;
= a custa de um maior espago de armazenamento.



Exemplo

Cdlculo da sequéncia de Fibonacci com Programagdo Dinamica:

int Fibonacci(n) {

F[O0] = 1;
F[1l] = 1; Tempo: O(n)
for (i=2; i<=n; i++) {

F[i] = F[i-1] + F[i-2]; Espago: O(n)

return F[n];

A Programagdo Dindmica também é chamada de
“recursdo com tabela”



Moedas de troco

= Poderiamos elaborar também uma resolugdo D/visdGo-e-Conguista para o
problema das moedas de troco:

int DCMakeChange (moedas, troco) {

if (troco == 0) return O;

q = troco; // solugdo ébvia com somente moedas de 1 centavo

for (i = 0; i < length(moedas); i++) ({
if (moedas[i] > troco) continue; // essa moeda nio serve
q = min {q, 1 + DCMakeChange (moedas, troco — moedas[il])};
}

}

return qg; // quantidade 6tima de moedas para troco

= Este algoritmo funciona. No entanto, serd que é eficiente?

= E fdcil constatar que esta tdatica leva a resolver novamente subproblemas
ja resolvidos...

= Por isso, é ineficiente: é o que chamamos de sobreposigdo de
subproblemas.



Moedas de troco

= Quando ocorre sobreposi¢do de subproblemas, € mais
eficiente resolver todos os subproblemas em ordem
incremental de tamanho, armazenando suas subsolugoes em
um vetor para eventuais consultas posteriores.

= Consideremos um exemplo: froco étimo de 15 centavos
utilizando moedas de 1, 5 e 10 centavos.

= Na simulagdo abaixo, supomos que o vetor de moedas esteja
em ordem crescente, embora isso ndo seja necessdrio (nesse
caso, seria encontrada outra solucdo também otima).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 [ 12 | 13 | 14 | 15

quant 0 1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 2

ultima 0] 1 1 1 1 5 1 1 1 1 10 | 1 1 1 1 5




Algoritmo

int DPMakeChange (moedas, troco) ({
// moedas: vetor de moedas disponiveis (menor é de 1 centavo)

quant[0] = 0; // solucdo 6tima para troco de valor 0
ultima[0] = 0; // ultima moeda dessa solucdo
for (cents = 1; cents <= troco; cents++) {
quantProv = cents; // solucido provisdria: todas de 1 centavo
ultProv = 1; // dltima moeda dessa solugédo
for (j = 0; j < length(moedas); j++) {
if (moedas[j] > cents) continue; // essa moeda nido serve
if (quant[cents - moedas[j]] + 1 < quantProv) ({
quantProv = quant[cents - moedas[j]] + 1;
ultProv = moedas|[]j];
}
}
quant[cents] = quantProv; // solucdo para troco == cents
ultima[cents] = ultProv; // tltima moeda dessa solucéo

}

return quant[troco] // quantidade 6tima de moedas para troco

}

Tempo: ©(n.k), onde n € o valor do troco e k o nimero de moedas



Encadeamento do produto de matrizes

= Multiplicagdo de duas matrizes:

= Matriz4:d xe J{
= MatrizBie Xf ‘B
= Matriz produto C=4.B:d x f
e :
= Tempo do cadlculo: O(d-ef) < J
' Je\ N\ )
e—1 A C
Cli, j1= 2 Ali,k1.Blk, j1 ~ d i ij | rd
k=0
g ~ J




Encadeamento do produto de matrizes

= Descrigdo do problema:

= O objetivo € calcular A = Ag.A;. ... Ay
= A dimensdo da matriz A, é d, xd.,;
= Qual a melhor sequéncia de cdlculo?

= Um exemplo:

= Matriz B € 3x100

= Matriz C € 100%x5

= MatrizD é5x%x5

= Total de operagdes de (B.C).D € proporcional a 1500 + 75 = 1575

= Total de operagdes de B.(C.D) é proporcional a 2500 + 1500 = 4000



Enumeracdo das solucoes

= Primeira tentativa: "forca bruta”

= Possivel algoritmo:

= Tente todas as possiveis maneiras de “parentisar” o
pr‘oduTo A = AO-AI- -An—l

= Calcule o nimero de operagdes em cada uma delas

= Escolha a melhor

= Tempo necessdrio: exponencial



Solugdo gulosa

s Ideia: selecionar as duas matrizes com menores dimensoes.

= Um contraexemplo:
= A:101x11; B: 11x9; C: 9x 100; D: 100 % 99

= A solugdo gulosa é A.((B.C).D), que gasta tempo proporcional a
9900 + 108900 + 109989 = 228789

= A solugdo 6tima é (A.B).(C.D), que gasta tempo proporcional a
9999 + 89100 + 89991 = 189090

= Método Guloso ndo garante solugdo 6tima para este
problema, mesmo utilizando outro critério (por exemplo,
selecionar as duas matrizes cujo produto tenha o menor
ndmero de operagdes).



Divisdo em subproblemas

= Definigdo dos subproblemas:

= Um subproblema € encontrar a melhor "parentisagdo” de A A..;. ... .A;.
= Seja N;; o nimero étimo de operagdes realizadas neste subproblema.

= A solugdo étima do problema completo serd Ng . ;.

= A solugdo 6tima do problema original pode ser definida em
termos de subsolugdes otimas:

= Deverd haver uma dltima multiplicagdo nessa solugdo 6tima.
= Suponhamos que seja apés o indice k: (Aq. ... .AR).(Akit. ... .Ap1).

= Nesse caso, a solugdo étima Ng ,; serd a soma de duas subsolugdes
étimas Ng x e Ny.1 .1, mais o tempo gasto na dltima multiplicagdo.

Isso seria: Ngk + Ny.n1 + do.der.dp.
No entanto, serd preciso testar todos os possiveis valores de k...



Equagdo de cdlculo

= Lembrete: cada matriz A; fem dimensdo d; X d.,;.

= No cdlculo de N ;, serd preciso considerar todas as
possiveis posi¢oes para a Ultima multiplicagdo:

N, = min{N, + N+ d’dk+1dj+1}

i<k<j
= Repare que esses subproblemas ndo sdo disjuntos, mas
sobrepostos.

= Exemplo onde n=4: (Ag.A1.A5.A3)

(A)(ALAzA)  (AohA) (AzA)  (AoALAr)(As)
( <@ (A;) (A (A)  (A2)  (As) ( @ (A

(A2)  (A3) (A) (A7) (A)  (A2) (Ao)




Ideia da Programag¢do Dinamica

= Como ha sobreposigdo de subproblemas, ndo
convém resolve-los recursivamente (ndo seria
eficiente).

= O melhor método serd uma construgdo bottom-up
das subsolugdes 6timas.

= Comegamos pelos subproblemas menores:
N;;, O<i<n, que tem "tamanho” 1.

= Em sequida, resolveremos os problemas de
“tamanho"” 2; depois, os de "tamanho” 3; e assim por
diante.



Visualizagdo do algoritmo

= N;; consulta valores
prévios na linha i e na
coluna j.

= A construgdo bottom-
up preenche a matriz
N pelas diagonais.

= O cdlculo de cada
posigdo N;; gasta
tempo O(n).

Tempo total € O(n3).

Ni,j = min{Ni,k T Nk+1,j T didk+1dj+1}

i<k<j

Njo 1 . i j . nl

0 |

1 ™~ _
solucdo

i B | final

j ||

n-1




Exemplo onde n=5

" A= Aj.ALAL A5 A, onde as dimensoes sdo,
respectivamente: 5x4, 4x1, 1x3, 3x7 e 7x2.

= Portanto: dO:5, d1:4, d2:1, d3:3, d4:7 e d5:2.

N|lo|1]|2]|3]4 T \ o|1|2]s
0| o|20|35]|76]| 65 0 }( o]| 1|1
1 0 |12 | 49 | 43 1 1 | 1
2 0| 21|35 2 T | 2
3 0 | 42 3

4 0 4 \_

Sequéncia otima: ((Ag. A).((A, Az . Ay)




Algoritmo

MatrixChain () {
for (1i=0; i<n; 1i++)
N[i,i] = O; // subproblemas triviais
for (b=1l; b<n; b++) // tamanhos dos subproblemas
for (i=0; i<n-b; i++) {

j = i+b; // novo intervalo para subproblema
N[i,j] = +o; // valor provisdério para a solucgédo
T[i,j] = 1i; // valor provisdério para o indice

for (k=i; k<j; k++) { // equacio de calculo
x = N[i,k] + N[k+1,3] + d[i].d[k+1].d[j+1];
if (N[1,3] > x) {
N[i,]] = x;
T[i,]]

X,

k: // (Bi...BAy) . (Agi---Ay)
}

}

return N[O,n-1];

Tempo: O(n3)



Maior subsequéncia comum (LCS)

= Dadas duas strings X = (Xsere Xy € Y = Y1, Y0,
deseja-se encontrar a maior subsequéncia
compartilhada por ambas.

= Ndo € necessdrio que os caracteres dessa
subsequéncia estejam em posi¢des contiguas nas
palavras originais, mas que seja mantida a ordem
entre eles.

= Exemplo: as LCS de X=ababc e Y=abddcb sdo
abc (ababc e abddcb) e abb (ababc e abddcb),

ambas de tamanho 3.

= A solugdo’ forga bruta” gastaria tempo O(n.2™):
2™ subsequéncias de X e n testes com V.



Ideia

= Seja X;= (Xq,....X;) o prefixo formado pelos primeiros i
caracteres de X. Idem para Y; = (yy,....yi).

= SejaZ =(zy,..,z¢) uma LCS de X e de Y com tamanho k.
= Se X=Y,, entdo z=x, =y, e Z,.1 € uma LCS de X, .; e de Y.
= Se Xty entdo:
= oUZiX,eZéumalLCSde X,.1edeV;
= ouzazy,eZéumalCSde XedeVY,,.
= c[i,j]. que € o comprimento da LCS de X; e de Y;, sera:
= 0, sei=0 ou j=0;
s c[i-1,j-1]+ 1, se >0, >0 e x;=yj;
s max {c[i-1,j], c[i,j-11}, se >0, j>0 e x;zy;.
= c[m,n] serd o comprimento da LCS de X e de Y.



Exemplo

(GGATCGA ) e Y =(GAATTCAGTTA)

X

G A AT TCAGTTA

N
0123345®A
O
012234n75_m|.v
O|l—=|n| || < Te) <
i S
012234®5M.\
Vp)]
01123$45C
—)
01123®44
o[~ [~/ [~
011?3333
SEECNREE
O+ﬂV222226
I
O®111111 —
3
OOOOOOOOL
O O < FF OV O <



Algoritmo

= Inicialmente, calculamos duas matrizes: c e trace

LCS() |

for (i=0; i<=m; i++) c[i,0] = O;

for (j=0; j<=n; j++) c[0,3] = O;

for (i=1l; i<=m; i++)

for (j=1; j<=n; j++)
if (x[1i] == yI[]]) {

c[i,j] = c[i-1,35-1] + 1;
trace[i,j] = “N; }

else if (c[i,j-11 > c[i-1,3]) {
c[lIJ] = C[ilj_]'];

trace[i,j] = “=2”; }
else { c[i,j] = c[i-1,3];
trace[i,j] = “”7; }

return c, trace;

Tempo: O(n.m)



Algoritmo

= Posteriormente, a impressdo da LCS pode ser realizada
através de um percurso na matriz trace

PrintLCS (i, j) {
if (i==0 || j==0) return;

if (trace[i,j] == “N") {
PrintLCS(i-1, j-1);
print x[i];
}
else if (tracel[i,j] == “\”) PrintLCS(i-1, j);
else PrintLCS (i, j-1);

Chamada inicial: PrintLcS (m, n)

Tempo: O(n+m)



Problema da mochila

= Dado: um conjunto S de n itens, onde cada item i, lci<n, tem:
= Um peso positivo w;
= um lucro positivo associado p;

= Objetivo: escolher os itens de S que proporcionem um lucro
mdximo, mas cujos pesos hdo ultrapassem a capacidade ¢ da

mochila.

= Quando os itens ndo podem ser repetidos nem fracionados,
este problema é conhecido como 0/7 Knapsack Problem.

= Neste caso, chamando de T o conjunto de itens
selecionados, desejamos:

maximizar Zpl. sujeitos a Zwl.s &
€T I€T



Equagdo de otimalidade

= Seja Sy o conjunto dos itens numerados de 1 até k, 1<ksn.

= Definimos B[k,w] como a solugdo 6tima de S, com peso
maximo w, O<wx<c.
= Para calcular B[k w], temos duas opgoes:

= Se wy>w, o item k ndo poderd entrar nessa solugdo. Portanto,
B[k w] serd igual a solugdo de S,_; com peso mdximo w.

= Caso contrdrio, serd preciso verificar se vale a pena incluir o item k,
utizando solugdes 6timas de subproblemas menores.

= Isso permite-nos escrever a seguinte equagdo de
otimalidade:

Blk—1,w] ,Sew, >w

max{B[k —1,w], B[k—1,w—w,]+p,} ,caso contrdrio

Blk,w] ={



Algoritmo

B[k w]: solugdo 6tima considerando apenas os k primeiros
itens e uma mochila de capacidade w.

Blk.w]= Blk—1,w] ,Sew, >w
9W - Y
max {B[k—1,w], Blk—L,w—w,]+p,} . caso contrario

KnapsackO01l () {
for (1i=0; i<=c; 1i++)
B[0,i] = O; // nenhum item é considerado
for (k=1; k<=n; k++) // incremento nos itens
for (i=0; i<=c; i++) // incremento na capacidade
if (w[k] > i) B[k,i] = B[k-1,1i];
else B[k,i] = max {B[k-1,i], B[k-1,i-w[k]] + plkl};
return B[n, c]

Tempo: O(n.c)



Exemplo com n=4

O W1:P1:7, W2=P2:7, W3:P3=2, W4:P4:3, c=11

B|oOo|1 |2 |3 |4|5|6|7|8]|9 10|11
ocojlolo|lo|o|]oOo|O|]O|]O|O|]O|O]|O
l'tfolo|lo|]o|lo|o|OoO |7 |7 |7 |77
Zlolo|lo|lo|lo|oOo|O |7 |7 |7 |77
S1o|o |2 |2 |2 |22 |7 |7]°9

4100|233 |5 |5 |7 |7 ]9]10]10

= O preenchimento étimo da mochila tem valor 10

= Como encontrar os itens dessa solucdo?



Vetor de itens

= Através do vetor bindrio X = {x;, X5, ..., X,}, onde x; e {0, 1},
podemos representar os itens presentes na solugdo étima .

= Considere o exemplo anterior, onde a mochila tem capacidade
11, e ha 4 itens cujos lucros sdo iguais aos pesos:

Blol1 2345678‘91011
W olo|lolo|lo|o|o]|oO O//:(;\|O 0|0 X
1|7 1{ojlo|ofojofo|o|7f7N7|7]|7 11
217 200000007)1%771 2|0
3|2 sjojof2j2|a|2|2a|7\7)9]9/(9 30
413 40023355779101\19) 41

= A solugdo 6tima é formada pelos itens 1 e 4, com pesos
wi=7 e wa=3.



Algoritmo

= Cdlculo do vetor X, considerando o caso geral em
que cada item i tem peso w[i] e lucro p[i], 1cicn:

VetorX () {
r = c; // peso disponivel na mochila
s = B[n,c]; // lucro corrente
for (i=n; 1i>0; i--)
if (B[i-1,r] == s)
X[i] = 0; // item i ndo entrou
else {
X[i] = 1; // item i entrou
s -= pl[i];
r -= w[i];

Tempo: O(n)



Complexidade de tempo

= O problema da mochila, mesmo com outras variantes, é
NP-Dificil, ou seja, ndo se conhece nenhuma resolugdo
de tempo polinomial para ele.

= Embora parega, @(n.c) ndo é polinomial. Na verdade, a
capacidade ¢ da mochila poderia ser de ordem
exponencial em relagdo ao nimero de itens da mochila.

= Portanto, neste caso costuma-se dizer que ©(n.c) é uma
complexidade pseudopolinomial.

= Uma das melhores resolugoes para o 0/1 Knapsack
Problem com n itens, sem o uso da Programagao
Dindmica, é o algoritmo das duas listas, de Horowitz e
Sahni, que gasta tempo e espago O(2"2).



A técnhica memorzation

= Hd um modo simples de transformar um algoritmo
de DivisdGo-e-Conguista em um “equivalente” do
estilo Programagdo Dinamica.

= Vimos que a DivisGo-e-Conguista ndo é eficiente
quando os subproblemas sdo sobrepostos: neste
caso, 0s mesmos subproblemas acabam sendo
resolvidos varias vezes...

= Uma forma de evitar esse mau desempenho é
armazenar em vetores as subsolucoes calculadas e,
antes de chamar uma nova recursdo, verificar se o
caso em questdo ja foi ou ndo resolvido.

s Esta técnica é chamada de memorzation.



Exemplo

int

int

Calculo de Fibonacci com a téchica memorzation:

Fibonacci(n) {
m[0] = m[1l] = 1;
for (i=2; i<=n; 1i++)
m[i] = -1; // indicacdo de que ndo foi resolvido
return fib(n) ;

Tempo: O(n)
Espago: O(n)

fib(n) {
if (m[n] < 0) // verifica se ja foi resolvido

m[n] = £fib(n-1) + fib(n-2);
return m[n];



Comparagoes

= Memoization € uma técnica fop-down, ao
contrdrio de Programag¢do Dinamica (boﬁom -up).

= Vantagens:

= Pode ser mais simples de codificar e de validar.

= A complexidade de fempo € a mesma do algoritmo de
Programagdo Dinamica.

= Se algum subproblema ndo precisar ser resolvido, o
tempo correspondente sera economizado.

= Desvantagem:

= Geralmente, o algoritmo memoization é mais lento
devido ao overhead das chamadas recursivas.



Exercicios

= Simule a execugdo dos algoritmos de Programagdo
Dinamica abaixo, preenchendo suas tabelas a
mdo:

= Moedas de troco
= Encadeamento do produto de matrizes
= Maior subsequéncia comum

= Problema da mochila

= Escreva a versdo memoization desses algoritmos.



