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9) Algoritmos em grafos

Union-find, Kruskal, Prim



Conjuntos disjuntos dinamicos

= Em diversas aplicagdes, é necessdrio representar uma parti¢do dinamica de um
conjunto S com n elementos.

= Concretamente, esta partigdo corresponde a uma colegdo de subconjuntos S;
disjuntos tais que:

= ¥S,cS
= U5 =5
- SNS=¢
= Deseja-se uma estrutura de dados com trés operagoes:
= MakeSet(x): cria um subconjunto unitdrio com o elemento x
= Union(x,y): une os subconjuntos que contém os elementos x e y

= Find(x): retorna o representante do subconjunto que contém x (importante: cada
subconjunto possui um dnico representante)

= Alguns exemplos de aplicagdo: implementagdo eficiente de conjuntos, obtengdo
de drvores de espalhamento, algoritmos de c/ustering, alcance e conectividade,
solugoes de jogos e quebra-cabegas, efc.



Implementagdo com listas

= Uma possivel implementagdo seria utilizar uma lista para cada
subconjunto, onde o representante € o seu primeiro né.

= Exemplo:

S, \_/
= O ponteiro para o lider permite que Find gaste tempo constante.

= Armazenando também o tamanho do subconjunto, Union gastard tempo
proporcional ao famanho do menor subconjunto.



Andlise amortizada de tempo

= Se uma sequéncia de q operagdes gasta tempo T(q), dizemos que o custo
amortizado por operagdo é T(q)/q.

= Vamos analisar a eficiéncia desta estrutura baseada em listas através
de uma andlise amortizada, ou seja, calcularemos o fempo de pior caso
de q operagoes MakeSet, Union ou Find:

= Devem estar necessariamente incluidas n operagoes MakeSet, ou seja, q 2 n.
= Cada MakeSet ou Find gasta tempo O(1).

= O ndmero maximo de operagdes Union é n-1. Em cada Union, o tamanho do
menor subconjunto € ao menos dobrado: desse modo, qualquer elemento
terad seus ponteiros atualizados no mdximo Ig n vezes. Portanto, o tempo
total das operagdes Union é O(n.log n).

= Podemos dizer que, nesta estrutura baseada em listas, q > n operagoes
MakeSet, Union ou Find gastam tempo O(q + n.log n). Portanto, seu
custo amortizado € O((n.log n)/q).



Implementagdo com arvores

= Outra possivel implementagdo é através de drvores, onde a
raiz € o representante do subconjunto.

= Exemplo:

= A operagdo Find exige um percurso até a raiz.

= Na operagdo Union, a raiz da drvore mais baixa apontara para
a raiz da mais alta, que serad a representante do novo
subconjunto.



Pseudocddigos com uso de rank

Em cada nd, o campo rank armazena a altura da sua sub-drvore

Union(x,y) {
x1l = Find(x);
yl = Find(y);

MakeSet (x) {
X.pai = x;

x.rank = 0; if (x1 '= yl)
} if (xl1l.rank > yl.rank)
yl.pai = x1;
else
if (xl.rank < yl.rank)
elemento Find(x) { xl.pai = yl;
while (x !'= x.pai) { else |
x = x.pai; yl.pai = x1;
} x1.rank++;

return x; }



Propriedades desta implementagao

1)
2)
3)
4)

5)

6)

Se 0 né x ndo € raiz, entdo x.rank < (x.pai).rank.
Quando o nd x deixa de ser raiz, x.rank nunca mais sera alterado.
Quando a raiz x passa a ter um pai p, entdo x.rank < p.rank.

Uma raiz com rank r tem no minimo 2" descendentes.
= Prova por indugdo em r:
= Verdadeiro parar=0:12>2°,

= Uma raiz com rank r+1 é criada pela unido de duas raizes com rank r: portanto,
o total de descendentes serd no minimo 2" + 2r = 21,

Como hd n elementos, o valor mdximo de rank é | Ig n/.

= Segue a partir das propriedades (1) e (4).

= Bastam O(n.log log n) bits para armazenar os ranks de todos os n nés.
Ha no maximo n/2" nés com rank r, para qualquer r > O.

= Se for raiz: seque pela propriedade (4).

= Se for nd interno: tinha essa propriedade quando era raiz; pela
propriedade (2), seu rank ndo mudou; seus descendentes permanecem.



Compressdo de caminhos

= Nesta estrutura baseada em drvores, é possivel adotar uma melhoria:
na execugdo de cada operagdo Find, fodos os nés percorridos passam a
apontar para a sua correspondente raiz.

= Exemplo:

Antes de Find(3) Apds Find(3) Novo pseudocédigo

elemento Find(x) {
if (x '= x.pai)
xX.pai = Find(x.pai);
return x.pai;

= Rank passa a ser um limite superior para a altura da sua sub-drvore.

= Caso contrdrio, Find precisaria atualizar esse campo em cada hé
percorrido. Veremos que ndo vale a pena fazer isso...



As propriedades continuam vdlidas

= A compressdo de caminhos ndo altera a implementagdo
das operagoes MakeSet e Union.

= As operagoes Find afetam somente nés internos, enquanto
as operagdes Union afetam somente as raizes.

= A compressdo de caminhos:

®m ndo cria nhovas raizes;
m nhdo altera os ranks de cada né;

= ndo move nés de uma drvore de raiz x para outra de raizy.

= Portanto, tfodas as propriedades anteriores continuam
vdlidas.
= As propriedades (1) e (3) também: quando um né muda de pai, seu

novo pai serd um né ancestral da mesma drvore, que possui um
rank ainda maior.



Logaritmo bindrio iterado

log* n = k, onde k € o menor inteiro tal que Igkn < 1

ign=1g (Ig (g ( ... (g n) ... ))) n log™ n
k\;ezes 1 0
2 1
Definicdo formal: [3. 4] 2
log™ n ‘-- 0 sen<t [17[56;512;6] Z
| 1+ 1og* (I sen>1 '
| L+log™(ign) sen (65537, 2655%6] | 5

269536 » 1019728 Total de dtomos no universo < 1083

Para valores praticos de n, log* n<5



Tempo das operagoes Find

O tempo de cada operagdo Find é proporcional ao tamanho do percurso
nas arvores através do ponteiro pai. Devido a propriedade (1), esse
percurso sempre leva a nés com maiores valores de rank.

Lembrando que o maior valor possivel de rank é | Ig nl, vamos distribuir
todos esses valores em até log™ n intervalos: [1], [2], [3, 4], [D, 16], ...,
[r+1, 2r=R], [R+1, 2R=5], [S+1, LIg n]].

A quantidade de nés com rank no intervalo [r+1, 2"=R] é no mdximo n/2":

= Basta aplicar a propriedade (6) a cada valor deste intervalo, e observar que
a primeira parcela é maior que o restante da somatdria.

= n/2rl+n/2r2+  +n/2R<2n/2r1 = n/2r

Quando um né com rank no intervalo [r+1, 2'] deixa de ser raiz, ele
recebe 2" créditos para serem consumidos em operagdes Find.

= Portanto, cada intervalo [r+1, 2r] recebe até 2r.(n/2") = n créditos.

= Como hd até log* n intervalos, sdo distribuidos no maximo n.log* n créditos.



Trés possiveis casos

= Na operagdo Find(x), ha 3 possiveis casos:
= X.pai € uma raiz: gasta tempo constante.

= (x.pai).rank estd em algum intervalo posterior: isso pode ocorrer
até log™ n vezes, pois é a quantidade de intervalos.

= (x.pai).rank esta no mesmo intervalo [r+1, 2'] de x.rank:
= Suponha que o né x pague um crédito por ponteiro percorrido.

= Depois de gastar seus 2" créditos, o né x chegard necessariamente ao
proximo intervalo. Em outras palavras, os créditos de x permitem que
ele se torne filho de uma raiz de algum intervalo posterior.

= Deste modo, os n.log* n créditos distribuidos garantem que todos os
nds passem a ter como pai uma raiz de algum intervalo posterior.
= Portanto, depois que n.log* n ponteiros forem percorridos
em operagoes Find, o famanho de qualquer percurso nas
arvores se tornara O(log™ n).



Andlise amortizada de tempo

= Sejam q 2 n operagoes MakeSet, Union ou Find aplicadas sobre
n elementos, utilizando drvores com compressdo de caminhos.

= Como had n operagdes MakeSet e o tempo de uma operagdo
Union é da ordem de duas operagdes Find, basta
contabilizarmos o fempo das operagoes Find.

= Portanto, essas q operagoes MakeSet, Union ou Find aplicadas
sobre n elementos gastam tempo O(q.log* n).

= Para valores pradticos de n, este tempo é O(q), ou seja, o custo
amortizado dessas q operagdes é praticamente constante.

= A demonstragdo apresentada se deve a Hopcroft e Ullman
(1973). Em 1975, Tarjan provou que este custo é O(q.a(n)),
onde a(n) é o inverso da fungdo de Ackermann: uma fungdo que
cresce ainda mais lentamente que log™ n.



Subgrafos

= O grafo 6'=(V',E") é um subgrafo de 6=(V,.E)se V'c Ve
E' < E, e todas arestas de E' tém seus vértices em V..

= Quando V'=V, G' é chamado de subgrafo gerador de G.

= Seja X c Ve E(X) o subconjunto das arestas de E com
ambos os vértices em X. Dizemos que G(X)=(X,E(X)) € o
subgrafo de G induzido por X.

= Exemplo:

G/ / X={2,3,4,5}

6 ; ’ 6(X)



Arvore geradora de custo minimo (MST)

= Dado um grafo 6=(V,E), conexo e ponderado, com custo associado
c(e), e € E, deseja-se encontrar um subgrafo T tal que:

= seja gerador de G (isto €, possua todos os vértices);
= seja aciclico e conexo (isto €, uma drvore);
= tenha custo total ¢(T) = £ __gc(e) que seja minimo.

= T também costuma ser chamado de drvore de espalhamento de
custo minimo.

= Este conceito poderia ser generalizado para um grafo desconexo...

= Alguns exemplos de aplicagdo: projeto de redes e sistemas de
transportes, determinagdo de rotas eficientes, andlise da estrutura
de redes sociais, representagdo de drvores genealdgicas, eftc.



Exemplo

® ®
4 /
3 ® 8
© ©
Arvore geradora Arvore geradora

com custo 24 com custo 15



Ideia de Kruskal (1956)

= Principio: a aresta de menor custo sempre pertence
a drvore geradora de custo minimo.

= Demonstracado:

= Suponha, por absurdo, que a aresta de custo minimo ndo
esteja na solugdo 6tima.

= A inserg¢do desta aresta na solugdo 6tima gera um ciclo.

= Removendo-se a aresta de maior custo neste ciclo (que
ndo € a inserida), obtém-se uma nova drvore geradora.

= Essa nova arvore tem um custo inferior a solucdo 6tima
inicial: contradicdo.



c(T) = 24

Componentes
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Algoritmo de Kruskal

Kruskal (G) {
T « J;

A < vetor com as arestas em ordem crescente de custo;
for (i=1; i<=n; i++)
MakeSet (i) ;
for (i=1l; i<=m && |T|<n-1; i++) {
<u,v> = A[i];
if (Find(u) '= Find(v)) {
T <« T U {<u,v>};
Union(u,v);

} = Complexidade de tempo:

= Ordenagdo dos custos: ©O(m.log m)

= n MakeSet, 2m Find, n-1 Union: O((n+m).log* n)

= Total: ©(m.log m), supondo m > n



Ideia de Prim (1957)

= Inicialmente, T serd um vértice arbitrario de 6.

= Critério de inclusdo de vértices e arestas em T:

= Dentre todas as arestas de G incidentes em T, escolhe-se a
de menor custo.

= Essa nova aresta e seu vértice adjacente serdo incluidos
em T somente se esse novo vértice ainda ndo estiver em T.

= O processo termina quando T ficar com n vértices.

= E preciso utilizar uma estrutura de dados que
armazene em ordem crescente de custo os vértices
ainda ndo incluidos na arvore.



Exemplo

c(T) = 33




Algoritmo de Prim

Prim(r) {
T « J; // arvore de espalhamento de custo minimo
U « {r}; // vértices que ja estdo na arvore
while (U # V) {
<u,v> = aresta de custo minimo | ueU e veV-U;
T < T U {<u,v>}; // aqui, T contém sé arestas
U« U U {v};

= Com heap de minimo, o tempo de pior caso serda @((n+m).log n):

= O heap possuird apenas os vértices vizinhos da drvore em construgdo, cada um
com sua distdncia corrente (comecard com o vértice r, com distdancia nula).

= Quando um vértice é retirado desse Aeap, modificam-se as distancias que seus
vizinhos tém em relagdo a drvore (serd preciso manter um vetor auxiliar que
armazena a posi¢do corrente de cada vértice no Aeap).

= No total, sdo realizadas n extracoes de minimo e até m modificacoes de valor.



Outros problemas intratdveis

= Cliqgue € um subconjunto de V que induz um grafo completo.
= Exemplos:

. Ci={1,2,3  C3=1{4,6)
/ [ > C,=1{2,4,5  Ca=1s
4

3

= Ndo se conhece um algoritmo de tempo polinomial no tamanho
do grafo que encontre seu cligue mdximo.

= Ha ainda muitos problemas em grafos que sdo intratdveis, ou
seja, se desconhecem resolugdes de tempo polinomial:
coloragdo, caixeiro viajante, cobertura de vértices, conjunto
de vértices dominantes, etc.



