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6) Busca de padroes

Knuth-Morris-Pratt, Boyer-Moore, Karp-Rabin



Padroes e alfabetos

= Padroes (patterns ou strings) sdo sequéncias de
caracteres.

= Exemplos: documentos, programas, paginas web,
sequéncias de DNA, imagens digitalizadas, etc.

= Um alfabeto Z ¢ um conjunto de possiveis
caracteres para uma familia de padroes.

= Exemplos: ASCII, Unicode, {A, C, G, T}, {0, 1}.

= Dados os padroes T e P, de tamanhos he m, o
problema da busca de padroes (pattern mafc/?m_q)
também chamado de correspondéncia de cadeias,
consiste em encontrar subsequéncias de T iguais a P.

= Sem perda de generalidade, vamos supor h > m.



Prefixos e sufixos
= Consideraremos um padrdo P de famanho m como
um vetor P[0..m-1] de caracteres.

= Os prefixos de P sdo as subsequéncias P; = P[0..i],
onde O <i<m.

= Os sufixos de P sdo as subsequéncias S; = P[i..m-1],
onde O <i<m.

= Seja € o caractere vazio. Por definigdo, Py = S, = .

= Se w é um padrdo, entdo ew = we = w.



Solugdo por "forga bruta”

= Ha dois problemas: encontrar todas as ocorréncias de Pem T
ou apenas a primeira delas. Vamos apresentar algoritmos que
encontram somente a primeira ocorréncia.

= Caso se deseje encontrar as demais, bastaria armazenar a posigdo

inicial de cada ocorréncia e continuar a busca. Os algoritmos
apresentados consideram a possibilidade de sobreposigdo.

= O algoritmo de busca de padrdes através da "forga bruta”
compara P com T para cada possivel deslocamento:

= até que a primeira ocorréncia do padrdo P seja encontrada em T;
= ou até que todos os possiveis deslocamentos sejam testados.

= No pior caso, (praticamente) todos os caracteres de P serdo
comparados com todos os caracteres de T.

= Portanto, este algoritmo gasta tempo O(nh.m).



Algoritmo “forga bruta”

int BruteForceMatch () {
for (i=0; i<=n-m; i++) {

j = 0;
while (j<m && T[i+j]==P[]j])
j++;
if (j == m) return i; // P encontrado em T[i]
}
return -1; // P ndo foi encontrado

Tempo: O((h-m).m) = O(h.m)



Busca através de automato

= Um método mais eficiente é montar uma maquina de estados,
chamada autémato finito.
= Ideias:

= Cada estado desse automato significa o reconhecimento de um prefixo
do padrdo.

= A leitura de cada caractere de T provoca uma mudanga de estado.

= Ha um Udnico estado final, que somente é atingido apds a leitura de uma
subsequéncia igual a P.

= O automato pode ser representado por uma matriz AF de
duas dimensoes: considerando que esteja no estado s e que o
proximo caractere é x, AF[s,x] serd o préximo estado.

= A principal dificuldade ndo € o uso desse automato, mas a sua
construcao.
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Algoritmo

Busca de P em T através de um automato:

int AFMatch () {

s =0; // 0 é o estado inicial
for (1i=0; i<n; i++) {
s = AF[s,T[i]];
if (s == m) // Gltimo estado foi atingido
return i-m; // posicdo de P em T

}

return -1; // P ndao foli encontrado

Tempo: O(n)



Construgdo do automato

= O que caracteriza o estado s, 0 < s < m, é que o prefixo P,_; acabou de ser
reconhecido. Portanto, quando o estado final m € atingido, P foi
reconhecido completamente.

= Transigoes quando ndo ocorre casamento:

= Se o0 autdmato estd no estado s (ou seja, Ps.1 foi reconhecido) e, apés ler o
caractere T[i], deve voltar para o maior prefixo ainda vdlido, serd preciso
encontrar o maior estado O < k < s tal que Py seja sufixo de PS 1 T[i]. Isso pode
ser feito através de uma busca exaustiva em P.
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= ComoP=¢ sempre é sufixo de P41 T[i], havera volta para o estado inicial
quando k = O for a dnica solugdo.

= Por outro lado, transi¢oes para estados maiores correspondem aos casos
em que P, é sufixo de P, ;T[i], ou seja, se houver solugdo para k = s+1.



Algoritmo

AFConstruct () {
for (s=0; s<=m; s++)

for x € 2 {
k = min{s+2, m+l}; // primeiro estado a ser testado

repeat
k--; // testes em ordem decrescente

until (P,_,; seja sufixo de P__;x); // tempo © (m)
AF[s,x] = k;

Tempo: O(m3.|Z])

Pode ser melhorado para O(m.|XZ|)



Knuth-Morris-Pratt (1970-1976)

= Ideia: considerando o algoritmo “forga bruta”,

quando ocorre uma diferenga entre T[i] e P[], ndo
seria possivel fazer um des/ocamento maior de P

para a direita, evitando comparagdes redundantes ?

= Exemplo:
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Estas comparagdes ndo Deslocamento maior:

precisam ser refeitas recomegar aqui




Funcdo de falha

= Pré-processamento em P: determina se seus prefixos
aparecem como subsequéncias dele mesmo.

= A fungdo de falha F(k) sera definida como o tamanho do
maior prefixo de P[0..k] que é sufixo de P[1..K].

= Informalmente, é o famanho do maior “comego” de P que
também aparece no seu "fim”, sem considerar ele mesmo.

= Exemplo: T alblala|b|x

i

k lol1]2]3]|4]5 Pla|bla|a]|b|a

Plkl]| a | b | a|al|b]|a | J
Fololo 1] 1]2]3 Plalblala|b|a

F(j-1)
= SeP[j]# T[i], entdo j receberd o valor F(j-1).



Algoritmo KMP

int KMPMatch() {

FailureFunction() ; // Veremos que gasta tempo © (m)
i=20;
j =0;
while (1 < n)
if (T[i] == P[]])
if (§ == m-1)
return i-j; j € incrementado n vezes no maximo
else (///>
{ i++; J++; }
else
if (3 '= 0)
j = F[j-1]1;
else 'L——> Como é um decremento, serd executado até n vezes

1++;
return -1;

Tempo do lago while: O(n)



Exemplo

alb|a ala|bla|c|lcla|blalcl|la|b
1 2 3 45 6
alblalclal|b
/
alblalclal|b
8 9 1011 12
alblalclal|b
13
alblalclalb
14 15 16 17 18 19
j Ol 11213 |4]|5 a|bla|c|a|b

o
o
o
O
o
o

PLj]
FG)loJo|1]o|1]2




Exemplo: cadlculo da fungdo de falha
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Calculo da fungdo de falha

Subsequéncias de P sdo procuradas dentro dele mesmo:

FailureFunction () {

F[0] = O;
j = 0; // indice que percorre os prefixos
i=1; // indice que percorre os sufixos
while (1 < m)
if (P[i] == P[j]) // j& combinaram j+1 caracteres
Fli++] = ++3;
else if (j == 0) g -~
Flit+] = 0; J € incrementado m-1 vezes no maximo
else
j = F[j-11; // uso “recursivo” de F

t—) Como € um decremento, serd executado até m-1 vezes

Tempo: O(m)



Boyer-Moore (1976)

= Tdeias do algoritmo de Boyer-Moore:

= Baseia-se na alta probabilidade de encontrar diferengas
quando os padroes sdo pequenos e os alfabetos grandes.

= Por isso, P é comparado com T de trds para frente.

= Quando se encontra uma diferenca em T[i], o padrdo P
dard um salto a frente, considerando-se as comparagoes
ja realizadas.

T

—> T[i] 2 P[]

o
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= Serd preciso averiguar 3 casos diferentes.



Caso 1

= P ndo contém x

‘ inovo

JHOVO

= Deslocar P para a direita, alinhando P[O] com TT[i+1]



Caso 2

= A Ultima ocorréncia de x em P estd algum indice menor do
que J.

T x| a T x| a
| ‘ iY’!OVO
P x|c|b|a P x|c|b|a
j JHOVO

= Deslocar P para a direita, até que a dltima ocorréncia de x
fique alinhada com TTi].



Caso 3

= A Ultima ocorréncia de x em P estd em algum indice maior
do que j.

‘ iY\OVO

J novo

= Deslocar P apenas uma posi¢do para a direita.



Exemplo
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Outro exemplo
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Funcdo de ultima ocorréncia

= Através de um pré-processamento, o algoritmo de
Boyer-Moore calcula uma fungdo L: > — I, onde
L(x) € definida como:

= 0 maior indice i tal que P[i] = x;

= -1, caso este indice ndo exista.

= Exemplo: Z = {a, b, ¢, d} Pla|bla|c|a|b
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Algoritmo BM

int BoyerMooreMatch() ({
for (k=0; k<|Z|; k++)
L[k] = -1;
for (k=0; k<m; k++)
L[P[k]] = k;

i =m-1;
J = m-1;
repeat
if (T[i] == P[]])
if (j == 0) return 1i;
else { i--; j--; }
else {
x = L[T[i]];
i += m - min{j, 1l+x};

until (i > n-1);
return -1;

} Casol: i += m; pois x= -1




Andlise de tempo

Exemplo de pior caso:
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= Tempo: O(n.m + |Z|)

= Os piores casos
costumam ocorrer
quando o alfabeto é
pequeno (DNA, imagens
digitais, etc.), mas sdo
pouco comuns em
documentos.

= No entanto, quando o
alfabeto é grande, o
melhor caso é 2(n/m)...



Karp-Rabin (1980)

= Se>={0,1}em<8,abuscadePem T poderia ser realizada
através de comparagoes entre bytes, que é muito rdpida.

= Se>={0,1,2,..,9}, P seria um nimero de m digitos.
Poderiamos entdo aplicar essa mesma ideia, deslocando uma
janela de m digitos e comparando ndmeros inteiros?

= Se P eventualmente ndo couber em uma variavel inteira,
poderiamos calcular alguma fungdo de dispersdo (hashing)
para cada subsequéncia de T com famanho m e compara-la
com o correspondente valor desta fungdo para P:

= Se forem iguais, um algoritmo de "forga bruta” verificaria se o
padrdo foi mesmo encontrado.

= Se forem diferentes, o algoritmo continuarad a busca, calculando a
mesma fungdo para a proxima sequéncia de m digitos em T.



Valor em P

=2={0,1,2,..9)
= p: valor do nimero representado pelos m digitos de P

= Através da Formula de Horner, p pode ser calculado em
tempo O(m):

= p=(..(P[0].10 + P[1]).10 + ... + P[m-3]).10 + P[m-21).10 + P[m-1]
= Basta um comando for com multiplicagdes e adigdes.
= Exemplo:
= P="1569" m=4
= p=((110+5)10+6)10+9

= 3 multiplicagdes e 3 adigoes



Valoresem T

= t,: valor do ndmero representado pela
subsequéncia T[s..s+m-1], 0 ¢ s < n-m.

= Exemplo:

N = T="64152" m=4,5s=0, ;= 6415, T[s+m] = 2

= t,,4= 10(6415 - 1000.6) + 2 = 4152

~
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l[s+m] = t.,1 pode ser calculado a partir de t; em
tempo O(1):

s o1 = 10(t, - 10m™IT[s]) + T[s+m]

= A subtragdo de 10™!T[s] remove o digito de
mais alta ordem

= T[s+m] serd o novo digito de mais baixa ordem



Complexidade dos calculos

= p e o podem ser calculados em tempo O(m).
= T, pode ser calculado a partir de T, em fempo O(1).
= t, ..., t.m podem ser calculados tempo O(n-m).

= Portanto, todas as ocorréncias de P em T podem ser
encontradas em tempo O(n).

= No entanto, para que as comparagoes entre p e cada t,
sejam feitas em tempo constante, esses nimeros devem
estar limitados ao valor mdximo de um inteiro suportado
pelo sistema (depende da quantidade de bytes utilizados).

= Como vimos, esse eventual problema pode ser resolvido com
o uso de uma fungdo de dispersdo (hashing).



Uma solugao

= Fungdo de dispersao : todos os valores (p, to, t1, ..., thm)
serdo calculados em médulo q, onde q € um ndmero primo.

= Definindo d =|X|, g costuma ser escolhido de tal modo que o
valor d.q possa ser armazenado em um ndmero inteiro.

= Os cdlculos passam a ser:
= tgq = (d(ts - T[s].h) + T[s+m]) mod q, onde h = d™!mod q.

= Evidentemente, t; = p mod q ndo significa necessariamente
que P = T[s..s+m].

= Heuristica:

= Se t,=p mod q, verificar por "forga bruta” se P = T[s..s+m].

= Caso contrdrio, continuar a busca.



Exemplo

s t.,q = (d(ts - T[s].h) + T[s+m]) mod g, onde h = d™!mod q.
= Sejam: d=10, T="31526", n=5, P="26", m=2, q=11.
= p=26mod11 =4
= h=101mod 11 =10
= to=31mod11=9
= 1, =(10(9 - 3.10) + 5) mod 11 =-205 mod 11 = 4
= Conferindo: t;=15mod 11 =4
= T, =p mod 11, mas T[1..2] = "15" e P = "26": P ndo foi encontrado...
= 1,=(10(4-110)+2) mod 11 = -58 mod 11 = 8
m Conferindo: t, = 52 mod 11 =8
= 13=(10(8-5.10)+ 6) mod 11 = -414 mod 11 =4

= t3=p mod 11, e P realmente € encontrado em T



Algoritmo KR

int KarpRabinMatch() {
d = |Z|;
qd = um primo maior que m;
h = d*?! mod q;

p=20;
to= 0;
for (i=0; i<m; i++) { // cédlculo de p e de t,

p = (d.p + P[i]) mod qg;
ty = (d.ty + T[i]) mod q;
}

for (s=0; s<=n-m; s++) { // calculo de t,, ..., t, ..
if (p == t,) // fazer comparacdo “forca bruta”
if (P[1..m] == T[s..s+m]) return s;

if (s < n-m) t.,; = (d.(t,~-T[s].h)+T[s+m]) mod q;
}

return -1;



Comentarios

= Os cdlculos de p e t5 gastam tempo O(m).

= Os cdlculos de 14, ..., T, mais a eventual comparagdo
por “forga bruta”, gastam tempo O((n-m).m).

= Portanto, o tempo total do algoritmo de Rabin-Karp
pode chegar a O(n.m).

= Na prdtica, este algoritmo tem bom desempenho.

= Importante: ele € vdlido para qualquer alfabeto! Basta
interpretar cada caractere como um digito...



Comparagoes

Algoritmos Pré-processamento | Tempo de busca
“Forca bruta” - O(n.m), £2(n)
Automato finito O(m.|Z]) O(n)

KMP O(m) O(n)
Boyer-Moore O(m + |Z]|) O(n.m), £2(n/m)
Karp-Rabin - O(n.m), £2(n)

= A tabela acima apresenta as complexidades de tempo na
busca de todas as ocorréncias do padrao.

= Teoricamente, KMP € o melhor.

= Na pradtica, Boyer-Moore € o mais usado. Além disso, possui
algumas variagoes na literatura.




