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3) Arvores balanceadas

AVL, Rubro-Negras, B-Trees



Arvores bindrias de busca

= Uma drvore bindria é de busca se em cada um de seus nos -

= todas as chaves armazenadas ha sua sub-drvore esquerda sdo
menores que a chave do préprio no;

= Todas as chaves armazenadas ha sua sub-drvore direita sdo maiores
que a chave do préprio né.

= E fdcil constatar que esta estrutura de dados permite a
realizagdo de operagdes de busca, insergdo e eliminagdo em
tempo de pior caso proporcional a altura da drvore.



Operagdes em drvores bindrias de busca

= Operagoes de insergdo e de eliminagdo de dados a partir
das chaves:
= Insergdo “ingénua":

= Sdo realizadas comparagdes a partir da raiz, descendo-se a esquerda ou a
direita, até encontrar uma posigdo vaga.

= Eliminagdo “ingénua":
= Inicialmente, € preciso encontrar o né a ser eliminado.
= Se for uma folha, basta retird-la.
= Se tiver um Unico filho, este filho ocupard o seu lugar.

= Se tiver dois filhos, serd necessdrio trocd-lo com o descendente mais a esquerda
da sua sub-drvore direita (ou com o descendente mais a direita da sua sub-
drvore esquerda).

= A realizagdo aleatéria dessas operagdes pode gerar drvores
binarias de busca com formatos muito variados,
comprometendo a eficiéncia das futuras operagoes...



Necessidade de balanceamento

= Uma arvore bindria de busca com inser¢des e eliminagoes
aleatdrias ndo garante acesso em tempo logaritmico:

= Essas operagdes podem desbalanced-la.

= A drvore pode degenerar numa lista ligada, onde a busca passa a
gastar tempo linear no pior caso.

= Balanceamento das drvores bindrias de busca:

= Evitam esses casos degenerados.
= Garantem tempo logaritmico em todas as operagdes.
= Requerem algoritmos mais elaborados para insergdo e eliminagdo.

= De modo geral, os nés das drvores balanceadas armazenam mais
informagoes.

= Dois conhecidos modelos: drvores AVL e rubro-negras.



Arvores AVL

= Autores: Adelson-Velskii e Landis (1962)

= Foi o primeiro modelo de balanceamento proposto
para drvores bindrias de busca.

= Exigéncias para as sub-drvores de cada né:

= Diferenga de alturas ndo pode exceder 1
= Pode ser mantida sem onerar o tempo das operagoes

= Garante altura logaritmica para a drvore

= Definicdo: uma drvore AVL € uma drvore bindria
de busca em cujos nés as alturas das sub-drvores
diferem no mdaximo de uma unidade.




Exemplo de drvore AVL
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12 e 8 desbalanceados

ApoOs cada insercgdo ou eliminagdo, € necessdrio
verificar o balanceamento de todos os nds da drvore



Insercdo em arvores AVL

= Apés uma insercdo, somente podem ficar desbalanceados os
hos do caminho da raiz até esse novo no.

= Nesse caminho, € preciso encontrar o né mais profundo (de
maior nivel) no qual ocorreu desbalanceamento.
= Veremos que basta rebalancear esse nd!
= Supondo que X seja esse nd, possiveis casos a serem
analisados:
a) drvore esquerda do filho esquerdo de X
b) drvore direita do filho esquerdo de X
¢) drvore esquerda do filho direito de X
d) drvore direita do filho direito de X

= Casos simétricos: ae d(caso 1); be c(caso 2).



Caso 1: rotagdo simples

k2 € né mais profundo que sofreu desbalanceamento
= Sua sub-drvore esquerda ficou 2 niveis abaixo da direita

B ndo estd no mesmo nivel de A (pois k2 estaria desbalanceado antes da insergdo)
B ndo estd no mesmo nivel que C (pois k1 seria o né mais profundo)



Exemplo
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= A drvore resultante é AVL
= k1 e k2 ficam balanceados
= A altura da drvore resultante € igual a da drvore anterior a insergdo
= A troca de ponteiros pode ser feita em tempo constante

= O né k2 pode ser encontrado em tempo proporcional a altura da
drvore



= Uma rotagdo simples ndo resolveria o desbalanceamento

= A sub-drvore Q, que estd a 2 niveis de diferenga de D, passaria a
estar a 2 niveis de diferenga de A



Caso 2: rotagdo dupla

= Uma (e somente uma) das sub-drvores B ou C estd 2 niveis
abaixo de D

= k3 ficaria na raiz

= As novas posigdes de ki1, k2 e das sub-drvores respeitam a
ordenacgdo

= A altura da drvore resultante é igual a da drvore anterior a insergdo



Exemplo
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= Essa rotagdo dupla corresponde a 2 rotagdes simples

= Entre k1 e k3
= Entre k2 e k3

= Também pode ser feita em tempo constante



Eliminagdo em arvores AVL

= A elimina¢do de um né numa arvore AVL &,
inicialmente, andloga a que ocorre numa arvore
bindria de busca.

= Como foi comentado, essa técnica pode provocar
desbalanceamentos na arvore.

= O rebalanceamento comegara no né mais profundo
que, apds a eliminagdo, perdeu a propriedade AVL.

= Do modo semelhante as insergoes, serd preciso
verificar trés pares de casos.



Casos de rotagdo simples

= Nos dois es%uemas abaixo, como a eliminagdo ocorreu na
, bastarad realizar uma rotagdo simples:

sub-drvore

= No segundo esquema, a sub-drvore resultante diminuiu de
altura (uma unidade).

= Por isso, também serd preciso realizar um eventual rebalanceamento
no pai de k1. Isso pode continuar até a raiz...

= Ha também os correspondentes casos simétricos a esses
esquemas (C € inicialmente a sub-arvore esquerda de k2).



Casos de rotagdo dupla

= No esquema abaixo, B ou C podem ter altura menor (uma
unidade). Como a eliminagdo ocorreu na sub-darvore D, serd
preciso realizar uma rotagdo dupla:

= A sub-drvore resultante diminuiu de altura (uma unidade).

= Por isso, também serd preciso realizar um eventual rebalanceamento
no pai de k3. Isso pode continuar até a raiz...

= Ha fambém o caso simétrico, onde D € inicialmente a sub-
arvore esquerda de k2 e k3 é filho esquerdo de k1.



Altura de arvores AVL

o Sleja ng“h) o ndmero minimo de nés de uma drvore AVL com
altura h.

= Sabemos que n(0)=1 e n(1)=2.

= Para h>1, essa arvore AVL minima serd formada pela raiz,
por uma sub-darvore de altura h-1 e por outra sub-drvore de
altura h-2.

= Portanto, n(h) = 1 + n(h-1) + n(h-2), para h>1.
s Como n(h-1) > n(h-2), sabemos que n(h) > 2.n(h-2).
= Repetindo:

= h(h) > 2.n(h-2) > 2.(2.n(h-2-2)) = 4.n(h-4)

= n(h) > 4.n(h-4) > 4.(2.n(h-4-2)) = 8.n(h-6)

= Generalizando: n(h) > 2i.n(h-2i), para i>0.



Altura de arvores AVL

= n(h) > 2i.n(h-2i), para i>0.
= Consideremos o caso h-2i = 1, ou seja, i = (h-1)/2:
= n(h) > 2h-1/2 (1)
= n(h) > 2.2(-D/2
« n(h) > 2(h+1/2
« Ig n(h) > (h+1)/2
« h<2lgnch)-1

= Lembrando: n(h) é o nimero minimo de nés de uma drvore AVL com
altura h.

= Portanto, h = O(log n): a altura de uma drvore AVL é de ordem
logaritmica em relagdo ao seu ndmero de nés.

= Desse modo, os algoritmos de insergdo, de eliminagdo e de busca na
arvore AVL sdo logaritmicos!



Altura de arvores AVL

= Por outro lado, é fdcil verificar que n(h) = F(h+3)-1,
onde F(h) é o h-ésimo nimero de Fibonacci.

= Mais precisamente, sabe-se que h < 1,44 .Ig (n+2),
onde h € a altura e n € o nimero de nds de uma
drvore AVL, ou seja, o pior caso tem um fator
multiplicativo pequeno.

= Em 1998, Knuth mostrou que, para n grande, a
altura média de uma drvore AVL é Ig n + 0,25.



Implementagao

= Vimos que, nas drvores AVL, insergdes e
eliminagdes gastam, no pior caso, fempo
proporcional a altura da drvore, que por sua vez
é limitada pelo logaritmo do ndmero de nos.

= Na sua implementagdo, o que seria preciso
acrescentar a estrutura de dados?

= Em cada nd, basta acrescentar uma flag de trés
valores (-1, 0 ou 1) que indica a diferenga entre
as alturas das suas sub-drvores.



Arvores rubro-negras

= As drvores rubro-negras (Guibas e Sedgewick, 1978) sdo
drvores bindrias de busca balanceadas segundo um critério
diferente do usado nas drvores AVL.

= Todos os nds (inclusive os nulos!) tém cor vermelha ou preta:
1) A raiz e os nds nulos sdo pretos.

2) Se um né é vermelho, entdo seus filhos sdo pretos.

3) Todos os caminhos de um né até qualquer né nulo percorrem um
ndmero idéntico de nds pretos (€ a a/fura negra desse no).

= Em cada sub-drvore rubro-negra, considere que a folha mais
proxima e a folha mais distante de sua raiz tenham
distancias p e d, respectivamente, onde p < d.

= As condigoes acima asseguram que d < 2p.



Arvores rubro-negras

= Definicdo: a a/tura negra de um né x, designada por an(x), € o
ndmero de nds pretos abaixo dele em qualquer caminho até
um né nulo.

= Exemplo:




AVL x rubro-negras

= Ambas estruturas "toleram” um certo desbalanceamento em
cada no da arvore:

AVL Rubro-negras

h-1 1 - h - 2h

—

- -

= Em ambos os casos, essa folerdncia € de simples
manutengdo, e garante relagdo logaritmica entre altura e
ndmero total de nos.



Arvores rubro-negras

= Lema 1: Numa drvore rubro-negra, a sub-drvore
enraizada em um né x tem no minimo 29"*)- 1 nés
ndo nulos.

= Prova por indugdo:

= Para a drvore com apenas uma folha (por ser a raiz, serd
preta): 21- 1 =1 né ndo nulo.

= Caso genérico: né x ndo-terminal

= Um filho de x, se for vermelho, terd alfura negra an(x):
se for preto, terd altura negra an(x) - 1.

= Portanto, pela hipétese de inducdo, cada sub-drvore de x terd,
no pior caso (isto €, quando os dois filhos de x forem pretos),
2an(x)-1-1 nds ndo nulos.

. Logo, a sub-drvore enraizada em X terd no minimo
2(2an()-1- 1) + 1 = 2an(x) - 1 nds ndo nulos.



Arvores rubro-negras

= Lema 2: Uma drvore rubro-negra com n nés ndo
nulos fem no mdximo altura 2.1g (n + 1).

= Prova: Se uma drvore rubro-negra tem altura h, a altura
negra da raiz serd no minimo h/2 (pois todo né vermelho
tem filho preto). Portanto, pelo lema anterior, a drvore
terd n > 22 -1 nés ndo nulos, de onde segue o Lema 2.

= Isso permite a realizagdo das operagoes de busca,
insergdo e eliminagdo numa drvore rubro-negra em
tempo O(log n), desde que suas propriedades
sejam mantidas.



Insergdo em darvores rubro-negras

= Ao contrdrio das drvores AVL, agora é preciso ajustar
outro critério: as cores dos nés.

= Se um no x for inserido numa drvore vazia, ele serd a raiz.
Portanto, devera ser preto.

= Caso contrdrio, ao inserir um né X numa posi¢do vazia da
arvore (isto €, no lugar de um no nulo), ele serad pintado de
vermelho para tentar ndo alterar a altura negra dos seus

antecessores.
1

1 = N

= Mas é preciso verificar o que acontecerd com p, pai de x...



Insergdo em darvores rubro-negras

= [Caso 1] Se o né p for preto, nada mais precisa ser feito.

= [Caso 2] Por outro lado, se p for vermelho (logo, ndo sera
araiz), o hd a, E‘ai de p e avo de x, serd preto. Se houver
um né t vermelho, irmdo de p e tio de x, entdo serdo
modificadas as cores de a, T e p.

= Se o pai do né a for vermelho,

1 2 o rebalanceamento continuarg,
| = » | seguindo o mesmo algoritmo.
1 | = Seesse processo chegar até a
raiz, basta trocar sua cor (de

vermelho para preto).



Insergdo em darvores rubro-negras

= [Caso 3] Finalmente, se ndo houver um né t vermelho, sera
preciso fazer rotagoes envolvendo g, t, p e x.
Ha 4 subcasos (que sdo simétricos, 2 a 2).

= [Caso 3a] Rotagdes simples:




Insergdo em darvores rubro-negras

= [Caso 3b] Rotagdes duplas:

= Ndo é preciso considerar o caso de t+ como folha preta. Por qué?



Exercicio

= Pesquisar os algoritmos de eliminagdo em
drvores rubro-negras e comprovar que
também gastam tempo O(log n).

= Importante: repare que, na
mplemen’ragao de uma arvore rubro-
negra, é suficiente que cada né armazene
a sua cor (ou seja, basta uma simples flag
booleana).




Quando convém utilizar essa estrutura?

= As drvores bindrias de busca balanceadas sdo muito
adequadas para pesquisa em memdria primdria, pois
satisfazem simu/taneamente alguns requisitos
conflitantes:
= Acesso direto eficiente (tempo logaritmico)

= Acesso sequencial eficiente (tempo linear)
= Insergdo e eliminagdo eficientes (tempo logaritmico)
= Boa taxa de utilizagdo da memdria

= Para pesquisa em memdéria secunddria, também ha
uma boa diversidade de modelos. O mais conhecido é
a drvore B (Bayer e McCreight, 1972) com suas
variantes.




Arvores B (Bayer e McCreight, 1972)

= Sdo drvores de pesquisa balanceadas projetadas
para dispositivos de armazenamento secunddrio
(discos, fitas magnéticas, etc.).

= O fator de ramificagdo (nimero maximo de filhos) é
escolhido em func¢do do famanho do bloco de
leitura/escrita dessa meméria, que costuma ser
chamado de pdgina.

= Geralmente, os nds contém informacgdes
armazenadas huma mesma pdgina. Por isso, os
conceitos de nd e pdgina acabam se identificando.

= As B-Trees sdo apropriadas, por exemplo, para
sistemas de bancos de dados.



Arvores B*

= Veremos apenas um caso particular: a arvore B*

= Em uma drvore B* de ordem M:

= Todas as folhas estdo no mesmo nivel
= A raiz, se ndo for folha, tem de 2 a M filhos
= Exceto a raiz, todos os nés internos tém de [ M/2]a M filhos

= Os nés internos guardam de [ M/21-1 a M-1 chaves
(para identificar os valores armazenados nos filhos)

= Os dados associados as chaves estdo guardados nas folhas
(€ 0 que a diferencia das demais drvores B)

= Cada folha tem de [ M/21a M dados armazenados

s Ela também é chamada de drvore B* [ M/2 |-M



Exemplo: drvore B* de ordem 4 (ou 2-4)
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1,4,8,11|| 12,13 |[15,18,19 21,24 25,26 31,38 |141,43,46| |48,49,50/| 59,68 72,78 84,88 |191,92,99
M= 4 = Nos internos: 2 a 4 filhos (1 a 3 chaves)

= Folhas: 2 a 4 dados



Insercoes em drvore B* 2-3

8,11,12
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Insercoes em drvore B* 2-3
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Insercoes em drvore B* 2-3

1,8

‘| 41,52
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41, 52

58,59,61

Idem...

Idem...



Insercoes em drvore B* 2-3

1,8 11, 12 16, 17 18, 19 22,23 || 28, 31 41, 52 | |58,59,61

No pior caso, as insergdes se propagam até a
raiz, e a altura da drvore cresce 1 unidade



Eliminagdes em arvores B*

Busca da folha com o dado a ser eliminado:

= Se a folha ficar com um suficiente nimero de dados: fim.
= Se a folha ficar com um nimero de dados abaixo do minimo:

Se a folha irmd tiver um nimero de dados acima do minimo: pegar
um dado dessa folha.

Se a folha irmd ndo tiver um ndmero de dados acima do minimo:
fundir ambas as folhas.

= Quando ocorre fusdo de nés, a eliminagdo prossegue nos
hiveis superiores da drvore.

= Se a fusdo de nés deixar a raiz com apenas um filho, entdo
ela se juntard ao filho e a altura da drvore diminuird um
hivel.



Eliminacdes em arvore B* 2-4

Obs.: ndo estdo

representadas 13 ] 140 Eliminagdo de 7
as folhas \
7 23 | |31 43
2 |3 |5 13 | |17] |19 31 | |37 43 | |47




Eliminacdes em arvore B* 2-4

13 | |40 Eliminacdo de 11
5 23 31 43
2 3 13 17| |19 31 37 43 47




Eliminacdes em arvore B* 2-4

13 40
23 31 43
2 3 S 13 17| |19 31 37 43 47
23 29 40 41




Eliminacdes em arvore B* 2-4

23 40
13 31 43
2 3 13 17| |19 31 37 43 47
23 29 40 41




Caracteristicas de uma arvore B*

= Considere uma arvore B* de ordem M.

= Sendo h a altura dessa drvore, o nimero n de
folhas sera:
[M/2Th<n<Mh

= Ideia da demonstragdo: as drvores B* minima e mdxima

corresponderdo, respectivamente, a drvores completas
com|M/2]e M filhos por né.

= Portanto, as operagoes de inserc¢do, eliminagdo,
busca e extragdo de minimo podem ser realizadas
com O(log n) acessos a pdginas da memdria
secunddria.



