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1) Ordem de funcgoes

Notagdo O (Big-Oh) e similares



Resultados experimentais

= Para resolver um problemag,

implemente um 9000 -
determinado algoritmo. 8000 - -
" Execute esse programa N ZZZZ _ .
com diversas instancias do £ oo .
problema (entradas com g o007 .
valores e tamanhos £ 40007 E
variados). "~ 3000 - :
2000 - . u
= Meca o fempo real dessas 1000 - . n
execucoes. ol ot |
0 50 100
= Desenhe um grdfico com os Tamanho da entrada

resultados obtidos.



Tempo de execugado
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O tempo de execugdo de um
algoritmo varia (e normalmente
cresce) com o famanho da entrada
do problema.

Além disso, para instdncias de
mesmo tamanho, também hd
variagdo ho tempo de execugdo.

Geralmente, o tempo médio ¢ dificil
de determinar.

Costuma-se estudar os tempos
maximos (pior caso):

= ¢ mais fdcil de analisar;

= ¢ crucial para a qualidade das
aplicagoes.

Um possivel inconveniente: quando o
pior caso for uma excegdo...



Andlise tedrica de complexidade

= Leva em consideragdo todas as possiveis
entradas.

= Permite a avaliagdo do desempenho de um
algoritmo, independentemente das
caracteristicas do Aardware e do software
utilizados.



Operagoes primitivas
= De modo geral, sdo as computagoes bdsicas
realizadas por um algoritmo:
= Atribuigdo de valor para uma variavel
= Comparagdo entre valores
= Cdlculo aritmético
= Chamada de funcdo

= etfc.

Sua defini¢cdo exata ndo € importante.

= Apesar de serem obviamente diferentes, sdo
contabilizadas como tempo unitario.



Variaveis indexadas

. Exempmwg ros

= int A[1:10] (Obs: indice /ow costuma ser O)
= @A[i]=@A+(i-low).sizeof(A[l])

| \

Endereco base

Quase sempre é uma poténcia
de 2, conhecida em tempo de
compilagdo (nesse caso, usam-
se shifts para acelerar o
calculo)

Quando /ow € 0, acesso
torna-se mais rdpido
(economiza-se uma subtragdo)

Cdlculo em tempo constante



Exemplo de contagem

= O programa abaixo encontra o maior valor em um vetor
de tamanho n:

int arrayMax (int A[], int n) 1 atribuicdo e 1 indexagdo,

{ 1 atribuicdo
currentMax = A[0]; repete n-1vezes [ 1 teste,
for (i=1; i<n; i++) { 1 indexacdo e 1 teste,

if (A[i] > currentMax) 1 atribuicdo e 1 indexagdo
currentMax = A[i]; (no maximo),
} 1 incremento ]
1 teste,

return currentMax;
1 return

Total: 5 + (n-1).6 = 6n-1

= Inspecionando o cédigo, podemos calcular, em fungdo
de n, o nimero maximo de operagoes primitivas
executadas.



Estimativa do tempo de execugado

No pior caso, o algoritmo arrayMax executa 6n-1
operagoes primitivas.

Definicoes:
= @ : tempo gasto ha execugdo da operagdo primitiva mais rdpida
= b: tempo gasto na execugdo da operagdo primitiva mais lenta

= Seja T(n) o tempo real de execugdo de pior caso de
arrayMax.

= Portanto, a(6n-1) < T(n) < 6.(6n-1)

= T(n) € limitado por duas fungdes lineares.




Taxa de crescimento do tempo de execugado

= Alteracoes nos ambientes de hardware ou software :
= afetam T(n) apenas por um fator constante;

= ndo alteram a taxa de crescimento de T(n): continua linear!

= Portanto, a linearidade de T(n) é uma propriedade
intrinseca do algoritmo arrayMax.

= Cada algoritmo tem uma taxa de crescimento do pior
caso que lhe é intrinseca.

= O que varia, de ambiente para ambiente, € somente o
tempo absoluto de cada execugdo, que depende de
fatores relacionados com o Aaraware e o software
utilizados.



Taxas de crescimento

Exemplos de taxas de
crescimento:

= Linear ® n

* Quadrdtica * n?

» Clbica % n3

No grafico /og-/log ao
lado, a inclinagdo da
reta corresponde a
taxa de crescimento
da funcado.
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Taxas de crescimento

= A taxa de crescimento ndo € afetada por:
= fatores constantes;
= fatores de ordem mais baixa.

= Exemplos:
= 102n + 10%: € uma funcdo linear
= 10°n? + 108n: é uma fungdo quadrdtica
= 10-9n3 + 1029n2: € uma funcdo cubica



Notagao O (Big-Oh)

= Dadas as fungoes f(n) e g(n),
dizemos que f(n) é O(g(n)) S€  10.000

existem duas constantes 30
POSiTiVGS C e nNg tais que 1,000 | — 2n+10 -
f(n) < c.g(n), Vn 2 ng .
100
= Exemplo: 2n + 10 é O(n) ) //
= 2n+10<cn
= (c-2)n:210 |
= n210/(c-2) ! 10 100 1.000

= Uma possivel escolha: ¢ = 3 eng=10

Basta que essas constantes existam!




Lembretes sobre a notacao O

Uma fungdo f(n) € O(g(n)) se,
para todo n suficientemente grande,
f(n) ndo € maior que c.g(n), onde c >0

—
~

“f(n) € O(g(n))" ou “f(n) = O(g(n))"
na realidade significam "f(n) € O(g(n))"




Abuso de linguagem

= No uso da notacdo O, costuma ocorrer um
“abuso de linguagem”: o sinal de igualdade ndo
tem o seu significado habitual.

10 n2 + 10 log n = O(n?) 2 n?-3=0(n?

10 n2 + =2n%-3




Outro exemplo

= n2 ndo ¢ O(n)
= n?¢<cn
" n<cC
= A inequagdo acima hao
pode ser sempre
satisfeita, pois ¢ € uma
constante e n nado...

= Qualquer ¢ escolhido
poderia ser superado por
n: basta escolher ny = c+1

1.000.000

100.000

10.000 -

—nN2

---100n
--10n

—n

1.000

100

10

1

10

100

1.000



A notacdo O e a taxa de crescimento

= A notagdo O fornece um /imite superior para a taxa de
crescimento de uma determinada funcdo.

= A afirmacdo “f(n) é O(g(n))" significa que a taxa de
crescimento de f(n) ndo é maior que a de g(n).

= A notagdo O permite ordenar as fungoes de acordo com
as suas correspondentes taxas de crescimento.

f(n) & O(g(n))? g(n) & O(f(n))?

Se g(n) cresce mais que f(n): Sim
Se f(n) cresce mais que g(n): Sim
Se f(n) e g(n) tém a mesma taxa: Sim Sim



Fung6es_.9q|inomiais -

Com relagdo as fungoes polinomiais, € possivel concluir que
O(n) = O(nN%) = O(nN3) = O(n*) = O(N®) c ...




Algumas dicas sobre a notagdo O

= No uso da notagdo O, consideramos apenas valores
suficientemente grandes de n, ou seja, quando n — oo

= Qutro possivel inconveniente: esses casos podem ndo ser
vidveis na prdtica...

= Se p(n) € um polindmio de grau k, entdo p(n) € O(n¥)

= Pode-se descartar seus termos de menor ordem, inclusive as
constantes.

= Convém utilizar termos simples de menor ordem:
= "2n é O(n)" é preferivel a "2n é O(n?)"

= "3n+5¢é0(n)" é preferivel a"3n+5 ¢é O(3n)"



Comparagoes entre algumas fungoes

4,000 |
3,000 |

2,000 |

1,000 |




Exemplos

6n* + 12n3 + 12

3n2 + 12n.log n

on¢ + n(log n)s + 12
lognh+ 4

logk n, k>1

cO(n%)

c0(n>)

z0(n3)

c0(n?)

c0(n%)

zO(n.log n)

c0(n?)

c0(n3)

z0(n.log® n)

€O(log n) | | €O(n)

cO(n)

¢O(log n)




Hierarquia entre fungoes

= A partir da notagdo O, € possivel estabelecer
uma hierarquia entre as fungoes:

Constante o(1)

Logaritmica O(log n)

Linear O(n)

n.log n O(n.log n) Maior
Quadrdética O(n?) ordem
Cubica O(n3)

Polinomial O(nk), com k > 4

Exponencial O(kn), com k> 1 v

Evidentemente, as fungdes lineares, quadradticas e clbicas
também sdo polinomiais ...



Analise assintotica

= A andlise assintética descreve o tempo de pior caso dos
algoritmos em notagdo O.

= Para realizar a andlise assintética de um algoritmo:

= Calcula-se o nimero de operagdes primitivas executadas
como fungdo do tamanho da entrada.

= Expressa-se esta fungdo na notagdo O.
= Exemplo:

= O algoritmo arrayMax executa no mdximo 6n-1 operagoes
primitivas.

= Dizemos que o tempo de pior caso do algoritmo arrayMax é
O(n), ou seja, sua complexidade de tempo é linear.



Notagdo O na andlise de algoritmos

= Em comandos condicionais, o tfempo total
corresponde a execugdo do teste mais o tempo
do bloco mais lento.

Chamadas de fungoes: corresponde ao fempo de
execugdo da fungdo chamada (ndo ao tempo da
chamada em si, que é descartado).



Notagdo O na andlise de algoritmos

= Em comandos consecutivos, somam-se os tempos:

for (int x=1; x <= n; x++)
<operacgado primitiva qualquer>; } Oln)
for (int x=1; x <= n; x++)
for (int y=1; y <= n; y++) O(n?)
<operagado primitiva qualquer>;

= Tempo total: O(n) + O(n?) = O(n?)
= E se o lago for mais interno comecasse com y=x?

= Qual o tempo total gasto pelo lago abaixo?

\

for (int x=1, int y=1; y <= n; x++) {
<operacado primitiva qualquer>;
if (x==n) { y++; x=1; }

} J

' O(n?)




Exercicios

= Elabore um algoritmo paralelo para encontrar
o maior valor presente em um vetor de n
posigoes.

= Dica: utilize n processadores.

= Qual a complexidade de tempo desse
algoritmo?

= Haveria outros algoritmos mais eficientes ou

que utilizassem menos processadores?

= Dica: divida o vetor em blocos de tamanho O(log n)
e utilize um processador em cada bloco.



Limites inferiores

= Enquanto a nota¢do O fornece um limite superior

(ou teto assintoético) para o crescimento das
fungoes, também ha outras notagdes que
oferecem mais informagoes interessantes.

= Seja £2(g(n)) o conjunto de fungoes f(n) para as
quais existem constantes positivas c e ng tais
que f(n) > c.g(n), Vn2ny.

= A notagdo () fornece um limite inferior (ou piso
assintético) para o crescimento das fungoes.




Exemplos

= f(n) = 12n? - 10 € (1)
= f(n) = 12n2 - 10 € Q)(n)
= f(n) = 12n? - 10 € )(n?)

= Entretanto, f(n) = 12n2 - 10 ¢ ()(n3)



Notagdo 2 na pratica

= Na notacgdo (2, convém utilizar a maior funcdo
possivel:

E correto dizer que f(n) = 3n2 + 10 é )(1),
mas representa pouca coisa sobre f(n)...

= Analogamente, f(n) = {2(g(n)) significa que
f(n) € £2(g(n)).



Limites inferiores e superiores

= Quando uma fungdo f(h) pertence
simultaneamente a O(g(n)) e a £2(g(n)),
dizemos que f(n) € O(g(n)).

f(n) € O(g(n)) < f(n) e (O(g(n)) N L2(g(n)))

f(n) e O(g(n)) < f(n) e O(g(n)) e g(n) € O(f(n))

f(n) e O(g(n)) < f(n) e Q(g(n)) e g(n) € 2(f(n))

Mais precisamente, ©(g(n)) € o conjunto de todas as fungdes f(n)
para as quais existem constantes positivas ¢y, ¢, e ng tais que:

c1.g(n) < f(n) < co.g(n), Vn 2 ng




Andlise assintotica de fungoes

= Basicamente, podemos dizer que f(n) € ©(g(n))
se e somente se:

lim ,_, « (f(n)/g(n)) = c, onde c >0

= Por outro lado:

= Se
= Se
= Se

im,_ . (f(n)/g(n)) = 1, dizemos que f(n) ~ g(n)
im,_ . (f(n)/g(n)) = 0, dizemos que f(n) € o(g(n))
im ., . (f(n)/g(n)) = e, dizemos que f(n) € w(g(n))



Andlise assintotica de fungoes

= E possivel fazer uma analogia entre a
comparagdo assintética de duas fungdes fe g
e a comparagdo de dois nimeros reais ae b.

f(n) = O(g(n)) ~ a<b
f(n) = €2(g(n)) ™ a2b
f(n) = ©(g(n)) R a=b
f(n) = o(g(n)) R a<b
f(n) = w(g(n)) R a>b



Alguns exemplos

6n% + 12n3 + 12

3n2 + 12n.log n

5né + n(log n)? + 12
logn+ 4

logk n, k>1

cO(n%)

co(n®) ||gw(nd)

cO(n?)

e)(n) || £0(n.log n)

cO(n?)

cw(n.log? n)

¢ )(n3)

cO(log n) || zo(log n)

zO(n)

co(n)




Lower e upper bounds

= Dado um determinado problema P,
chamamos de: Deseja-se:

Limite
prdtico
Limite
tedrico

= Um problema P pode ser considerado computa-
cionalmente resolvido se UB(P) = O(LB(P))

= UB(P) ou upper bound de P: a
complexidade do melhor algoritmo
conhecido que o resolve.

= LB(P) ou fower bound de P: a
complexidade minima necessdria em
qualquer de suas resolugoes.




Conclusoes finais

= Na andlise de complexidade de um algoritmo,
estamos mais interessados no seu
que em outros detalhes (que
dependem da maquina, do sistema operacional, da
linguagem ou dos compiladores, etc.).

" Procura-se medir a complexidade de um algoritmo
em fungdo de um parametro do problema, que
geralmente é o famanho da sua entrada.

= O que se costuma considerar é o comportamento
assintética do fempo de pior caso dos algoritmos
executados em mdquinas que operam ho
tradicional modelo de acesso aleatario.



