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Motivacoes

s O desempenho dos processadores seguenciais (fambém
chamados de seriais) estd cada vez mais préximo do
limite fisico, imposto pela velocidade da luz, pela
dissipagdo de calor e pelas dimensoes dos componentes.

= Este desempenho € insuficiente em muitas dreas:
= Quimica quantica e fisica relativista
= Cosmologia e astrofisica
= Dindmica de fluidos e turbuléncia
= Sequenciamento de genomas e sintese de proteinas
= Climatologia global
= Reconhecimento de voz em tempo real
= Criptoandlise



Paralelismo

= Em um sistema paralelo, vérios processadores
cooperam simultaneamente na resolugdo de um
mesmo problema.

= Esta alternativa vem se tornando cada vez mais
vidvel gragas ao declinio do custo e do tamanho dos
componentes eletronicos.

= Além do aumento de velocidade, o par'alelismo
também proporciona a habilidade de “estar em mais
de um lugar ao mesmo tempo"”. Esta caracteristica é
conveniente, por exemplo, para problemas com
multiplos fluxos de dados, ou em situagdes em que
uma computagdo ja realizada ndo pode ser revertida.



Paralelismo versus Sistema Distribuido

Sistema Paralelo
Mdltiplos processadores

Tarefas simultdneas

Acoplamento forte

Procura-se a aceleragdo de
uma Unica aplicagdo

Arquiteturas homogéneas

Possibilidade de uso de
memoria compartilhada

e

Sistema Distribuido
Computadores auténomos

Distribuicdo de tarefas
Recursos fisicamente
distantes
Ha vdrias aplicagoes e
usudrios
Estruturas heterogéneas e
dindmicas
Nunca se utiliza memoria
compartilhada



Modelos de paralelismo

= E praticamente impossivel falar de algoritmos paralelos
sem antes estabelecer um modelo de computagdo.

= Ao contrdrio do caso sequencial, onde os computadores
geralmente pertencem ao modelo de Von Neumann, em
paralelismo hd uma grande diversidade.

= Basicamente, sdo duas caracteristicas que os
diferenciam:
= Presenga ou hdo de sincronismo entre os processadores.

= Modo de comunicacdo entre eles (rede de interconexdo ou
memoria compartilhada).



Fluxos de instrucoes e de dados

= Todo computador (sequencial ou paralelo) executa
um conjunto de instrugoes sobre dados de entrada:

= Fluxo de instrugoes (programa)

= Fluxo de dados (entrada)

= Quando o fluxo de instrugdes € o mesmo para todos
os processadores, podemos dizer (embora isso ndo
seja necessadrio) que eles trabalham sincronamente.

= Em 1966, Flynn estabeleceu uma classificagdo que se
tornou tradicional, embora existam nomenclaturas
alternativas.



Classificagdo de Flynn

= SISD (Single Instruction/ Single Data)

= Modelo sequencial (conhecido como Von Neumann)

= SIMD (Single Instruction/ Multiple Data)

= Modelo paralelo sincrono

s MIMD (Multiple Instruction/ Multiple Data)

= Modelo paralelo assincrono

= MISD (Multiple Instruction/ Single Data)

= Inexistente na prdtica



Andlise de algoritmos paralelos

= Passos elementares no tempo de execugdo paralelo:

= Computacionais : idem ao modelo sequencial.

= De roteamento : transmissdo de um dado de tamanho constante de um
processador a outro.

= Custo (C = p.T,): produto entre o ndmero p de processadores e o tempo
paralelo T, de execugdo.

= Estabelece um limite mdximo para o nimero de passos elementares.

= Portanto, mede o tempo mdximo que um computador serial gastaria na
simulagdo desse algoritmo paralelo.

= Uma paralelizagdo serd 6tima se seu custo for da mesma ordem do upper-
bound T de tempo sequencial do mesmo problema: C = p.T, = O(Ts).

= Ndo faz sentido T, = o(T,s/p). Por qué?

= Escalabilidade: capacidade de um algoritmo paralelo resolver
eficientemente uma mesma instdncia de um problema em mdquinas com
diferentes nidmeros de processadores.



Modelo PRAM

= Paralle/ Random Access Machine (PRAM): modelo paralelo
muito comum na literatura.

Memoria -
local

- Unidade /
Memoria , .
local -~ de Memoria
acesso a compar-

memoria tilhada
(UAM) | :

Memoria -—
local

s E geralmente definida como SIMD (sincrona).




Passos de execucdo na PRAM

= Na PRAM, cada passo de um algoritmo consiste em
trés fases:

= Leitura: até p processadores leem simultaneamente uma
correspondente posigdo da memoria compartilhada, e
armazenam esse valor em um registro local.

= Computagdo: até p processadores executam uma operagdo
aritmética ou légica em seus dados locais.

= Escrita: até p processadores escrevem simultaneamente
em uma correspondente posi¢cdo da memoria compartilhada.

s "Até p processadores” significa que eventualmente
alguns deles permanecem inativos.



Acesso a memodria compartilhada

= ER (Exclusive Read ) e EW (Exclusive Write)

= Ndo hd acessos simultdneos a uma mesma posigdo da
memoria compartilhada.

= CR (Concurrent Read)

= Sdo permitidos acessos simultaneos a memoria
compartilhada para leitura.

s CW (Concurrent Write)

= Sdo permitidos acessos simultaneos a memoria
compartilhada para escrita. Neste caso, € preciso
estabelecer uma politica de tratamento para os eventuais
conflitos.



Variantes das instrucoes CW

= Priority . Somente escreve o processor de maior
prioridade.

= Common . a escrita somente € permitida se os
processadores desejarem escrever um mesmo valor.

= Arbitrary . o algoritmo estabelece qual processador
ird escrever.

= Random : o processador que ird escrever é escolhido
aleatoriamente.

= Combining : todos os valores destinados a uma
mesma posigdo sdo combinados através de uma
funcdo determinada (sum, and, or, max, min, etc.).



Comandos na PRAM SIMD

= De modo geral, a descrigdo de algoritmos em uma PRAM
SIMD é muito semelhante ao utilizado no modelo sequencial.

= Na verdade, forall where € o Unico comando novo:

= Especifica um intervalo de processadores que executardo
simultaneamente um bloco de comandos.

= A cldusula where, que € opcional, indica uma restrigdo neste intervalo.

= Embora parega, este comando ndo é um lago...

= Durante a execucdo dos comandos internos ao forall, os
eventuais processadores excluidos pela cldusula where
permanecem inativos.

= Os algoritmos que apresentaremos a sequir, por serem
elaborados em uma PRAM SIMD, utilizam este comando.



Posigdo do primeiro 1

= Dada uma sequéncia de n b/ts B[1..n], deseja-se encontrar a
posi¢do do primeiro valor 1.

= Sabemos que a solugdo sequencial desse problema gasta
tempo T, = O(n).

= Na PRAM CRCW-or com n processadores (aplica o operador
or em caso de conflito de escrita), seria possivel resolver
esse problema em tempo constante?

= Inicialmente, elaboraremos um algoritmo paralelo de tempo
T, = ©(1) utilizando p = n® processadores.

= Como C = p.T, = w(T,), essa paralelizagdo ndo € étima...

= Em sequida, esse algoritmo serd utilizado na elaboragdo de
uma paralelizagdo 6tima.



Ideia

= Na PRAM CRCW-or com p = n? processadores P;  (1<i,j<n), €
possivel encontrar a resposta em fempo O(1):

= Se B[i]=1,B[j]=1e j>i, entdoP;; anula B[j]
(conflitos sumples somente sdo escr'l’ros valores nulos)

= Se B[i] =1, entdo P;; escreve i em X

= Algoritmo 6timo para a PRAM CRCW-or com p = n
processadores:

= O vetor B € considerado como q = n!’?2 blocos de q elementos cada.

= Cada P; (1<i<n) copia B[i] em C[[i/q1], onde C também é um vetor de
tamanho q (pode haver conflitos de escrita). Tempo: O(1).

= Através do algoritmo anterior, encontrar em C o primeiro b/t 1. serd o
primeiro bloco de B no qual aparece um b6/t 1. Tempo: O(1).

= Identificado esse bloco em B, aplicar nele o mesmo algoritmo anterior.
Tempo: O(1).



Busca do valor maximo

= Dada um vetor A[l..n], deseja-se encontrar seu
valor maximo.

= A solugdo sequencial para esse problema é O(n).

= Na mesma PRAM CRCW-or com n processadores,
também seria possivel resolver esse problema em
tempo constante?

= Inicialmente, elaboraremos um algoritmo de tempo
©(1) utilizando p = n? processadores.

= Em sequida, esse algoritmo servird de inspiragdo
para uma paralelizagdo quase 6tima...



Ideia

= Na PRAM CRCW-or com p = n? (P, ;, 1<i,j¢n), € possivel
encontrar a resposta em tempo O(1):

= Se (A[i]> A[j]) ou (A[i]1= A[j]l e i< j), entdo P;;anula A[j]
(conflitos simples: somente sdo escritos valores nulos).

= Se A[i] # 0, entdo Py ; escreve Ali]em X
= Algoritmo para a PRAM CRCW-or com p = h.n'/2:

= Dividir o vetor A em n'’2 blocos de nl’? elementos cada.

= Através do algoritmo anterior, encontrar em paralelo os valores
mdximos de cada bloco (utilizam-se n processadores por bloco),
armazenando os resultados em um vetor M de tamanho n/2, Isso

gasta tempo O(1).

= Com o mesmo algoritmo anterior, encontrar em M o valor mdximo,
também em tempo O(1) (bastam n processadores).



E se p = n.n¥/4?

= Divide-se A em blocos de tamanho nl/4:

= Haverd n/n’4 = n3/4 blocos. E possivel calcular em tempo
©(1) um vetor M de tamanho n3/4 com as subsolucdes
(sdo necessdrios nll/4)2 n3/4 = n nl’4 = p processadores).

s Também divide-se M em blocos de tamanho nl/4:

= Haverad n3/4/nl/4 = nl/2 blocos. E possivel obter em tempo
©(1) um novo vetor M’ de tamanho n!/2 com as
subsolugdes (bastam n’4)2 nl/2 = n processadores).

= Por fim, a melhor solugdo de M’ pode ser obtida
também em tempo O(1).



Generalizagdo

= Dispdem-se de p = n!** processadores, O<x<1. Divide-se o
vetor A em n!"* blocos de tamanho n*. Para se calcular em
tempo O(1) o vetor M de tamanho n!** com as subsolugdes,
sdo necessdrios n®n!x = n1*x = p processadores.

= Divide-se M em nl*Y blocos de tamanho n'. Para se calcular
em tempo O(1) o vetor M’ de tamanho n!"™*¥ com as
subsolugdes, sdo necessdrios n?Yn!xy = n!-x*y processadores.
Como p = n!**, basta escolher y = 2x, e portanto M' tera
tamanho n!-3x,

= Se a solugdo de M’ ndo puder ser calculada em tempo O(1),
ou seja, se 1+x < 2(1-3x), o processo continuard...

« E possivel demonstrar que, quando p tende O(n), o tempo
para se encontrar a resposta tende a O(log n).



Ordenacdo na PRAM CRCW-sum

= Para ordenar um vetor A[1l..n] presente na memdria
compartilhada, utilizaremos uma PRAM CRCW-sum
com p = n® processadores P;;, 1<i,j<n. Quando
houver conflito de escrita, sera armazenada a

soma dos valores.

= Ideia: calcular o vetor C[1..n], onde C[i] € a
quantidade de elementos menores que A[il.

= Se dois elementos de A tiverem o mesmo valor,
sera considerado menor o de menor indice.

= Desse modo, A[i] ocupard a (C[i]+1)-ésima posigdo
ha ordenacado.



Exemplo

Escrita concorrente — Soma

Q&6

Q&4

O&9

4 &6

4 & 4

4 &9

6&6

6 &4

6&9



Algoritmo

EnumerationSort () {
forall P; ;

if (A[1i]>A[J] || (A[i]==A[]] && 1>3))
C[i] = 1;

else
C[i] = O;

forall P, ;
A[C[i]+1] = A[i];
}

= Tempo: O(1)
= Custo: O(n?)
= Ndo € dtimo, pois o melhor algoritmo sequencial € O(n.log n).

= Ha algoritmos 6timos para ordenagdo na PRAM EREW (Cole).



Problema da mochila

= A resolugdo sequencial do Knapsack Problem O/1 através de
Programagdo Dindmica gasta tempo O(n.c).

= B[k w]: solugdo 6tima considerando apenas os k primeiros
itens e uma mochila de capacidade w.

KnapsackO1l () {
for (1i=0; i<=c; i++)
B[0,i] = O; // nenhum item é considerado
for (k=1; k<=n; k++) // incremento nos itens
for (i=0; i<=c; i++) // incremento na capacidade
if (w[k] > i) B[k,i] = B[k-1,i];
else B[k,i] = max {B[k-1,i], B[k-1,i-w[k]] + plkl};
return B[n, c]



Resolugdao na PRAM EREW (com p = c+1)

= Ideia: cada processador P; (O<i<c) calculard as solugdes B[k,i],
O<k<n, incrementando passo a passo o himero de objetos
considerados.

ParallelKnapsackO01l () {
forall P; Tempo: O(n)
B[O,i] = O;
for (k=1; k<=n; k++)
forall P; // P; calcula solugdes para capacidade i
if (w[k] > i) B[k,i1] = B[k-1,1];
else B[k,i] = max {B[k-1,i], B[k-1,i-w[k]] + plkl}:
}

= Durante o cdlculo da linha k de B, os processadores utilizam um
mesmo deslocamento wy na linha k-1, ocasionando no maximo duas
leituras numa mesma posigdo da memdria. Estes eventuais conflitos
podem ser resolvidos em tempo constante na PRAM EREW.



Resolucdo escalavel

= E se ndo houver tantos processadores disponiveis?

= Lin e Storer (1991) mostraram que é possivel tornar
escaldvel essa resolucdo.

= Considerando p<c, basta que cada processador cuide
de q=/ (c+1)/p | capacidades da mochila. Em concreto,
P; (O<i<p) calculard as solugdes 6timas das mochilas
com capacidades que variam entre i.q e (i+1).g-1.

= Desse modo, a resolugdo gastard tempo O(n.c/p), ou
seja, € uma paralelizagdo otima.



Algoritmo escalavel

ParallelScalableKnapsackO01l () {
q = [ (c+1) /pl;
forall P; // P; calcula sequencialmente g capacidades
for (jJ=0; j<qgq; j++)
B[O0,ig+j] = O;
for (k=1; k<=n; k++)
forall P; // P; calcula sequencialmente g capacidades
for (3=0; j<q, j++) {
t = ig+j;
if ((w[k]l-j)/q > i) B[k,t] = B[k-1,t];
else B[k,i] = max {B[k-1,t], B[k-1,t-w[k]] + plkl}’

Tempo: O(n.c/p)



Redes de interconexao

= Este modelo fambém é chamado de message-passing.

= Critérios que costumam ser considerados:

= Grau: nimero de vizinhos de cada processador

= Diadmetro: maior distancia entre dois processadores

= Comprimento das conexdes: o ideal € que ndo varie em
fungdo do ndmero de processadores

= Topologias mais conhecidas:

= Arranjo linear, anel, grade (mesh), tordide, drvore,
hipercubo, borboleta (butterfly), embaralhador perfeito
(shuffle exchange), De Bruijn, estrela, etc.



Arranjos lineares e anéis

e—9o o o o o o o Diametro: p-1

r R ¢ R ¢ R ° .] Didmetro: p/2

Adequados para algoritmos que trabalham
com vetores de uma dimensdo



Grades (meshes) e toroides

Exemplos para duas dimensaes:

o 9o o o o o Lo )
O e L1000 00—
O e L1000 o0
O e R N e S A N
O Lo 1oooo o
oo o o oo ieje—je—je e e
VARRVARRY
Didmetro: 2.pl/2 Didmetro: pl/2

Adequados para algoritmos que trabalham com matrizes



Hipercubos

= Defini¢do recursiva:
= H(O) é um Unico vértice, sem endereco.

= H(d), d > 0, tem p = 29vértices e é formado por dois H(d-1): unem-se
0s vértices com mesmo endereco, acrescentando-se no inicio do seu
endereco os bits O ou 1, conforme o H(d-1).

= ]

HO)  H(®) H(2) H(3) H(4)

Diametro: d




Hipercubo

s O Aijpercubo é uma das mais conhecidas redes de
inferconexdo, estudado tanto do ponto de vista
pratico como teorico.

= Alguns protétipos construidos: Cosmic Cube (p=2°),
Connection Machine (p=21°), /PSC/2 (p=27).

= Além de vantajosas propriedades topoldgicas, sua
definicdo recursiva facilita a elaboracdo de
algoritmos, principalmente através do paradigma da
Divisdo-e-Conguista.

= Apresentaremos alguns algoritmos SIMD para o
hipercubo.



Notagdo para algoritmos no hipercubo

= R(i): registrador R no vértice i do hipercubo, O<i<p.

= i,: b-ésimo b/7(a partir da esquerda) da representagdo bindria
de i, O<b<d.

= i(®): ndmero i com o b/1 i, trocado.

= Comandos de atribuicdo:

= = Atribuicdo realizada entre registradores presentes em um mesmo
processador (ndo exige comunicagao)

= < Atribui¢do que requer uma comunicagdo entre vértices vizinhos
= <> Troca de informagdo com uma comunicagdo entre vértices vizinhos
= Habilitacdo de vértices:

= R(i) < R(i®) + 1, (i4 = 1): executado apenas hos processadores com is = 1



Visualizagado linear

Exemplo: H(3), ou seja, p = 8

00 001 010 U1l 100 101 110 111
H(l) —o — o ——— o
H(2) ¢ . ’ Py

¢ * ¢ *
Hi3) ¢ »
[ P
¢ 4
s ®

= Vértices aparecem

em ordem crescente:
de O até p-1= 24d-1,

= E facil observar
como o H(d) e
formado por dois
H(d-1), mais ligagoes
entre os vértices
andlogos desses sub-
hipercubos.



Inversdo de posigoes

= Cada processador P; armazena um valor em R(i), O<i<p.

= Deseja-se inverter suas posigoes, ou seja, trocar R(i) com
R(p-i-1), O<i<p.

= Ideia: observar que os enderegos desses pares de
processadores teém todos os b/ts trocados entre si.

HypercubelInversion (bl,b2) {
for (b=bl; b<=b2; b++)
R(i®) & R(i);
}

Chamada: HypercubelInversion (0,d-1)

Tempo: ©(d) = O(log p)



Intercalacdo bitonica (Batcher)

O+60 | &1

N ([0 | |\ |[W | N
BN BN I [=) T LV, T = N (U5 R | O R Lo

é
[\ I I SN e S e I N A%, I RS T
N | [N oo [N R | | =

OO0 OO OO0 &

oo | oTo

n nimeros ordenados em log n estdgios



Intercalagao (merge)

= Ha duas sequéncias ordenadas em R(i), O<i<p, que devem ser
intercaladas.

= Ideia: inverter a segunda sequéncia e aplicar a intercalagdo
bitonica.
HypercubeMerge (bl,b2) ({
HypercubelInversion (bl+1l,b2), (i,; = 1)
for (b=b2; b>=bl; b--) {
S(i) « R(i®));
R(i) = min {S(i), R(i)}, (i,

= 0);
R(i) = max {S(i), R(1)}, (ip

1),

Chamada: HypercubeMerge (0,d-1)

Tempo: O(d) = O(log p)



Ordenacado

= A partir do algoritmo de intercalagdo, fica
simples elaborar o MergeSort paralelo no H(d):

a) Ordenagoes recursivas em paralelo em cada H(d-1)

b) Intercalagdo paralela
= Tempo total: T(d) = T(d-1) + ©(d)
N T(d) - @(dZ)

= Quantidade de valores a serem ordenados:
n=p-=29

= Logo, T(n) = O(log? n).



Visualizagdo matricial do hipercubo

Exemplo:
H(6)
p=64 [*

Sub-hipercubos

Conexoes entre
elementos
correspondentes
nos sub-hipercubos

e N/
» 3
: I\,
y _,’/1 \ .\i __,/’

Andlogo para
visualizagoes
matriciais de
dimensoes
maiores




Transposi¢do de matriz

Matriz quadrada n x n ) | .
Hipercubo de dimensdo d, onde 29 = n? %‘ _ _______ __ y
Inicialmente armazenada segundo (_
\ !

a visualizagdo matricial

T(n): tempo para realizar a transposigdo
T(n) = T(n/2) + ©(1)
T(n) = ©(log n)




Multiplicagdo de matrizes quadradas

Coo = AooBoo + ApiBio  Co1 = AooBor + Ao1Bis
Cio= A1oBoo + A11Biog Ci1 = A1oBor + Ay1Bys

Cj; = AiOBOj + AilBlj



Multiplicagdo no hipercubo com p = n?

o(1)

o(1)

Aooﬁo-o_

-
Aot,Bpi

”H,Bll

£01.BYo

4 1
COl

Ao1,Bi11

Cll

A11,B1o

=

o(1)

o(1)

Aoo,Boo

Ao1,B1o

A10,Bor

A11,Bi1

Aoo,Boi

Ao1,Bii

A10,Boo

Ci1
A11,B1o

=

T(n/2)

=

T(n/2)

AooBoo—
Ao0o,Boo

~Ae1B10
Ao1,B1o

A1oBor—
A10,Bor

A1 B11
A11,B11

AooBor—
Aoo,Bor

—Aa:B1;
Ao1,Bi1

A10Bee—

AwB1o

A10,Boo

A11,B1o

T(n) = 2T(n/2) + ©(1)
T(n) = ©(n)
Espago extra: O(1)




Multiplicagdo no hipercubo com p = n?

o(1)

/

/

/ P
‘ S A@O,Boo A01,F01
A00,Boo | Ao1,Bos o) Ado.Boo A01,%01 ; ‘
x ! Alo Bro—AsB11
A10,B1o | A11,B11 A10,Bio 11
AooBo1 | AoiBio
Aoo,Bo1 | Aot1,B11 AooBoo | AoiBio A0o,Bo1 | Ao1,Bio
A00,Boo | Ao1,B1o q A0o,Boo | Ao1,B1o AcBos | AuBic
AIO'BOO A11,B1o T(n/Z) AIOBOI A11B11 AIOIBOO AllzBIO
A10,Bo1 | A11,But A10,Bo1 | A11,Bis




Multiplicagdo no hipercubo com p = n3

AooBorA#B1o
AocaBad AqiBio A00,Bo1 | Ao1,B1o
A00,Boo | Ao1,Bio A1oBer B
A B4 B11 A10,Boo | A11,B10
A10,Bo1 | A11,B11
/ /
Coo Co1 /]
ﬂ A00.Boo | Aot,Bot |
o(1) Cio Cu S/
A10,B1o | A11,Bi

=

o(1)

Coo
A00,Boo

Ao1,B1o

Aoo,Bo1

o
1,B10

A10,Bor

Ci1
A11,Bi11

O:BOO

Ai1,Bio

T(n) = T(n/2) + ©(1)

Estes resultados podem ser
generalizados para 1< p < n3

T(n) = O(log n)

Espago extra: O(1)




