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3) Estruturas de dados
elementares

Filas, pilhas e drvores



Ponteiros

s Ponteiros (ou apontadores) sdo varidveis que armazenam
enderegos, ou seja, apontam para uma posigdo da memaria

= Sdo necessdrias quando ocorre alocagdo dindmica

= Exemplos: _ _
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Ponteiros
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Tipos abstratos de dados

= Os tipos abstratos de dados (TAD), definidos através
das suas operagoes, encapsulam a implementagdo

= Exemplos de operagdes abstratas:
= Insergdo
= Remocgado
= Minimo ou mdximo
= Sucessor ou predecessor

= Busca

= As estruturas de dados utilizadas nas implementagoes
dessas operagdes t&€m impacto direto no desempenho,
tanto no tempo de execugdo como no consumo de
espago



TADs x implementagoes x desempenho

Pilhas
ilas .Varidveis
,Fla indexadas
Arvores h
Grafos Ponteiros
etc.




Pilhas (stacks)

= Pilhas sdo estruturas que permitem acessos
em somente uma das suas extremidades

= Por essa razdo, uma pilha € chamada de
estrutura LIFO (last in/ first out)
= Operagoes:
= push(x): empilha x
pop(): desempilha o topo
top(): retorna o topo sem desempilhd-lo
size(): retorna o tamanho atual da pilha

iSEmpty(): verifica se a pilha esta vazia



Exemplos com pilha

push 10 push 5 push 15 push 7
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10 10 10 10 10




Implementagdo com vetor
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size() {
return t+1; } push (x) {
if (size() == N)
return Error;
isEmpty () { S[++t]=x; }
return (t<0); }
pop () {
top () { if (isEmpty())
if (isEmpty()) return Error;
return Error; S[t--]=null; }

return S[t]; }



Eficiéncia das operagoes

= Na implementagdo com vetor, todas as
operagoes anteriores podem ser
executadas em tempo O(1)

= Caso fosse necessdrio implementar uma
operagdo de busca na pilha, a solugdo
gastaria tempo de pior caso O(N), ou
seja, seria ineficiente...



Uma aplicagdo tipica

= Pilhas sdo utilizadas para verificar o emparelhamento
de delimitadores:
Leia o préximo caractere ch;

while nédo é fim de arquivo {
ifché '"(','[" ou '{'

push (ch) ;
else if ch é '")',']" ou "}' {
x = top();
pop () ;
if ch e x ndao se casam
erro;

}

Leia o préximo caractere ch;
}
if isEmpty ()
sucesso;
else erro;



Implementagdo com lista ligada

= Os elementos da pilha podem estar conectados
através de uma cadeia de ponteiros:

head tail

N\ N\
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( Rome ) ( Seattle ) (Toronto )

= O topo da pilha seria o né apontado por Aead
= tai/ Yfambém poderia ser utilizado como topo da pilha?



Filas (gueues)

= Filas sdo simples sequéncias de espera:
crescem através do acréscimo de novos
elementos no final e diminuem com a saida dos
elementos da frente

s Os elementos sdo acrescentados em uma
extremidade e removidos da outra

= Em relagdo a pilha, a principal diferenga é que
a fila € uma estrutura FIFO (first in/first
out)



Operagoes das filas

size(): retorna o famanho atual da fila

isEmpty(): verifica se a fila estd vazia

first(): retorna o primeiro elemento da fila
sem remove-lo

dequeue(): retira o primeiro elemento da fila

enqueue(x): coloca x no final da fila



Exemplos com fila

enqueue 10 enqueue 5 dequeue enqueue 15 enqueue 7

A A,

10 10




Implementagdo com vetor

= Convém utilizar o vetor de maneira circular:

= Nesse caso, o que significaria f = r?

s Como diferenciar fila vazia de fila cheia?



Implementagdo com vetor

size() {

return (N-f+r) % N; } dequeue() {

if (isEmpty())
return Error;
Q[f] = null;

isEmpty () { £f = (£+1) % N; }

return (f==r),; }

enqueue (x) {

first() { if (size() == N-1)
if (isEmpty()) return Error;
return Error; Q[r] = x;

return Q[f]; } r = (r+l) $ N; }



Eficiéncia das operagdes

= Na implementagdo com vetor, todas as as
operagdes anteriores também podem ser
executadas em tempo O(1)

= Caso fosse necessdrio uma operagdo de
busca, a solugdo ébvia gastaria tempo de
pior caso O(N), ou seja, seria ineficiente.
Seria possivel realizd-la em tempo de pior
caso O(log N)?



Implementagdo com lista ligada

head tail
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= Dequeue:

head tail
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Implementagdo com lista ligada

= Enqueue: crie um novo né

head tail
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= Adiante o ponteiro far/:

head tail

N\ N\
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Implementagdo com lista ligada

head tail

N\ N\
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= Exercicios:

= Numa fila de N elementos, implementada com lista
ligada, seria possivel realizar remogdes no seu final em
tfempo constante?

= Nessa mesma estrutura, seria possivel realizar uma
operagdo de busca em tempo de pior caso O(log N)?



Filas com duplo-fim (degues)

= Filas com duplo-fim (doubled-ended queue) permitem
insergdo e remogdo, em tempo constante, tanto no inicio
como no fim

= Operagoes:
= insertFirst(x): insere x no inicio
= insertlLast(x): insere x no final
= removeFirst(): remove o primeiro elemento
= removelast(): remove o Ultimo elemento
= first(): retorna o primeiro elemento
= last(): retorna o Gltimo elemento
= size(): retorna o tamanho atual
= isEmpty(): verifica se estad vazia

s A degue Joode simular tanto as operagoes de uma pilha
como as de uma fila



Listas duplamente ligadas

= Podemos implementar uma degue através de uma
lista duplamente ligada:

final

inicio—l:_
B_ Ana Pedro Clara Joao _1

= Cada né tem dois ponteiros: para o préximo e para o
anterior.,

s Para cada degue, é preciso guardar ponteiros para o
seu inicio e o seu final



Remocdo do ultimo elemento
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Filas com duplo-fim

= Seria possivel implementar uma degue
através de um vetor?

= Quais as vantagens e as desvantagens em
relagdo a implementagdo com listas
duplamente ligadas?



Exercicios

= Escreva um programa que leia uma
expressdo matemdticacom (), []Je{}. e
informe se esta balanceada
(ndo € preciso calculd-la, nem preocupar-se
com a presencga de outros caracteres).

= Escreva um programa para resolver qualquer
instancia do Problema de Josephus.
Faga uma versdo que utilize vetor e outra
com listas ligadas.



Tabelas de dispersado (Aashing)

s Diciondrio é o nome de uma TAD com as
seguintes operagoes:
= Insercdo
= Remogdo
= Busca através de uma chave
= Os dicionarios podem ser implementados

eficientemente com tabelas de dispersdo,
baseadas em listas ligadas (open hashing)

= Em condigdes adequadas, essas trés operagdes
podem ser realizadas em tempo constante



Ideia
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Naturalmente, m << n
h: {0,...n-1} - {0,... m-1} é calculada em tempo O(1)
Colisdo: h(a) = h(b) quando a= b

Na técnica open hashing, as colisdes sdo tratadas com
listas ligadas



Implementagdo da tabela

Colisoes

(8] A W P = O

m-1

= Evidentemente, nas posigoes em que ocorrem colisoes,
a busca e a remogdo passam a gastar mais tempo

= Nesses casos, a correspondente lista ligada precisa ser
percorrida, né a né...



Comentarios finais

= Fatores que alteram o desempenho das
operagoes:

= grau de ocupagdo da tabela

= escolha da fungdo de dispersdo

= Dada uma chave x, uma conhecida funcdo de
dispersdo € h(x) = x mod m. Geralmente,
escolhe-se um valor de m primo

= Knuth oferece um bom estudo sobre diversas
fungdes de dispersdo



Arvores (trees)

= Tantos as pilhas como as filas sdo estruturas
lineares, isto €, de uma Unica dimensdo

= Na sua implementagdo, as listas ligadas
possibilitam maior flexibilidade que os vetores,
mas mesmo assim ndo permitem a
representagdo hierdrquica de dados

= Arvores sdo estruturas hierdrquicas,
formadas por vértices e arestas. Ao contrario
das drvores naturais, sdo representadas de
cima para baixo: a raiz esta no topo e as folhas
na base



Arvores

= E uma estrutura
recursiva: cada filho
e também uma arvore

= A raiz € o Unico nd que ndo
possui ancestrais

= As folhas sdo os nds sem
filhos




Exemplos de drvores

e —— —— — —



Algumas definigoes

= Cada n6 pode ser alcangado a partir da raiz
através de uma sequéncia Unica de arestas,
chamada de caminho

= O comprimento de um caminho € a quantidade
de arestas que ele possui

= O nivel de um no é o comprimento do caminho
da raiz até ele

= A altura de uma drvore ndo vazia é o nivel
maximo dos nds dessa drvore




Algumas definigoes

O grau de um no é o nimero de seus filhos

As folhas tém grau nulo e sdo chamadas de nés
terminais

Um né que ndo € folha (isto €, que possui grau ndo
hulo) é chamado de né interno ou né ndo-terminal

O grau de uma drvore é o mdximo entre os graus
dos seus nds

Um conjunto de drvores é chamado de floresta



Algumas caracteristicas

= O ndmero de filhos por no e as
informagdes armazenadas diferenciam
os tipos de drvores

= A drvore ao lado representa ‘ °
a expressdo (3+6)*(4-1)+5:
as folhas possuem valores e c °
0s nos intermedidrios,

operadores matemdticos ° e Q °



Arvores bindrias

= Nas drvores bindrias, os nos Raiz
te€m no maximo dois filhos, \
designados como filho da —

esquerda e filho da direita |

= Seria possivel
implementar uma
drvore bindria =15
através de um
vetor?




Percursos em arvores

= Percurso em drvores é uma sequéncia em que
cada um dos nds da drvore aparece exatamente
uma vez (ndo precisam estar necessariamente
unidos por arestas)

= Uma arvore com N nds possui N/ percursos
diferentes

= Mais importantes: percursos em largura (ou
extensdo) e percursos em profundidade



Percurso em largura

s O percurso em largura comega ha raiz e passa
ordenadamente por todos os niveis subsequentes,
visitando-se primeiro os nés da esquerda e depois os da
direita

= E possivel implementa-lo com o uso de uma fila:

= Depois que um né é visitado, seus filhos sdo colocados no final
dessa fila (primeiro, o da esquerda; depois, o da direita)

= O préximo no a ser visitado € o que estd no inicio da fila

= Desse modo, os nés de nivel /+! serdo visitados somente depois
que todos os nds do hivel / ja o foram



Exemplo

@ Fila:

Fila:

@ @ Fila:

Fila:
Fila:
9 @ @ @ Fila:
Fila:
Fila:

13

10, 25
25,2, 12
2,12, 20, 31
12, 20, 31
20, 31

31

29

Percurso em largura: 13, 10, 25, 2, 12, 20, 31, 29



Percurso em largura

void BreadthFirst() {
Queue q;
Node *p = root;
if (p '=0) {
q.enqueue (p) ;
while ('g.isEmpty()) {
P = g.dequeue();
visit(p)
if (p->left !'= 0)
g.enqueue (p->left) ;
if (p->right != 0)
g.enqueue (p->right) ;



Percurso em profundidade

s O percurso em profundidade prossegue tanto
quanto possivel a esquerda (ou a direita). Em
seguida, volta ao Ultimo né visitado e recomeca

= Este processo é repetido até que todos os néds
sejam visitados

= Pode ser implementado recursivamente ou com
uma pilha explicita



Percursos em profundidade a esquerda

s Pré-ordem: raiz, filhos da esquerda, filhos da
direita

s In-ordem: filhos da esquerda, raiz, filhos da
direita

s Pds-ordem: filhos da esquerda, filhos da
direita, raiz




Exemplo

= Percurso pré-ordem a esquerda:

= Qual seria o
percurso pré-
ordem a
direita dessa
darvore?

Percurso: 13, 10, 2, 12, 25, 20, 31, 29



Percursos a esquerda

void inorder (Node *p) {
if (p !'= 0) {
inorder (p->left) ;
visit(p);
inorder (p->right) ;
}
}

void preorder (Node *p) ({
if (p '= 0) {
visit(p);
preorder (p->left) ;
preorder (p->right) ;
}
}

void postorder (Node *p) ({
if (p '= 0) {
postorder (p->left) ;
postorder (p->right) ;
visit(p);



Um caso particular

= Nas drvores bindrias ndo-vazias cujos nds
internos tenham exatamente dois filhos, sabe-
seque f=i+1, onde f eisdorespectivamente
o nimero de folhas e o nimero de nés internos

i nOs internos

f folhas

f=i+1

i+1 nos internos
f+1=i+1+1
f+1 folhas



Demonstragado

= Como as drvores sdo estruturas recursivas, suas
propriedades geralmente sdo demonstradas através de
inducdo

= No caso considerado, a argumentagdo é construtiva,

isto €, prova-se para todas as possiveis drvores, de
forma incremental no famanho:

= Seadrvore éapenasaraiz:i=0,f =1 Portanto, f=i+1
= Considere uma drvore com a propriedade f =i + 1

= A Unica maneira dessa drvore crescer, mantendo a propriedade,
¢ anexar duas folhas a uma folha jd existente, que se tornard
né interno. Logo, tanto o nimero de folhas como o nimero de
nds internos € acrescido de um, mantendo-se vdlida a
propriedade f =i + 1



Arvores bindrias completas

= Uma drvore bindria é comp/eta quando os nds
infernos tém exatamente dois filhos e as
folhas tém a mesma distancia da raiz

= Uma drvore bindria completa de altura A tem
exatamente 27-1 nés internos e 2/ folhas

= Numa drvore bindria completa com 2/ folhas, a
distdncia da raiz até qualquer folha é A

= Provell



Arvores bindrias de busca

= Definicdo: Uma darvore bindria € de busca se em cada
um de seus nos .

= todas as chaves armazenadas na sua sub-drvore esquerda
sdo menores que a chave do préprio né;

= todas as chaves armazenadas na sua sub-drvore direita sdo
maiores que a chave do préprio né.

= Exemplos:




Arvores bindrias de busca

Algoritmo de busca € simples e direto

Repetigdo que comega na raiz:
= Compare com o valor armazenado no né

Se for igual, a busca chegou ao fim

Se for menor, va para a sub-drvore esquerda

Se for maior, va para a sub-drvore direita

Se ndo houver como continuar, o valor ndo estd na
drvore

No pior caso, gastard tempo proporcional a
altura da drvore



Arvores bindrias de busca

Como pode ser feita a insergdo e a
remoc¢do de valores?

Objetivos:
=« Garantir a ordenacgdo

= Manter um balanceamento: é desejavel que
a altura dessa drvore bindria de busca seja
proporcional ao logaritmo da quantidade de
valores armazenados

= Ha diversos algoritmos...



