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Ideia de Tarjan (1972)

= Durante a exploracdo em profundidade de um
digrafo, podemos numerar seus vértices de acordo
com o inicio e o férmino dessa exploragdo.

= As diferentes situagoes permitem estabelecer uma
classificacdo dos arcos.



Exemplo

O Nao visitado
O Em exploracao

‘ Terminado

4

+ F

expl: nimero de exploragdo

comp: nimero de complementagdo
6 _/




Classificagcdo dos arcos

Classifica¢do do arco <v,u>:

= Arvore (T): u ainda ndo havia sido
explorado, e serd filhodevem T

(expl[u]l=0) A Q D |

s Retorno (B): u é antecessor de v em
T, pois comegou antes de v e ainda
estd em exploragdo
(expl[u]<expl[v] e comp[u]=0)

m Cruzamento (C): u esta em outra
drvore ou sub-drvore, pois comegou
antes de v e jd foi explorado
(expl [u]l]<expl[v] € comp[u] >0)

= Avanco (F): u é descendente de v F H
em T, pois comegou depois de v e jd
foi explorado
(expl [u] >expl[v] € comp[u] >O)




Algoritmo de Tarjan

Sua implementagdo deve
/ receber as varidveis ce e cc
_ DFS (v) {
Tarjan() { expl[v] = ++ce;

}nt ce = 0; for <v,u> € E

int cc = 0; if (expl[u] == 0) {

for v e V { tipo[<v,u>] = T;
expl[v] = 0; DFS (u) ;
comp[v] = O0; ’

}
else if (expl[u] > expl|[v])
tipo[<v,u>] = F;

}

for v e V

if (expl[v] == 0)
DFS (V) ; else if (comp[u] > 0)
} tipo[<v,u>] = C;
else tipo[<v,u>] = B;
comp[v] = ++cc;

}

Complexidade de tempo: O(h+m)



Exercicio

= Considere um grafo ndo orientado, sem lagos e sem
arestas repetidas. Se aplicarmos o algoritmo de
Tarjan nesse grafo, somente haverad arestas de
arvore e de retorno. Por qué?
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Teste de aciclicidade

= Certas aplicagoes, como a ordenagdo topoldgica,
exigem que o digrafo seja aciclico.

s Definigdo: um digrafo aciclico é chamado de DAG.

= Portanto, uma tarefa importante é verificar se
um determinado digrafo € um DAG.

= A explora¢do em profundidade pode nos dar uma
boa solugdo para esse problema.

= Concretamente, basta uma variagdo do algoritmo
de Tarjan: se um arco de retorno for encontrado
durante a exploragdo, entdo o digrafo sera ciclico.



Ideia do algoritmo

= Ideia:

= Manter uma pilha com os ancestrais do vértice que esta sendo
visitado, incluindo ele préprio.

= Quando terminar a exploragdo dos seus vértices adjacentes, ele
deverd ser retirado dessa pilha.

= Se um arco de retorno for encontrado, o ciclo estard nessa pilha

(desde o topo até o vértice atingido pelo arco).

Arco de retorno

Ndo é arco
4
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(6) 3
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Um exemplo

= Considere a exploragdo do
digrafo ao lado, comegada
ho vértice 1.

= Ao explorar o vértice 5,
estardo na pilha seus
ancestrais 1, 3,8 e 2, além
dele mesmo.

= Na tentativa de explorar o
vértice 8, encontra-se um
arco de retorno.

= Logo, esse digrafo é
ciclico.
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Algoritmo

/\ Sua implementagdo deve

DFS (v) { s .
o expl[v] = ++ce; receber as varidveis ce,
Aciclicidade() { push (P, V) ; cc, P eaciclico
pilha P; reny
inicPilha (P) ; for <v,u> € E
bool aciclico = true; if (expl[u] == 0)
int ce = 0; DFS (u) ;
int cc = 0; else
for v € V { if (expl[ul<expl[v] && comp[u]==0)
expl[v] = 0; aciclico = false;
comp[v] = O; // ciclo estid em P
} // desde o topo até u
for v e V pop (P) ;
if (expl[v] == 0) comp[v] = ++cc;
DFS (v) ; }

if ('aciclico)

escrever (“Grafo é ciclico”);
else

escrever (“Grafo é aciclico”);



Uma observacao

= Como todo ciclo possui a0 menos uma aresta de retorno, o
algoritmo anterior verifica a existéncia ou ndo de ciclos em
um digrafo.

= No entanto, ele ndo € capaz de identificar todos os ciclos...

= No exemplo abaixo, aplicando o algoritmo a partir de A em

ordem alfabética, podem ser encontrados os ciclos ABC e
ABD.

= No entanto, o ciclo ABDC ndo serad identificado. Isso se
deve ao fato de que, neste ciclo, também ha uma aresta de
cruzamento.
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Ordenagdo topoldgica

= Como vimos, ordenagdo topologica é o processo de se ordenar
os vértices de um DAG: se houver um arco do vértice i para o
vértice j, entdo i aparecerd antes de j na ordenagdo.

= Aplicagdo muito comum: encontrar um escalonamento de
tarefas.

= De modo geral, grandes projetos sdo formados por tarefas,
entre as quais existe uma relagdo de dependéncia temporal.

= Através da ordenagdo topoldgica, obtém-se uma sequéncia
vdlida de execugdo dessas tarefas. Isso € critico quando
poucas tarefas podem ser executadas simultaneamente.



Uma aplicagdo

= A ordenagdo topoldgica poderia ser aplicada, por exemplo,
em um curso com mddulos semestrais, com varias disciplinas
por modulos.

= O DAG representaria o sistema de pré-requisitos entre as
disciplinas do curso, e cada ordenagdo topoldgica
corresponderia a uma possivel sequéncia em que as
disciplinas poderiam ser cursadas.

B EX@I’T\p'O: disciplinas Dl, Dz, D3, D4€ D5.

=« (D1, D2, D3, D4, Db) e (D2, D4, D1, D3, D5) sdo ordenacoes
topoldgicas do DAG abaixo.
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Exemplo de ordenagdo topoldgica

= Considere o DAG abaixo:
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= Vamos fazer sua
exploragdo em
profundidade
dando prioridade
sempre aos
vértices de
menor valor.
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Uma solucdo

= A ordenagdo topoldgica pode ser resolvida com uma simples
variante da exploragdo em profundidade: basta utilizar o
vetor de complementagdo em ordem inversa.

OrdemTopol (s) { DFS (v) {
int ce = 0; expl[v] = ++ce;
int cc = 0; for <v,u> € E
for v € V { if (expl[u] == 0)
expl [V] = 0; DFS (u) ;
} comp[v] = O; comp[v] = ++cc;
DFS (s) ; }
for v € V . .
X +
it (expllv] == O) Complexidade de tempo: O(n+m)
DF'S ; : :
for v o V(v) Usando uma pilha, seria
escrever (v, |V|-comp[v]+1l); ﬁ vpéorisiLV:SI 3?':\221;2;\
} topoldgica. Como?
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Componentes fortemente conexos (CFC)

= Em um digrafo, os componentes fortemente conexos (CFC)
sdo subconjuntos maximais de vértices conectados entre si,
isto €, dados dois vértices v; e v em um mesmo CFC, ha um
caminho de v;a v; e de v; a v,

T@' Cg <§>¢>© ?

Digrafo CFCs do digrafo Digrafo reduzido
(é um DAG)

Importante:
{1,2,3} ndo € um CFC,
pois ndo € maximal




Componentes fortemente conexos (CFC)

= Para que servem?

= Por exemplo, para subdividir problemas em digrafos
(um subproblema semelhante para cada CFC)

= Exemplos:
= Estudo de privacidade em sistemas de comunicagdo
= Andlise de circuitos eletronicos: classes de equivaléncia

= Andlise do fluxo de controle para a validagdo de
programas

= Facilitar a paraleliza¢do de lagos sequenciais



Componentes fortemente conexos (CFC)

= Exemplo: decomposi¢do de lagos sequenciais

for (1 = 1; i <= n; i++) { ]
Cl: A[i] = B[i] + C[i]; E possivel representar
c2: D[i] = E[i] + F[i]; em um digrafo as
22 ﬁ{i]‘l]_ ;[?][ll ;[c;][l.]; dependéncias temporais
o5 Bli41] = E[i+1] + M[i]; entre esses comandos
C6: F[i+1] = D[i] + N[i];

Pes ass)y@a) (o
O @ -

@ / Digrafo dos CFC




Componentes fortemente conexos (CFC)

= Lagos decompostos de acordo com os CFC:

for (1 = 1; i <= n; i++) {

Cl: A[i] = B[i] + C[i]: C1-C3-C5 @ Q

C3: E[i+1] A[i] + G[i]; 7
C5: B[i+1] E[i+1] + M[1i];

for (i = 1; i <= n; i++) { p :
co- D[i] = E[i] + F[i]; Geralmente, € mais
C6: F[i+1l] = D[i] + N[i]; facil aplicar técnicas
} de paralelizagdo em
lagos menores

for (1 = 1; i <= n; i++) {
C4: H[i] =



Componentes fortemente conexos (CFC)

= E possivel encontrar os componentes fortemente conexos de
um digrafo através de uma variante do algoritmo de Tarjan.

s Ideia:

= Considere a drvore T de exploragdo em profundidade e a humeragdo
expl[v] para cadav € V.

= Os vértices que estdo em exploragdo sdo empilhados (permanecerdo
na pilha até que seja encontrado o seu componente conexo).

= Cada vértice v guardard CFC[v], que é o menor nimero de exploragdo
entre os vértices na pilha que atingir durante sua exploragdo. Desse
modo, ficara automaticamente associado a um componente conexo.

= Quando a exploragdo do vértice v terminar, se expl[v] = CFC[v] entdo
todos os vértices na pilha (desde o topo até v) pertencem a um
mesmo componente, e podem ser desempilhados.



Exemplo

O O O O

= Importante: nem todos os
vértices de um mesmo
componente terminam com o
mesmo valor.

= Exemplo: acrescente um arco
<C,A> nesse mesmo digrafo, e
visite <C,F> antes.



Algoritmo

TarjanCFC () {
pilha P;
inicPilha (P) ;
int ce = 0;
for v e V

expl[v] = 0;

for v € V
if (expl|[v]

DFSCFC (v) ;

DFSCFC (v) {
expl[v] = ++ce;

push (P,v) ;
CFC[v] = expl[il;/////////
for <v,u> € E

if (expl[u] == 0) {

DFSCFC (u) ;

}

else if (u € P)

Arco de
arvore

CFC[v] = min{CFC[v],CFC[u]};

Vértices sem
componente

== 0) CFC[v] = min{CEC[v], expl[u]};
if (CFC[v] == expl[v])
do {
x = top(P);
pop (P) ;
} while (x '= v);
}

definido

Complexidade de tempo: O(n+m)
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Vértices de corte

= Uma variante do algoritmo de Tarjan pode encontrar os
vértices de corte (ou pontos de articulagdo) de um grafo
G=(V k) conexo nao-orientado, sem lagcos ou arestas repetidas.

Desse modo, se fizéssemos uma exploragdo em profundidade a
partir de cada vértice do grafo, poderiamos identificar todos os
vértices de corte (no entanto, ha outra solugdo mais eficiente)

= Ideia:

= Considere a drvore T de exploragdo em profundidade e a numeragdo
expl[v] para cadav € V.

= Raiz: serd vértice de corte se tiver pelo menos dois filhos em T.

= Demais vértices:

= Vv serd vértice de corte se tiver algum filho sem retorno para nenhum dos ancestrais
de v.

= E calculado m[v] = min{ expl[v], expl[x] }, onde x € um vértice que v (ou um de seus
descendentes) atinge em T através de uma dnica aresta de retorno.

= Portanto, v serad vértice de corte se tiver algum filho u tal que m[u] > expl[v].



C e H sdo vértices de corte



Algoritmo

TarjanVC(r) {

// valido se for conexo e

// ndo tiver lacos ou
// arestas repetidas

int ce = 0;

for v € V {
expl[v] = 0;
pai[v] = null;
nfilhos([v] = 0;
VC[v] = false;

}

DFSVC (r) ;

for v € V-{r} {
p = pail[v];

VC[p] = VC[p] ||

}
VC[r] =
for v e V

Trata as arestas
de retorno,
tanto na ida

como ha volta

(m[v]>=expl[p]l)

(nfilhos[r] > 1);

if (VC[v]) v é vértice de corte

DFSVC (v) {
expl[v] = ++ce;
m[v] = expl[v];

for <v,u> € E

\

}

if (expl[u] == 0) {
pai[u] = v;
nfilhos[v]++;
DFSVC (u) ;
m[v] = min{m[v] ,m[u]};
}

else // arestas de retorno

if (u '= pai[v])
m[v] = min{m[v],expl[u]};

Complexidade de tempo: O(n+m)



Arestas de corte

= A identificagdo das arestas de corte (ou pontes) é
realizada de maneira semelhante:

= Encontrar uma drvore de exploragdo T, calculando as
mesmas numeragoes expl e m para os vértices.

= E fdcil constatar que nenhuma aresta de retorno dessa
exploragdo pode ser de corte.

= Uma aresta <v,u> € T serd de corte se m[u] = expl[ul.



No exemplo anterior

<C,E> e <H,6> sdo arestas de corte



Algoritmo

DFSAC(v) {
expl[v] = ++ce;
m[v] = expl[v];
for <v,u> € E

TarjanAC(r) {
// valido se for conexo e
// ndo tiver lacos ou

// arestas repetidas 1t (?xpl[u] =0 {
int ce = 0; pai[u] = v;
for v € V { DFSAC (u) ;
- 0- m[v] = min{m[v],m[u]};
expllv] = 0; if (m[u] == expl[u])

i = null; 2
pai[v] u <v,u> é aresta de corte

} )

DFSAC (x) ; else // arestas de retorno
} if(u '= pai[v])
m[v] = min{m[v],expl[u]};

Complexidade de tempo: O(n+m)



