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Definicdo

= Um grafo 6=(V,E) é formado pelos vértices
V={vqy, vy, .., v} e pelas arestas E ={e;, e,, ..., e,}.

s Consideraremos sempre que |V| =ne |E| = m

= Um exemplo:

Vs

V= {vyq, v, v3, v;, Vs, Vg, V7, Vg, Vol 6 n= ;

E={e; e, e; e, ese,es, es eq e, 1, mMm=12



Informagdes em um grafo

= Pode haver informacgdes nos vértices e/ou has arestas.

= Ex1: Fornecimento de produtos entre fdbricas

= Vértice (fdbrica): nome, localizagdo, nimero de empregados

= Aresta (fornecimento): produto transportado, quantidade, custo
= Ex2: Mapa rodovidrio

= Vértice (cidade): nome, nimero de habitantes, drea

= Aresta (rodovia): distdncia, qualidade do trecho, eventuais peddgios
= Ex3: Rede social

= Vértice (pessoa): nome, ocupagdo, idade, enderego

= Aresta (colaboragdo): trabalhos em conjunto, drea de atuagdo, artigos



Algumas aplicagoes

= Administragdo comercial: diagramas de processos,
organogramas

= Bioinformdtica: mapas genéticos, interagdo de proteinas
s Bancos de dados: relacionamento de entidades

= Internet: conexodes entre redes, projeto e otimizagdo de
sites

= Problemas em geral: diagramas de evolugdo, validagdo de
circuitos, automatos finitos, andlise de linguagens, controle
de fluxos, etc.
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xemplo: mapeamento de vizinhangas
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Exemplo: metro de Moscou
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Exemplo: escalonamento de provas
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mapas de redes P2P

Exemplo

= Criado por GnuMap
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Exemplo: automatos e algoritmos

= Algoritmo para verificar a
divisibilidade de um ndmero por 7

= Percurso comeca no circulo

_____

= Para cada digito d do ndmero,
andar d arestas azuis

= Ao passar para o digito seguinte,
andar 1 aresta vermelha

= Repetir o processo até terminar
os digitos do nimero

= Se terminar no circulo, o nimero é
divisivel por 7




Arestas e vértices

= Uma aresta e € E € um par ndo-ordenado (,v), onde
uveV.

= Neste caso, dizemos que os vértices v e v sdo
adjacentes entre si, e que a aresta e € incidente em
u eemyv.

= Uma aresta e = (v,v) € chamada de lago quando v = v.

= d(u) é o grau do vértice v, isto €, o nimero de
incidencias em w.

= E fdcil observar que X ., d(u) = 2.|E|

veV



Origem histdrica

= Na cidade de Konigsberg (atual Kaliningrado), havia sete
pontes sobre o rio Pregel:

= Serd possivel fazer um passeio pela cidade, comegando e
terminando no mesmo local, e passando uma Unica vez em cada
ponte?

= Euler (1736) resolveu o problema: esse passeio sé seria
possivel se cada vértice do grafo tivesse grau par.

= Todo grafo com essa propriedade é chamado de eu/eriano.



Subgrafos

= O grafo G'=(V',E’) € um subgrafo de 6=(V.E)se V'c Ve
E' — E, e todas arestas de E' tém seus vértices em V..

= Quando V=V, G' é chamado de subgrafo gerador de G.

= Seja X < V e E(X) o conjunto das arestas de E com ambos
os vértices em X. Dizemos que G(X)=(X,E(X)) é o subgrafo
de G induzido por X.

= Exemplo:

G/ / X={2,3,4,5}

6 4 > G(X)



Sequéncias de vértices

= Caminho é uma sequéncia alternada de vértices e
arestas, onde cada aresta é incidente tanto ao
vértice que a antecede como ao que a segue.

= Caminho simples € um caminho no qual cada vértice
aparece uma Unica vez.

= Comprimento de um caminho € o seu nimero de
arestas.

= Ciclo ou circuito é um caminho que comega e termina
no mesmo vértice.




Componentes conexos

= Dois vértices v e v sdo conectados se houver um caminho
entre eles. Componentes conexos sdo subconjuntos
maximais de vértices conectados entre si.

= Um grafo € conexo se tiver um dnico componente conexo,
ou seja, se todos seus vértices estiverem conectados
entre si.

= Exemplo:
O O—O

Oi‘O/\ Grafo com 3
- componentes conexos

O g



Arvores e florestas

= Arvore é um grafo conexo sem circuitos.

O\O/o/o\ >Q<Oo
o O/O

= Portanto, fodo caminho simples é uma drvore.

= Exemplo:

= Floresta é um grafo cujos componentes conexos sdo
drvores.

= Exemplo:

O O
/ e
O&? Oi/O\DO
o—



Vértices e arestas de corte

= Em um grafo G, v € V é chamado de vértice de corte (ou
ponto de articulacdo) se a sua remogdo desconecta G.

= Exemplo: %

= Se um componente conexo de um grafo ndo possui vértices
de corte, ele é chamado de componente biconexo.

= Analogamente, uma aresta e, cuja remogdo ocasiona a
desconexdo do grafo, recebe o nome de aresta de corte (ou

ponte).

= Exemplo: V{}




Digrafos ou grafos orientados

= Digrafos sdo grafos orientados, isto €, suas arestas
possuem diregdo e sdo chamadas de arcos.

= Em um digrafo 6=(V,E), uma aresta e € E é um par ordenado

(4,v),onde y,ve V. v é sucessor de u
O »O
u v

u é predecessor de v

= Cada vértice v tem um grau de saida ¢*(v)e um grau de
entrada d(v), que correspondem respectivamente ao total

de arcos que saem ou chegam em v.
2

= Exemplo: e ] 4 d*(4)=0
! = d(4) = 3
3 d*(6) = 1

O 6 d(1)=1

5



Sequéncias de arcos

= Caminho é uma sequéncia de arcos ¢, e, ..., e, tal

que a extremidade inicial de e; coincide com a
finalde e, 1<i<q.

= Ciclo ou circuito € um caminho que comega e
termina no mesmo vértice.

| R I
= Exemplo:

2 5
€3 R &4 3 : ;.
O 07 ej, e4, &7, €50 caminho entre os vértices 2 e 1
e e e . . .
. 2 6 & e-, e, ex, e ciclo ou circuito
3, €4, €5, €1
T g




Componentes fortemente conexos

= Em um digrafo, dois vértices v; e v; estdo conectados

entre si se existem caminhos de v; a v; ede v; a v;.

= Desse modo, surge analogamente o conceito de componente
fortemente conexo.

= Exemplos: ,

2 6 .0
<\i\\o . {1,2,3,4,5,6,8,9,10)
1 / 7)
4 7
/Ov C\ {1,2,3,4)
— \ //06 (5,6, 7}




Ordenagdo topoldgica

= Uma ordenagdo topoldgica de um digrafo 6=(V,E)
corresponde a uma bijegdo f: V—{1,2, ..., n} tal
que, para toda aresta (v,v) € E, f(v) < f(v).

= Em outras palavras, deseja-se numerar os vértices
de tal modo que, se houver em G um caminho de v
até v, entdo o nimero de v serd menor que o de v.

= E fdcil provar que um digrafo 6 admite uma
ordenagdo topoldgica se e somente se for aciclico.

= Se os vértices forem alinhados de acordo com uma
ordenagdo topoldgica, todos os arcos terdo uma
mesma direcao.



Exercicio

= Encontrar uma ordenagdo topoldgica para os
digrafos abaixo.
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Matriz de adjacéncias

= Matriz de adjacéncias é formada por # linhas e n colunas.

= A posigdo a, dessa matriz indica se o vértice v; € sucessor
ou hdo do vertice v,.

= Exemplo:

nxn

o O O O
© - +—» O

o O O
O O -

Tamanho da estrutura: O(n?) Util quando grafo é denso: m ~ n2



Lista de adjacéncias

= Lista de adjacéncias € formada por um vetor de 7
ponteiros, onde cada vértice aponta para seus sucessores
(ou predecessores).

= Exemplo:

@

vértices Sucessores

1 +—— 2 — 3

- [ 3 |—[4

L ‘. ,
i} Util quando grafo € esparso: m <« n?
—

2
- Codigo para manipulagdo do grafo é
4 - mais complicado

Tamanho da estrutura: O(n+m)



Grafos ndo orientados

= Exemplo:

@
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Exemplo 1

= Fornecimento de produtos entre fdbricas:
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Exemplo 1: matriz de adjacéncias

Int maxvert = 100;

struct CelulaVertice {
char nome[30];
bool adjacente[maxvert];

ct Digrafo {

Nt nvert;

igrafo Fornecimento;

-2
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Exemplo 1: lista de adjacéncias

InNt maxvert = 100;

typedef 1Int vertice; ////f//LGMJ
\> ~.

2 | Eriess 5 S 7| Johns
struct CelulaAdj { Se houver 2| Enicsson [ 6| Nestle | Johnson
vertice vert; / informacgdo no _ \\ -/ 7< \ :
- 3|1 hat | 5| Panasonic 8| LG 11| Gerdau
CelulaAdj *prox; arco, basta / - \
}; acrescentar ,-// , |
. 4| Toshiba 9| Avibras 10| Embraer
um campo aqui ”
struct CelulaVertice {
char i1nfoVert[30]; | — . . .
CelulaAdj *listaAdj; ) — : 2 ——
- 2| Ericsson 1 P P e
}’ 3 Fiat .
) 4| Toshiba 13 1o,
struct Digrafo { 5 | Panasonic 1 T3 T P
Iint nvert; 6 Nestle > R 2 o o
CelulaVertice vertices[maxvert]; 7 [ Jolnson | e - -
}- 3 LG 6l e
91 Avibras | e
- - - 10] Embraer | e
Digrafo Fornecimento;
11| Gerdau o 1 o - o g o 10




Exemplo 2: armazenamento de digrafo

= Seja um digrafo de fornecimento entre fdbricas:

= Arcos: custo de fornecimento mensal (em R$)

= Deseja-se representd-lo através de uma lista de adjacéncias,
onde todas as dimensoes sdo alocadas dinamicamente.
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Exemplo 2: armazenamento de digrafo

typedef Int vertice;

struct CelulaAdj {
vertice vert;
int custo;
CelulaAdj *prox;

};

struct CelulaVertice {
char nome[30];

CelulaAdj *listaAdj;
};

struct Digrafo {
INt nvert;
CelulaVertice *vertices;

};

Digrafo G;

1 GM 1> S| 600 | e

2_ Ericsson | 1|10 | —*s| 120
3 Fiat

4| Toshiba | {3 |30 | e

5 | Panasonic » 2 | 130 *» 3 | 280
_ Vetor de vértices

alocados dinamicamente




Exemplo 2: armazenamento de digrafo

// Funcao lerGrafo: 1€ e armazena um digrafo na variavel global G
void lerGrafo () {
int i1, j, n;
CelulaAdj *p;
// Alocacado do vetor de vértices
printf ("'Numero de fabricas: ");
scanf ("%d'", &G.nvert);
G.vertices=(CelulaVertice*)malloc((G.nvert+l)*sizeof(CelulaVertice));
// Leitura do nome das fabricas

for (1 = 1; 1 <= G.nvert; 1++) {

printf ("'Nome da fabrica %d: ", 1); 1| GMm J S| 60 | o
scanf ("%s', &G.vertices[i].nome); 2 | Ericsson {1 ] 150 5[ 10 | o
G.vertices|i]-listaAdj = NULL; 3|  Fiat
} 4| Toshiba o330 |
5 | Panasonic > | 150 3 | 280 | o

// Continua...



Exemplo 2: armazenamento de digrafo

// Leitura dos fornecimentos e seus custos

for (1 = 1; 1 <= G.nvert; 1++) {
printf (“'Numero de fornecimentos de %s: ', G.vertices[i].nome);
scanft("'%d", &n);

for (j = 1; j <= n; j++) {
printf ('Numero da fabrica e custo:'");
p = G.vertices[i].listAdj;
G.vertices|[i].listaAdj = (CeIuIaAdj*)malIoc(S|zeof(CeIulaAdJ));
G-vertices[i] IlstaAdJ—>prox = p;
scanft("'%d %d'", &G.vertices[i]. IlstaAdj—>vert
&G.Vertices|i].-li1staAdj->custo);

}
1 } 1 GM 5|60 | e
2| Encsson » 1| 150 * 5120 | o
3 Fiat
4| Toshiba 31320 |-
5 | Panasonic 2 | 150 *» 3| 280 | o




Representagdo mais adequada

= Critérios para se escolher a melhor representagdo:

= Espago de armazenamento (depende do tamanho do
grafo)

= Teste de pertinéncia de uma aresta (matriz)
= Verificagdo do grau de um vértice (lista)
= Insercdo ou remo¢do de uma aresta (matriz)

= Percurso no grafo (lista)

= Geralmente, a lista de adjacéncias costuma ser
mais vantajosa



