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Arvores balanceadas

= Uma drvore bindria de busca ndo garante acesso em tempo
logaritmico.

= Insercgdes ou eliminagdes podem desbalancead-la.

= Pior caso: a drvore degenera em lista ligada, onde a busca passa a
gastar tempo linear.

= Balanceamento das darvores bindrias de busca:

= Evitam esses casos degenerados.
= Garantem tempo logaritmico para todas as operagoes.
= Requerem algoritmos mais elaborados para insergdo e eliminagdo.

= De modo geral, os nés das drvores balanceadas armazenam mais
informagoes.

= As drvores AVL sdo um conhecido e importante exemplo.
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Arvores AVL

= Autores: Adelson-Velskii e Landis (1962).

= Foi o primeiro modelo de balanceamento proposto
para drvores bindrias de busca.

= Exigéncias para as sub-drvores de cada ho:

= Diferenga de alturas ndo pode exceder 1
= Pode ser mantida sem onerar o tempo das operagoes

= Garante altura logaritmica para a drvore

= Definicdo: uma darvore AVL é uma darvore bindria
de busca em cujos néds as alturas das sub-drvores
diferem no maximo de uma unidade.




Arvores AVL
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Insercdo do 5 Desbalanceamento

Apos cada insergdo ou eliminagdo, € necessdrio
verificar o balanceamento de todos os hds da arvore
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Insercdo em darvores AVL

= Apds uma insergdo, somente podem ficar desbalanceados os
nos do caminho da raiz até esse novo no.

= Nesse caminho, € preciso encontrar o né mais profundo
(nivel mais alto) no qual ocorreu desbalanceamento.

= Veremos que basta rebalancear esse nd!

= Supondo que X seja esse nd, possiveis casos a serem
analisados:

a) drvore esquerda do filho esquerdo de X
b) drvore direita do filho esquerdo de X
¢) drvore esquerda do filho direito de X
d) arvore direita do filho direito de X

= Casos simétricos: ae d(caso 1); be c(caso 2).



Caso 1: rotagdo simples

= k2 é né mais profundo que sofreu desbalanceamento

= Sua sub-arvore esquerda ficou 2 niveis abaixo da direita

= B ndo estd no mesmo nivel de A (pois k2 estaria desbalanceado antes da insergdo)
= B ndo estd no mesmo nivel que C (pois k1 seria o né mais profundo)



Exemplo
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= A drvore resultante é AVL
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= kil e k2 ficam balanceados
= A altura da drvore resultante € igual a da drvore anterior a insergdo
= A troca de ponteiros pode ser feita em tempo constante

= O no k2 pode ser encontrado em tempo proporcional a altura da
arvore



= Uma rotagdo simples ndo resolveria o desbalanceamento

= A sub-drvore Q, que estd a 2 niveis de diferenga de D, passaria a
estar a 2 niveis de diferenca de A



Caso 2: rotagdo dupla

= Uma (e somente uma) das sub-drvores B ou C estd 2 niveis
abaixo de D

= k3 ficaria na raiz

= As novas posigdes de ki1, k2 e das sub-drvores respeitam a
ordenacgdo

= A altura da drvore resultante € igual a da drvore anterior a insergdo



Exemplo
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= Essa rotagdo dupla corresponde a 2 rotagoes simples

= Entre k1l e k3
= Entre k2 e k3

= Também pode ser feita em tempo constante




CES-11

= Balanceamento de arvores

= Arvores balanceadas

Arvores AVL

Insercdo em darvores AVL

Eliminagdo em arvores AVL

Altura de drvores AVL

Implementagdo

Comentarios finais



Eliminacdo em arvores AVL

= A eliminagdo de um né numa arvore AVL é, inicialmente,
andloga a que ocorre huma drvore bindria de busca:

= Se for folha, basta elimina-la.
= Se tiver um Unico filho, ele ficard em sua posigdo.

= Se tiver dois filhos, elimina-se o né mais a esquerda da sua sub-
drvore direita, cujo valor passarad a ser armazenado em seu lugar.

= E fdcil perceber que essa técnica pode provocar
desbalanceamentos na arvore AVL.

= O rebalanceamento comegard no né mais profundo que, apés
a eliminagdo, perdeu a propriedade AVL.

= Do modo semelhante ds insercées, serd preciso verificar
seis possiveis casos, simétricos dois a dois.



Casos de rotagdo simples

= Nos dois es%uemas abaixo, como a eliminagdo ocorreu na
, bastara realizar uma rotagao simples:

sub-arvore

= No segundo esquema, a sub-drvore resultante diminuiu de
altura (uma unidade).

= Por isso, também serd preciso realizar um eventual rebalanceamento
no pai de k1. Isso pode continuar até a raiz...

= Hd também os correspondentes casos simétricos a esses
esquemas (C ¢ inicialmente a sub-arvore esquerda de k2).



Casos de rotagdo dupla

= No esquema abaixo, B ou C podem ter altura menor (uma
unidade). Como a eliminagdo ocorreu na sub-arvore D, sera
preciso realizar uma rotagdo dupla:

= A sub-drvore resultante diminuiu de altura (uma unidade).

= Por isso, também serd preciso realizar um eventual rebalanceamento
no pai de k3. Isso pode continuar até a raiz...

= Hd também o caso simétrico, onde D ¢ inicialmente a sub-
arvore esquerda de k2 e k3 é filho esquerdo de kl.
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Altura de darvores AVL

m Sleja n&h) o nimero minimo de nds de uma drvore AVL com
alfura h.

= Sabemos que n(0)=1 e n(1)=2.

= Para h>1, essa drvore AVL minima serd formada pela raiz,
por uma sub-arvore de altura h-1 e por outra sub-arvore de
altura h-2.

= Portanto, n(h) = 1 + n(h-1) + n(h-2), para h>1.
= Como n(h-1) > n(h-2), sabemos que n(h) > 2.n(h-2).
= Repetindo:

= n(h) > 2.n(h-2) > 2.(2.n(h-2-2)) = 4.n(h-4)

= n(h) > 4.n(h-4) > 4.(2.n(h-4-2)) = 8.n(h-6)

= Generalizando: n(h) > 2'.n(h-2i), para i>0.



Altura de darvores AVL

= n(h) > 2'.n(h-2i), para i>0.
= Consideremos o caso h-2i = 1, ou seja, i = (h-1)/2:
« n(h) > 2172 n(1)
= n(h) > 2.2(h-1)/2
« n(h) > 2(h+1)/2
« Ig n(h) > (h+1)/2
= h<2lgn(h)-1

= h = O(log n), ou seja, a altura de uma drvore AVL é de ordem
logaritmica em relagdo ao seu nimero de nés.

= Portanto, os algoritmos de inser¢do, de eliminagdo e de busca
na arvore AVL sdo logaritmicos!



Altura de darvores AVL

= Por outro lado, € possivel verificar que
n(h) = F(h+3)-1, onde F(i) € o i-ésimo ndimero de
Fibonacci.

= Mais precisamente, sabe-se que h < 1,44 |g (n+2),
onde h é a altura e n é o nimero de nds de uma
drvore AVL, ou seja, o pior caso tem um fator
multiplicativo pequeno.

= Em 1998, Knuth mostrou que, para n grande, a altura
média de uma drvore AVL é Ig n + 0,25.
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Implementagdo

= Vimos que, nas drvores AVL, insergoes e
eliminagoes gastam, no pior caso, tempo
proporcional a altura da arvore, que por sua vez
é proporcional ao logaritmo do ndmero de nds.

= Na sua implementagdo, o que seria preciso
acrescentar a estrutura de dados?

= Em cada nd, basta manter uma f/ag de trés
valores (-1, 0 ou 1) que indica a diferenga entre
as alturas das suas sub-darvores.
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Comentarios finais

= Na literatura, ha varios modelos de drvores bindrias
de busca balanceadas.

= Esta estrutura é muito adequada para pesquisa em
memoria primdria, pois satisfaz simultaneamente
alguns requisitos conflitantes:
= Acesso direto eficiente (tempo logaritmico)
= Acesso sequencial eficiente (tempo linear)
= Insergdo e eliminagdo eficientes (tempo logaritmico)

= Boa taxa de utilizagdo da memdria

= Para pesquisa em memdria secunddria, fambém ha
uma boa diversidade de modelos. O mais conhecido é
a drvore B (Bayer e McCreight, 1972).



