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Complexidade de algoritmos

= Importancia de andlise de algoritmos

= Um mesmo problema pode, em muitos casos, ser
resolvido por vdrios algoritmos.

= Nesse caso, qual algoritmo deve ser o escolhido?

= Critério 1: facil compreensdo, codificagdo e
correc¢ao
= Geralmente, sdo algoritmos ineficientes

= Este critério seria adequado se o algoritmo fosse
executado poucas vezes:
Custo de programagdo (Cp) > Custo de execugdo (Ce)



Complexidade de algoritmos

= Critério 2: eficiencia no uso dos recursos
computacionais e rapidez na execugdo
= Geralmente, sdo algoritmos mais complicados

= Critério mais adequado para o caso de algoritmos
muito utilizados ( Cp < Ce )

= Medigdo de eficiencia: uso de memoria e
tempo de execugdo

= Nesta disciplina, a énfase é dada para algoritmos
eficientes no tempo de execugado

= Hda muitos casos em que algoritmos simples ndo sdo
executados em tempo vidvel



Complexidade de algoritmos
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Complexidade de algoritmos

= Considerando n = 20, quantos
determinantes seriam calculados?

= 20 para os humeradores e 1 para o

denominador
A1:1 Al; A1:1-1 A1:1—1 .- Alzn
Az; Az; Azzi-l Azzi—l .- AZ:ﬂ
Al-lzl An; An:i-l Anzi—l -- -An:n
Xi:
A1:1 AI:E A1:1-1 A1:1—1 - Alzn
Az; Az; A2:1-1 A2:1—1 .- AE:H
Anzl An; An:i-l An:i—l -- Anzn




Complexidade de algoritmos

Seja m o tempo gasto para realizar uma multiplicagdo
Seja det, o ndmero de multiplicagdes presentes no

cdlculo do determinante de uma matriz de ordem n

multiplicagoes, no caso de n = 20:

= T = m.Zl.deTzo

= T=m.21.(20 + 20.det,,)
= T=m.21.(20 + 20.(19 + 19.det,,))

Podemos calcular o fempo T gasto apenas com

= T=m.21(20 + 20.(19 + 19.(18 + 18.det7)))
= T=m.21.(20 + 20.(19 + 19.(18 + 18.(17 + 17.(... (3 + 3.(2)..)))))

(111
(Lo

Lembrando: det

ln1

112
(Lo

lnp—11 fp—12 ---

ln 2

= a(—1) - detA_; ;.
j=1




Complexidade de algoritmos

T=m.21.(20 + 20.(19 + 19.(18 + 18.(...(3 + 3.(2)...)))))

T=m(2.3.4.5....20.21+
+ 3.4.5....20 .21+
+ 4 5 ., ...20 .21 +
+ 19 . 20 . 21 +
+ 20 . 21)

T=m21(1+ (1/721) + (1/31) + ... + (1/191))
T~m.8,778. 1019



Complexidade de algoritmos

= Quantidade de multiplicagoes: ~ 8,778 . 10¥°

= Utilizando um supercomputador atual:
= 10" multiplicagdes por segundo
= Tempo gasto: 8,778 . 108 s ~ 27,8 anos!

= Um algoritmo mais eficiente é o Método da
Eliminagéo de Gauss

= 209 divisoes + 2850 multiplicagoes
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Avaliagdo do tempo de execugao

= Ex: método de ordenacdo Bubb/eSorf
= Vetor comindicesde lan

void BubbleSort (int n, vetor A) { |------p-

int 1, p, aux, trocou;

p =n - 1; trocou = TRUE;
while (p >= 1 && trocou) { -------

trocou = FALSE; 1 = 1;

while Gi <= p) { -------

if (A[i] > A[i+1]) {

aux = A[i]; -------

A[i] = A[i+1];

Al o N o

trocou = TRUE;

+
i

| P
i< i+ 1 '8 32 21 3 40 97 15
p=p-1; } } -----ﬁ-




Avaliagdo do tempo de execugao

= Ex: método de ordenagao Bubb/eSom‘
void BubbleSort (int n, vetor A) {
it 1 b . troc: -------

p =n - 1; trocou = TRUE;

while (p >= 1 && trocou),{ -------

trocou = FALSE; 1 = 1;

while (i <= p) { -------

1T (A[i] > A[i+1]D {

aux = A[i1; -------

A[i] = A[i+1]:

erosou = 1oL -------
. e o@ 3 w2 13 Go 97
p=p-1: 3} 3 '3 8 15 21 32 40 97




Avaliagdo do tempo de execugdo

_ Operagio Tempo (ns) Operagio Tempo (ns)
Atrib. int 1 + - < <==int 2 + - < <==float 15
Atrib. float 2 && 1,5 [ 8
* int 5 * float 20
/ int 8 / float 30
void BubbleSort (int n, vetor A) -
int 1, p, trocou; float gg;z/kﬁ/
p =n - 1; trocou = TRUE; -

Obs: supomos que
vetor A contenha

while (p >= 1 && trocou y-

trocou = FALSE; 1 = 1; , .
ou = | 2ns| ndmeros do tipo Float
whille (1 <= p

if (A[i] > A[i+1])/{/-
aux = A[1]; A[1] = A[1+1]; /////
A[1+1] = aux; trocou = TRUE; }» -
}
=i+ 1;/-

+
p=p—1;{-

Mas quantas vezes cada
trecho serd executado?




Avaliagdo do tempo de execugdo

= Andlise do pior caso
= Qcorrerd quando o teste do if for sempre verdadeiro
= O que isso significa isso?  Vetor em ordem decrescente

void BubbleSort (int n, vetoy{/- executado 1 vez

int i, p, trocou; float aux; - fod
n
p=n - 1; trocou = TRUE; execurtaao n vezes

whille (p >= 1 && trocou y- executado n-1 vezes
trocou = FALSE; 1 = 1; - executado p+1 vezes a cada

while (i <= p iteracdo do while externo
it (A[i] > ALi+1]) {

aux = A[1]; A[1] = A[1+1];

A[i+1] = aux; trocou = TRUE; -/-
1 executado p vezes a cada
i =i o+ 1: ] iteragdo do while externo

}

0 =p—1: {- executado n-1 vezes



Avaliagdo do tempo de execugdo

= Andlise do pior caso
= Qcorrerd quando o teste do if for sempre verdadeiro
= O que isso significa isso?  Vetor em ordem decrescente

void BubbleSort (int n, vetoy{/- executado 1 vez

int i, p, trocou; float aux; - fod
p=n - 1; trocou = TRUE; executado n vezes

whille (p >= 1 && trocou y- executado n-1 vezes

trocou = FALSE; 1 = 1;

while (i <= p)/{/- Total=n+(n-1)+ ... +3+2
aux = A[i1]; A[i] = A[i+1];
A[i+1] = aux; trocou = TRUE; -/-

it (A[i] > A[i+1]) {
} Total=(n-1)+...+3+2+1
i

=1 + 1;

}

0 =p—1: {- executado n-1 vezes



Avaliagdo do tempo de execugdo

T(n)=4+35n+2(n-1) +
2(n+(n-1)+...+3+2)+
79 (n-1) + (n-2) +...+ 2+ 1)+ 3(n-1)

void BubbleSort (int n, vetoy{/- executado 1 vez

int i, p, trocou; float aux; - fod
n
p=n - 1; trocou = TRUE; execurtaao n vezes

whille (p >= 1 && trocou y- executado n-1 vezes

trocou = FALSE; 1 = 1;

while (i <= p)/{/- Total=n+(n-1)+ ... +3+2
aux = A[i1]; A[i] = A[i+1];
A[i+1] = aux; trocou = TRUE; -/-

it (A[i] > A[i+1]) {
} Total=(n-1)+...+3+2+1
i

=1 + 1;

}

0 =p—1: {- executado n-1 vezes



Avaliagdo do tempo de execugdo

= Pior caso do BubbleSort:

T(n)=4+ 35n+2(n-1) +
2(n+(n-1)+...+3+2)+
79 (n-1)+ (n-2) +...+ 2+ 1)+ 3(n-1)

T(n) = 40,5n2 - 30n - 3

= Quando n aumenta indefinidamente, o tfermo com n2
predomina sobre os demais

= T(n) € proporcional a n?

= Também ha casos melhores: nem todos os testes do
comando if sdo sempre verdadeiros



Avaliagdo do tempo de execugdo

= Casos mais estudados:
= Pior caso
= Caso médio

= Razoes para estudar o pior caso:

= O tempo de execugdo do pior caso de um algoritmo é
o /imite superior do tempo de execugdo para uma
entrada qualquer.

= Para alguns algoritmos, o pior caso ocorre com
bastante frequéncia.

= Geralmente, o caso médio ndo € facil de ser
calculado. Vdrias vezes, ele é quase tdo ruim quanto o
plor caso.



CES-11

= Nog¢oes de complexidade de algoritmos

= Complexidade de algoritmos

= Avaliagdo do tempo de execugdo

= Razdo de crescimento desse tempo
= Notacdo O

= Exercicios



Raz

v PwN

DZ

o de crescimento desse tempo

= Ex1: Sejam A, e A, dois algoritmos que
resolvem um mesmo problema, com seus
respectivos tempos de execugdo: s _
= T,(n) = 100n? - /

600000

': 400000 -5 nAs
" TZ(n) - 5n3 © 200000 jﬁ —e—100n"2
D -

0 10 20 30 40 50

= Qual desses algoritmos é o melhor?
= Dependera do valor de n

= Empate: 100n? = 5n3 = n =20
= Paran<20, A, é melhor

= Paran>20, A, é melhor




Raz

v PwN

0 de crescimento desse tem

DZ

0

13

= Ex2: Considere 4 algoritmos que resolvem um
mesmo problema de tamanho n.

= Abaixo, seus respectivos fempos de execugdo:
= T;(n) = 100n T
= T,(n) = 5n? 3000
= T3(n) =n3/2
= Ty(n)= 2" 2000

1004




Raz

v PwN

132

o de crescimento desse e tempo

= Suponha que, na resolugdo desse problema,
pode-se aguardar até 1.000 segundos:

T(n) n para
103 seg

100n 10
Bn? 14 14
n3/2 12,60
2n 9,97

= Os problemas solucionadveis pelos 4 algoritmos
tém tamanhos da mesma ordem de magnitude
(em torno de 10).



Raz

v PwN

DZ

o de crescimento desse e tempo

= Elevemos esse tempo de espera para 10.000
segundos:

T(n) | n para | n para
103 seg 104 seg

100n
Bn? 14,14 44,72 3,16
n3/3 12,60 27,14 2,15
2n 9,97 13,28 1,33

= Repare que o Ultimo algoritmo sé consequird
resolver um problema 1,33 vezes maior...
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Notag

v -

O

A A 4

D2

Seja o tempo de execugdo de um algoritmo
igual a uma somatdria de termos (fungdes do
tamanho da entrada):

* T =@ ot e con+e,  (THAIEOM

= T,(n) =(2%+ n3/2 + 5nZ + 100n

A medida que t a ind

desses termos passa a predominar sobre os
demais:

= T,(n) € proporcional an®: é da ordem de n3

= T,(n) € proporcional a 2" é da ordem de 2"



D2

Notacdo O

= Definigdo: T(n) = O(f(n)) se e somente se
existirem constantes positivas c e n, tais que,
para qualquer n > ny, T(n) < c.f(n)

= Na verdade, o correto seria T(n) € O(f(n))
= Ex1: T(n) = (n+1)2 = O(n?)

= (n+1)2<4n?,n>1 (bastaescolhern,=1 e c=4)
= Poderiaser c=2? Sim, mas ng= 3

160
140 F
nnnnn-n /

5 10 / ——(n+1)82
(n+1) 1 =0 / ——4na2
4n2 0 4 16 36 64 100 o Y 22
2 0 2 8 18 32 50 0 — A

a Y T N —
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Notag
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D2

= Ex2: Pior caso do BubbleSort
T(n) = 40,5n2 - 30n - 3 = O(n?)
= T(n) < 40,5n? (sendony,=1 e c=40,5)

= Ex3: Seja T(n) o polindmio de grau p € N,
onde dp 2 O:

T(n) = ag.nP + a.nPt+ . +a,.n+a,

aop.NP + ag|.nP 1+ o+ [a4|.n+ |a]
ao.NP + |ag|.nP + .+ |a,4|.nP + |a,].nP
(ap + lag| + ...+ |ay 4] + |a,[).nP

c.nP, paranz:1

IA A IA A
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Notag
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= T(n) = O(f(n))
= f(n) € um limite superior para a taxa de
crescimento de T(n)
= Dado T(n), temos uma unica f(n)?
= Ndo, pois vdrias fungoes podem satisfazer a definigdo.
= Exemplo: T(n) = 4n%? + 3n + 1
= T(n) € O(n?), O(n3), O(nl9)
= No entanto, T(n) ndo é O(n)
= Na andlise de algoritmos, as taxas mais usadas sdo
n, n, n3, log n, n.log n, 2", 3", etc.
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= Notacoes similares:

" T(n) = O(f(n))
= T(n) < c.f(r.t) pa

= T(n) = £2(f(n))
= T(n) 2 c.f(n) par

= T(n) = ©(f(n))
= T(n) < ¢.f(n) paran2n,
= T(n) 2 c,.f(n) paran2ng
= f(n) € um limite inferior
e superior de T(n)
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Exercicios

= 1. Provar que n3 = O(n?)

= Por absurdo, suponhamos que n® = O(n?)

= Pela definigdo, existem constantes positivas ¢ e ng
tais que, para n > ny, n3 < c.n?

= Logo, ¢ 2 n. Portanto, a medida que n cresce
indefinidamente, ¢ também crescera

= Tsso contraria a definicdo de ¢ ser constante



Exercicios

= 2. Provar que 3" = O(2")

= Por absurdo, suponhamos que 3" = O(2")

= Pela definigdo, existem constantes positivas ¢ e ng
tais que, paran > ny, 3" ¢ c.2"

= Logo, ¢ 2 (3/2)". Portanto, a medida que n cresce
indefinidamente, (3/2)" também crescera

= Assim, para qualquer valor de n, ndo existe uma
constante que exceda (3/2)"



Exercicios

int func(int n) {

= 3. Analisar o pior caso int i, r;
de algoritmo ao lado, r=1, _
for (i=1; i<=n; i++)
que calcula o valor de F = pen-
nn return rj;
¥
int func(int n) {
int i, r;
r = 1 /. 1vez T(n) - 1-1 + Tz(n"'l) + T3n
- Tl + TZ + Tz.n + T3.n
Whl Ie (| <= n’)/. n+1 vezes =C;+Chhn
r = r*n
" P Eees -0
}
return r;



Exercicios

= 4, Analisar o pior caso do algoritmo abaixo:

int func (int n) { /. 1 vez

mtabc;

Whlle (b >=

a = b%2;
it (a ==
ro= r*c . n | b | iteragdes_

C = c*Cc*c; 2 2,10 2
b= b/2; 3 310 2
eturn r; 4 4210 3
16 16,84,2,10 5
17 17,8,4,2,10 5
31 31,15,7,3,1,0 5
2xl<n<2x X




Exercicios

= 4, Analisar o pior caso do algoritmo abaixo:

int func (int n) { /. 1 vez

int a, b, c,

b =n; c =n; /- x +1vezes
while (b >=

a = b%2;
iIf (a ==
r = r*C T(n) = 1 + 1,.(x+1) + t5.x
C = c*c*c; =t + 1, + (1, + 13).x
_b:b/2; =C1+C2X
L - C +Co. (|_|O nJ"' 1)
return r; -

Ci+Cr+Cy lo ,nJ
=C3+C, |092 n
- X vezes < €3+ Co. |092

FENEREE (- Ol

}




Exercicios

= 5. Analisar o pior caso do cdlculo recursivo de
fatoriais

int fat(int n) {
if (n <= 1) return(.
return fat(n-1) * n; /.

}

Para n»> 1.
T(n) = ¢ + T(n-1)
=c+c+ T(n-2)

= 3¢ + T(n-3) T(n) = O(n)



