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Definicoes

Grande parte dos fenomenos fisicos é modelada com
equagdes diferenciais, isto €, envolve uma fungdo
desconhecida e algumas de suas derivadas

Forma geral de uma equagdo diferencial com derivadas
até a ordem n:

yI(x) = f(x, y(x), Y'(x), ..., y"(x)), onde a< x < b

A solugdo desta equagdo diferencial € qualquer fungdo
y(x) que a satisfaga, definida em [a,b] e com n
derivadas nesse intervalo

Quando y € fungdo de uma Unica varidvel x, a equagdo
acima é chamada de Equag¢do Diferencial Ordindria ;
caso contrdrio, seria uma Equagdo Diferencial Parcial

Neste curso, abordaremos métodos numéricos de
resolugdo de Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDOs)



Condicoes iniciais

= A resolugdo de uma equagdo diferencial geralmente tem como
resposta uma familia de curvas
= Exemplo:
=y =2x+3
= Jydx=J(2x+3)dx =>y=x%+3x+cC
= Para especificar uma dessas curvas, € preciso impor condigdes
iniciais a fungdo y:
= y(t) =k
" y(t2) = k;
=y D(t) = K
= Exemplo:
=Y E-(-yAY -y
= ¥(0)=1
" y(0)>=2



PVI e PVC

= A ordem de uma equagdo diferencial € a mais alta ordem de
derivagdo que aparece hela
= De modo geral, para individualizar a solugdo de uma equagdo
diferencial de ordem m, sdo necessarias m condicdes adicionais
= Dada uma Equagdo Diferencial Ordindria de ordemm2>1, se a
fungdo e suas derivadas até a ordem m-1 sdo especificadas em um
mesmo ponto, entdo temos um Problema de Valor Inicial (PVT)
= Exemplo onde m = 3:
= y"+ (x+ 1)y" + cos(xy) - (x? - 1)y = x? + y?sen(x +y)
= y(0)=1,1; y'(0)=2,2; y"(0)=3,3
= Se as m condigoes adicionais hdo sdo dadas em um mesmo ponto,
entdo temos um Problema de Valor de Contorno (PVC)

= Exemplo (barra de comprimento L sujeita a uma carga uniforme q):

Y0200 s et |
= ¥y(0)=y(0)=0: y(L)=y"(L)=0

= Ao contrdrio de um PVI, é comum que um PVC ndo tenha unicidade
de solugdo
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Problemas de Valor Inicial

= Embora haja garantia tedrica da resolugdo analitica de
um PVI, essa solugcdo costuma ser de dificil obtencdo:
por isso, utilizam-se métodos numéricos

= Dado o PVI y' = f(x,y), onde y(x,) = Yo, construimos
X1, X2, ..., X, igualmente espacados (embora ndo seja uma
condi¢do necessdria), e calculamos as aproximagoes
y; ® y(X;) nesses pontos

= Se no cdlculo de y;,; usarmos apenas y;, teremos entdo
um método de passo simples (ou passo um); se usarmos
valores y,, k < i, feremos um método de passo mdltiplo

= Caracteristicas dos métodos de passo simples:

= Geralmente, é preciso calcular f(x,y) e suas derivadas em vdrios
pontos

= Temos dificuldades em estimar o erro do resultado
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Método de Euler

= Vamos resolver a EDO de primeira ordem y' = f(x,y),
sujeita a condigdo inicial y(xg) = Yo'

Y Yo

d
o g =floye) =TT )

(X0:Yo) 0
/ + Sejamy, = y(x;) e h = x; - X,

Equagdo da reta tangente a (xq,Yo):
" ¥ =Yo+hf(xoy0)

Quando h tende a zero, ¥ tende a y;:
" Y1 ¥ Yo+ hf(Xo.yo)

N Importante: h deve ser pequeno...

xy

_<
|

= Generalizando, tfemos a expressdo do Método de Euler:
Yir B Yi + hA(x;, y:)



Método de Euler

= A expressdo do Método de Euler pode ser deduzida de
outro modo
= Sabemos que y'(x) # [y(x+h) - y(x)1/h, onde h é algum
valor pequeno, mas ndo fixo
= Dividamos [a,b], onde a=x, e b=x,, em n subintervalos
de tamanho h:
= X.=Xg+hi,comOc<i¢<n
= Sejay;, O¢i<n, uma aproximagdo para y(x;), onde y(x) é
uma solugdo de y'(x) = f(x.y)
= Portanto:
" Y(X) = (i1 - ¥)/h
" Yur B Y+ hy'(x)
" Vi1 Y+ hf(x.y)



Exemplo

= Considerando y como fungdo de x, vamos resolver y' = 2x + 3 no
intervalo 1< x<1,5, quando y(1) = 1

= Pelo Método de Euler, temos:

" Y Ry + hf(x;, y)

" Y ®yi+h(2x+3) — _
= Considerando h = 0,1:

x0=10 | x=11 | x,=12 | x3=13 | x,=14 | x5=15
¥o=10 | yi=15 | y,=202 | y;=256 | y,=312 | ys=370

= Considerando h = 0,01:

Xo=100 | xp=110 | x;0=120 | x3,=130 | x49=1,40 | x50=150
Yo=10 | yi0=1509 | ya0=2,038 |ys= 2587 | yao = 3,156 | yso = 3,747

= QOs resultados ndo se alteraram muito. Mais adiante, veremos uma
estimativa para os erros cometidos
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Métodos de série de Taylor

Suponhamos que, de alguma maneira, estejam disponiveis as
aproximagoes yi, Ya, ..., Y, para y(x) em xy, X,, ..., X,,,
respectivamente

A série de Taylor de k-ésima ordem de y(x) em torno de x = x; é

10 = ¥0x) 1y 000~ x) + Y0+ O ey,

kI
(k+1)
onde €, 110

(x-x )", € entre x; e x

Considerando x;,; = X; + h, podemos obter a sequinte aproximagdo
para i = y(Xi.1):

" ' ||h2 (k)hk
Y ®Y;+Yh+y i?+"'+Yi Wl

E fdcil verificar que a série de Taylor de 1% ordem é equivalente
ao Método de Euler: y,,; ® y; +y'h



Métodos de série de Taylor

Para se encontrar as séries de Taylor de ordens mais altas, serd
preciso calcular os valores de y"(x), y"(x), ..., y®(x)

Considerando y'(x) = f(x,y(x)), vamos calcular y"(x):

" y'(x) = f(xy(x))

= y'=f =f, +f,.f ondef, ef sdo, respectivamente, as derivadas
parciais de f em relagdo a x e y

Desse modo, a série de Taylor de 2° ordem é
Yi ® Yi + hf(xuy) + h2[f,(x.y) + f (x.y)-f(x.y)1/2
Vamos calcular agora y"(x):
=y = f t Fry f o+ (e + £ ).f + .1,
=y =t f f + ff+ £ f2+ (f + £ )f,
=y =t 2f f+f, f2+f f +f2f
E possivel perceber como se torna dificil o cdlculo de derivadas

mais altas. Isso somente serd vidvel quando y'(x) tiver uma
expressdo simples...



Exemplo

= Usando a série de Taylor de 2% ordem, vamos calcular
y(2,1)onde xy' =x-yey(2)=2

" Xy =Xx-yoy=(x-y)xoy=1-y/x
=y = -y'/x +y/x?

Série de Taylor de 2® ordem em torno de x = 2:

= y(x) #y(2) + (x - 2)y'(2) + (x - 2)?y"(2)/2
= y'(2)=-0/2+2/22=1/2
= y(x)® 2+ (x-2)*/4

y(2,1) % 2 + (0,1)2/4
y(2.1) % 2,0025



Exemplo

= Dado quey =x-yey(0)=2, determinar y(0,2) e y(0,4)
utilizando série de Taylor de 4° ordem
= Sabemos que x, = 0 ey, = 2, e consideraremos h = 0,2

= Cdlculos das derivadas (vidveis porque sdo simples):
"Y=x-y=y=Y(0)=0-2=-2
Y El-y =y, =y(0)=1-(-2)=3
"Y' =Y =y =y"(0)=-3
. y(4) = -y'" — yo(4) = y(4)(0) =3
= Série de Taylor de 4® ordem (em torno de x, = 0 e x; = 0,2):
* v1=Y(0,2) # y(0) + hy'(0) + h?y"(0)/2 + h3y"(0)/6 + h*y(0)/24
" y; ®yg+ hyy + h?y,'/2 + h3y,"/6 + hy, /24 ~ 16552
* ¥2=¥(0,4) #y; + hy' + h?y,;"/2 + h3y,"/6 + hy,#/24
y; =x;-y;20,2-1,6552=-14562
v =1-y, % 1-(-14562) % 2,4562
yi" = -y % -2,4562

= Portanto, y, # 1,40995 _

yi9 = -y, & 2,4562




Método de Euler Aperfeicoado

Vejamos agora o Método de Euler Aperfeigoado (também

chamado de Método de Heun):

= A retal,, com coeficiente angular

y'i = f(X;y:), une os pontos Q = (x;y;) G0y + hy,

e P = (X1, Yiu):
“ Ly =y (x-x).£(xy)
= Por P, traga-se areta L, com
coeficiente angular f(x.q, ¥i.1):
= Loty = Vit (X=Xg) F (X1, Y1)
= Por P, traga-se a reta L, com inclinagdo média
entre Ly e L, [f(x.y;) + f(Xi1.¥11)1/2
= Por Q, traga-se a reta | paralela a L
= Liy sy (x=-x)[f () + F(%0.901))/2
= Apartirde | e de x,,;, obtém-se o valor de y,,;:
Yier = Yi + (Xu=X).[E (i) + F(X1.¥10)1/ 2
* Yia =Y+ hIF(XLy) + f(x.y + hy?))1/2

C =y + hTEGGY) + FOG + hys + hfOy V2 ——"

YA

Coincide com um
Método de Runge-
Kutta de 22 ordem

xy
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Métodos de Runge-Kutta

= A ideia bdsica destes métodos € aproveitar as qualidades
dos métodos de série de Taylor e, a0 mesmo tempo,
eliminar sua maior dificuldade de implementagdo: o cdlculo
das derivadas de f(x,y)

= Caracteristicas dos Métodos de Runge-Kutta de ordem n :
1) Sdo métodos de passo simples

2) Ndo exigem o cdlculo de qualquer derivada de f(x,y); por esse
motivo, calculam f(x,y) em varios pontos

3) Apds expandir f(x,y) por Taylor para fungdo de duas varidveis em
torno de (x;y;) e agrupar os termos semelhantes, sua expressdo
coincide com a do método de série de Taylor de ordem n

= O Método de Euler (equivalente ao método de série de
Taylor de 1° ordem) é um Método de Runge-Kutta de 1°
ordem, e 0 Método de Euler Aperfeigcoado é um Método de
Runge-Kutta de 2 ordem



Runge-Kutta de ordem n

Férmula geral dos Métodos de Runge-Kutta:
" Y. =Y+ &(x;, y;, h)h
®(x;, y;, h) é chamada fungdo incremento, e pode ser
intferpretada como a inclinagdo no intervalo considerado
Formula geral da fungdo incremento de ordem n :
= &(x;,Y;, h)=ak; + a,k, + ... + a .k,
ky = f(x;, yi)
ka = £(x; + pih, y; + quik;h)
ks = £(X; + pzh, y; + qarkih + g2kzh)

= Ky = f(Xi *+ poth, Yi + Qraykih + .o *+ Gerayn-)Knah)
a;, p;; e q;;: constantes obtidas lgualando se a formula geral de
Runge Ku’r‘ra com os termos da expansdo em série de Taylor

k:: relagdes de recorréncia (cdlculo computacional eficiente)
Os termos desprezados sdo de ordem O(h™!), o que acarreta

um erro global de ordem O(h"), pois h<1 —____|Veremosisso depois.




Runge-Kutta de 2% ordem

= Série de Taylor de 2% ordem em torno de x;:
" Yia = Yi + fXuydh + £(x,yhe/20 + O(h3)
" Yia =Y+ fxuydh + [F0¢y) + i (xuydf(xydlhe/2 + O(h3)

" Yii=VYit

hf(x.y:)

+

h2f,(x.y:)/2

+

hzfy(inYE)f(Xth)/ 2

+ O(h3)

= Consideremos a definicdo do Método de Runge-Kutta de 2% ordem:
Yier = ¥i + (aik; + azkz)h, onde ki = f(x;y;) e k; = f(X#p;h, yi+qi1kih)
= Expandindo k, por Taylor (fungdo de 2 varidveis) em torno de (x;y;):
= f(xi+pih, yi+qukih) = £(xy;) + pihf(xiy) + qukihf,(x.y;) + O(h?)
= Substituindo na formula de Runge-Kutta:
" Yia = Yi + akih + ap[f(Xyyi) + prhf (XY + qukihf, (x.y) + O(h®)]h
azp:hef (x| +|azq:h*f, (% y) f(xy:) + O(h3)
= Desprezando os termos de O(h3), para que ambas expressoes de y;,;
sejam iguais, € preciso que:
" q+ay=1

" Yii=VYit

-1
" ap1=z
- 1
" aqQu-z

a;hf(x;.y;) + axhf(x.y:)

+

= 3 equagodes e 4 incognitas: ha infinitas solugdes



Runge-Kutta de 2% ordem

= Ha trés versdes mais u’rullzadas a,=%,a,=1oua,=2/3
= Método de Heun (a, = 3,0, =%, Pp; = qqy = 1):
" Vi = Yi * (zkg + zKo)h
= ki = f(x;, y)
= ky = f(x + h,y, + kh)
= Método do Ponto Médio (a,=1,a;,=0,p; = qy = 3):
“ Y=Yt kZh
= ki = f(x;, y)
= ky = f(x, + 3h, y, + tk;h)
= Método de Ralston (a, = 2/3,a,=1/3,p; = qy; = 3/4):
"y =Y+ (k/3 + 2k,/3)h
= ki = f(x;, y)
= k, = f(x; + 3h/4, y. + 3k;h/4)

= Este método fornece um limitante minimo para o erro de
aproximagdo nos Métodos de Runge-Kutta de 2% ordem



Runge-Kutta de 3° e 4 ordens

= De modo semelhante, podem ser deduzidas as formulas
de Runge-Kutta de ordens superiores

= Em cada ordem, também havera infinitas versdes

= Métodos de Runge-Kutta mais conhecidos:
= 3% ordem:
Yier = Vi * (kg + 4k, + k3)h/6
ki = f(x;, i)
ky, = f(x; + zh, y; + 2kih)
ks = f(x; + h,y; - kih + 2k,h)
= 42 ordem:
Yier = Yi + (Ky + 2k, + 2ks + kg)h/6
ki = f(x;, v:)
ky = f(x; + zh, y; + 2kih)
ks = f(x; + zh, y; + £k;h)
ks = f(x; + h, y; + ksh)



Exemplo

= Usando o Método de Runge-Kutta de 2% ordem (Método de Heun),
resolvay' = x -y, tal que y(0) = 2
= Consideraremos h=0,2
= f(xy)=x-y
= Xp=0,x,=x,+0,2i
" Yo=2
= k= f(xi, )

= ky = f(x; + h,y; + kih)
" Y1 =Y+ (zky + 2ky)h

i Xi Yi ky ka

0 0,0 2 -2 -14

1 0,2 1,66 -1,46 -0,968

2 0,4 14172 -1,0172 -0,61376
3 0,6 1,254104 -0,654104 -0,323283
4 0,8 11563652 -0,356369 -0,0850914
5 10 11122192



Erros e ordens superiores

= Had um conhecido Método de Runge-Kutta de 5% ordem, chamado
Método de Butcher:
" Y =Y+ (7ky + 32k;3 + 12k, + 32ks + 7k, )h/90
= ki = f(xi, y)
o ky = f(x; + h/4,y. + kih/4)
= ks = f(x + h/4,y, + k;h/8 + k,h/8)
o kg = f(x; + h/2,y; - k,h/2 + ksh)
= kg = f(x; + 3n/4, y, + 3k;h/16 + 9k,h/16)
= kg = f(x; + h, y; - 3k;h/7 + 2koh/7 + 12ksh/7 - 12k,h/7 + 8kgh/7)
= Evidentemente, € possivel obter férmulas de Runge-Kutta de
ordens superiores, mas, de modo geral, o ganho em precisdo ndo
compensa o esforgo computacional exigido nesses cdlculos

= Além disso, vimos que o Método de Runge-Kutta de ordem n se
baseia na série de Taylor de mesma ordem: despreza termos de
O(h™1), mas com multiplicadores de valor desconhecido (y"1(£))...

= Por esses motivos, costuma-se utilizar passo adaptativo, de modo
andlogo ao cdlculo da quadratura (vide Capitulo 7)



Resultados experimentais

= Dado um PVI com solugdo analitica conhecida, podemos
resolvé-lo com métodos de Runge-Kutta de 1% a 5°
ordens, com diversos tamanhos do passo h

= Se compararmos os resultados obtidos com a solugdo
exata, teremos um grdfico semelhante ao abaixo:

Erro
relativo (%) T

100

1

10-2
104
10-6

Euler

RK de 3% ordem
RK de 4? ordem
Butcher

Total de chamadas = ng(b-a)/h

ne € o ndmero de chamadas da fungdo
f(x,y) em cada iteragdo do método

(b-a)/h: nimero total de iteragoes

ne(b-a)/h € uma estimativa do tempo total
gasto na execugdo do método

Conclusoes:

Métodos de ordem superior alcangam uma
precisdo maior com o mesmo esforgo
computacional

Depois de um certo passo h, sua
diminuigdo passa a proporcionar um ganho
muito pequeno na precisdo



MatLab

= ode23(fun, tspan, y0)

Através do método de Runge-Kutta adaptativo no tamanho do passo, com férmulas
de 2% e 3? ordens, retorna uma matriz de 2 colunas com pares (x,y)

fun é a fungdo f(x,y)
tspan é um vetor que descreve o intervalo desejado
yO € valor de y no inicio desse intervalo

Exemplo:
Dada a equagdo y' = x -y, calcular os pares (x,y) no intervalo [0,1], onde y(0) = 2
[x,y] = ode23(inline('x - y"), [0 1], [2])
O passo h é encontrado automaticamente para que cada y; tenha erro relativo 10-3

= ode45(fun, tspan, y0)

Idem, utilizando férmulas de Runge-Kutta de 4% e 5° ordens



CCI-22

= Definicoes
= Problemas de Valor Inicial (PVI)

= Métodos de passo simples
Método de Euler
Métodos de série de Taylor
Métodos de Runge-Kutta

= Métodos de passo mdltiplo
Métodos explicitos (Adams-Bashforth)
Métodos implicitos (Adams-Moulton)
Métodos de previsdo-corregdo

= Equagdes de ordem superior
= Problemas de Valor de Contorno (PVC)



Métodos de passo multiplo

= Vimos que, para encontrar uma aproximagdo de y(x,,),
os métodos de passo simples precisam apenas de y(x;),
além de cdlculos de y' = f(x,y) em outros pontos

= Por outro lado, suponhamos que, além de y(x;), fambém
sejam conhecidas aproximagoes y(X;4), ..., Y(X;.,) em m
pontos equidistantes, isto €, x, - X,_; = h, i < k < i-m+1

= Os métodos que utilizam o valor de y em mais de um
ponto sdo chamados métodos de passo multiplo

= Esses métodos baseiam-se na percepgdo de que, uma
vez que o cdlculo tenha comegado, informagdo valiosa
jd estad a disposigdo: a curvatura formada pelos valores
anteriores permite uma melhor aproximagdo da solugdo



Métodos de Adams

= Entre os métodos de passo multiplo, hd uma classe
conhecida como Métodos de Adams, que se baseiam na
integragdo numérica de y' = f(x,y) de x; até x,,:

X

i+1

><i+1 X

Jy'eadx = [ foy0addx = y0xa) = y0) + [, y(x))dx

X; X;

i+1

= Por sua vez, isso pode ser feito através de dois modos:

=  Adams-Bashforth (métodos explicitos ou formulas abertas) :
sem usar o ponto X;,,

=  Adams-Moulton (métodos implicitos ou formulas fechadas) :
usando o ponto X;,,
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Métodos explicitos

= Na aproximagdo dessa integral, os Métodos de Adams-
Bashfort utilizam m+1 pontos, e por isso sdo chamados
métodos de ordem m+1

= Isso é feito através da integragdo do polinomio
interpolador p,(x):

Y06) = Y(x)+ [pa(x)dx

. SCJG y'k - f(xk,yk) - fk, k>0
= A fungdo y' = f(x,y) € aproximada pelo polinomio p,(x),
que interpola os pontos (x;, f;), (Xi.1, i), ... Xims Tioe)-
Basta escolher o valor de m
= Podemos expressar p,,(x) através da forma de Lagrange:
" Pm(X) = L) * o+ La(f g + Lo(X)F,



Ordem 4: caso com ps(x)

= Pontos de interpolagdo: (x;, f;), (X1, fi-), (X2, fin), (Xi_3, fi3)

= f(xy(x)) = y'(x) & p3(x) = L3(x)fi 3+ Lo(x)fi 2 + Ly(x)fi 1 + Lo(X)f;
L_3(x) = [(X - Xi.2)(X - Xi.)(x - X))/ (-h)(-2h)(-3h)
L_o(x) = [(X - Xi.3)(x - Xi.)(x - x)1/(h)(-h)(-2h)
L.i(x) = [(x - Xi.3)(X - Xi.2)(x - x)]/(2h)(h)(-2h)
= Lo(x) = [(x - x;-3)(X - x;2)(x - x;.1)]/(3h)(2h)(h)
= Sejam s = (x - x;)/h, dx = h.ds e x = hs + x;. Entdo:
Ls(s)=-(s+2)(s+1)s/6 = -(s3+ 352+ 25)/6
L(s)=(s+3)(s+1)s/2 =(s3+4s?+ 3s)/2
L4(s)=-(s+3)(s+2)s/2=-(s3+5s?+6s)/2
= Lo(s)=(s+3)(s+2)(s+1)/6=(s3+6s?+1ls+6)/6
= Substituindo na integral:

X1 Xii1 1 1 1 1
- ~h h h h
! £(x, y(x))dx ~ j ps(x)dx =1 4 j L (s)ds+2 1, ! L o(s)ds—2f 4 ! L 1(s)ds + f ! Lo (s)ds

37h 5%h 55h

x= gt gt gy tat gt

Tp3 (x)d

Yiit =Yit 5[553? —-59f 4 +37f , -9 5]



Ordem 4. estimativa de erro

= Pontos de interpolagdo: (x;, f;), (X1, fi-), (X2, fin), (Xi_3, fi3)

= Vimos anteriormente que o erro na interpolagdo com p;(x) é
E3(x) = (x = x;3)(X = x;2)(X = X;1)(X = x,)f*)()/4!, onde € € (x;,x;_3)
= Portanto, o erro cometido é:

() = 5 [ (X=X XX =% )0~ X 1 )(x ~ X )FOE y(E)x

= Coms=(x-x)/h,dx=hdsex=hs+x;
elx.0) = o [(5+ s + (s + DSFO(E y(O)ds

= Como g(s) = s(s+1)(s+2)(s+3) ndo muda de sinal em [O;1], 0 Teorema
do Valor Médio para integrais garante que existe n e (0:1) tal que:

h;'j (s+3)(s+2)(s +1)sfP(E,y(€))ds = h—jf”)(n,y(n))j g(s)ds = f(4)(n (n))@

251

. 5.£(4) _ W5y (®)
Portanto: e(x,;)=h’f"(n, y(n))720 hy ()720
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Métodos implicitos

= Na aproximagdo da integral, os Métodos de Adams-
Moulton utilizam m+2 pontos

= Neste caso, o método tem ordem m+2, e a integragdo é
feita através do polinomio interpolador p,..;(x):

Y06) = YO0+ [ P (X)dx

" p..1(X) interpola os m+2 pontos (x4, f.q1), (x;, f.), ...,
(Xiem+ Ticm)

= De modo andlogo, basta escolher o valor de m e calcular
a integragdo com a forma de Lagrange:

" Pret(X) = L ()i + o+ L) + LoOOF; + Li(x)f



Ordem 4: caso com ps(x)

= Pontos de interpolagdo: (.1, fi.1), (X;, fi), (X1, i), (X2, Fip)
= f(xy(x)) = y'(x) & p3(x) = Lo(x)fio + Ly(x)fiq + Lo(x)f; + Li(X)F s
= Lo(x) = [(x - xi0)(Xx - x;)(X - x;.))/(-3h)(-2h)(-h)
= Ly(x) = [(x - xi2)(x - x;)(X - %))/ (h)(-h)(-2h)
" Lo(x) = [(x - Xi-2)(X - Xi.)(X - Xi.1)]/(2h)(h)(-h)
= Ly(x) = [(X - xi.2)(x - Xi.)(x - x)1/(3h)(2h)(h)
= Sejam s = (x - x;)/h, dx = h.ds e x = hs + x;. Entdo:
= L,(s)=-(s+1)s(s-1)/6 =-(s3-5s)/6
= L,(s)=(s+2)s(s-1)/2=(s3+s?-2s)/2
= Lo(s)=-(s+2)(s+1)(s-1)/2=-(s3+2s2-5-2)/2
= Ly(s)=(s+2)(s+1)s/6=(s3+3s2+2s)/6
= Substituindo na integral:

Xii1 Xii1 1 1 1 1
‘ “h h h h
i £(x,y(x))dx ~ j ps(x)dx =~ 5 ! L o(s)ds +2 4 ! L 1(s)ds -2 ! Lo(s)ds + .4 ! L (s)ds

Yier =Yit %[91?4 +19f -5f ; +f,]

UyM esta presente em f;,; = f(X..1.Yi.1): formulagdo implicita




Ordem 4. estimativa de erro

= Pontos de interpolagdo: (X;,1, f..1), (x;, f.), (X..1, fi1).
(Xi-2, i2)

= De forma andloga, com s = (x - x,)/h, dx = h.ds e
X = hs + Xx..

e(x,;) = j (s +2)(s +1)s(s - DFD(E,y(§))ds

= Como g(s) = (s+2)(s+1)s(s-1) € sempre menor ou igual a
zero em [0;1], entdo existe n € (0;1) tal que:

19



Exemplo

= SejaoPVIy' =0,04y, onde y(0) = 1000
= Através do Método de Adams-Bashforth de ordem 4, vamos
calcular uma aproximagdo de y(1) usando h = 0,2
= Xo=0ey,=1000
= Apenas para testar o método, vamos utilizar y;, y, e y; obtidos através
da solugdo exata do PVI: y(x) = 1000.e9.94x

= Em sequida, utilizamos a sua férmula de cdlculo:
8 Yi+1 = Yi + h(55f| - 59fi_1 + 37fi—2 - 9f,_3)/24

i X; Yi fi= f(x.yi) solugdo exata
0 0,0 1000 40 1000

1 0,2 1008,0321 40,321284 1008,0321
2 04 1016,1287 40,645148 1016,1287

3 0,6 1024 ,2903 40,971612 1024 ,2903
A 0,8 1032,517487 41,30069948 1032,5175
5 10 1040,810756 1040,810774



Alguns casos

= Métodos explicitos (Adams-Bashforth):

Ordem Formula Erro
2 Yier = i + h(3f; - f.1)/2 5h3f"(¢)/12
3 Yi1 = Y; + h(23f, - 16f,; + Bf,,)/12 Oh*f(3)(§)/24
4 Yi1 = Y; + h(B5f, - B9f, ; + 37, , - 9f,5)/ 24 251h3f#)(€)/720
5 | yiu =y, + h(1901f, - 2774f_, + 2616f ., - 1274f 5 + 251f,,)/720 | 475h6£0)(€)/1440
= Métodos implicitos (Adams-Moulton):

Ordem Formula Erro
2 Yier = Yi + h(fiqg + £,)/2 -h3f"(¢)/12
3 Yir = Yi + h(5fi,q + 8f; - fi.1)/12 -h*fG3)(§)/24
4 Yi1 = Yi + h(9f .. + 19f, - Bf, + f,.,)/24 -19h3f(4)(€)/720
5 Yir =Y + h(251f .., + 646f, - 264f,, + 106f, , - 19f,;)/720 ~27h8£6)(€)/1440
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Métodos de previsdo-corregdo

= Uma das principais desvantagens dos métodos de passo
multiplo é que ndo se auto-iniciam: precisam de dados que
geralmente sdo fornecidos por algum método de passo
simples (Runge-Kutta ou série de Taylor, por exemplo)

= Por outro lado, parece dificil utilizar métodos implicitos,
pois na expressdo de y,,; aparece f,;...

= Na verdade, eles sdo usados em pares previsor-corretor :

1)

2)
3)

4)

5)

Através de um método explicito (chamado previsor), encontra-
se a primeira aproximagdo y°,; para vy,

Calcula-se entdo f,; = f(x.q, Y%u.1)

Com um método implicito (chamado corretor), utiliza-se o valor
acima para calcular uma nova aproximagdo y,; para yi,,

Volta-se ao passo 2, e o processo continua até que um
determinado erro relativo em y;,; seja alcangado

Caso se deseje calcular y,,,, calcula-se f,,; e volta-se ao passo 1



Exemplo

= SejaoPVIY =-y2 ondey(l) =1 Deseja-se obter valores de y com
erros relativos menores que 104
= Consideremos h=0,1

Novamente, vamos utilizar a solugdo exata y(x) = 1/x para calcular y,,
Y2 € Y3, pois usaremos métodos de ordem 4:

Xo =1 Yo=1/xg=1 fo=-ys2=-1
x;=11 y; = 1/x; = 0,9090909 f; = -y,%2 = -0,8264462
x,=172 y» = 1/x, = 0,8333333 f, = -y,2 = -0,6944443
X3=13 y3=1/x3=0,7692307 f; = -y;2=-0,5917158

= Previsor: y%, = y; + h(55f; - 59f, + 37f, - 9f,)/24 = 0,7144362

O, = f(x,y%) = -(yO,)? = -0,510419

= Corretor: yl, = y; + h(9f%, + 19f, - Bf, + f,)/24 = 0,7142698

= fl, = f(x4yY) = -(Y4,)? = -0,5101814 :-
= Corretor: y2, = y; + h(9fl, + 19f; - bf, + f,)/24 = 0,7142787

= |y2, - yL1/1y%,] = 1,2591374.105< 104
= Calcular f2,, usar o previsor no cdlculo de y%, e continuar o processo...




Convergéncia

= Questoes sobre os métodos de previsdo-corregdo:
= Em que condigdes had garantia de convergéncia para y;,;?

= Quantas iteragdes do corretor sdo necessdrias para se atingir
essa convergéncia nha precisdo desejada?

= Teorema: Se f(x,y) e of/dy sdo continuas em x e y em
todo o intervalo [a,b], as iteracoes do corretor vao
convergir desde que h.|3f/dy| < 2, para x = x; e todo y

TClI que |y - Yi+1| < |yoi+1 - Yi+1|
= Na prdtica, basta escolher h suficientemente pequeno...

= Além disso, resultados experimentais mostram que, se o
par previsor-corretor for da mesma ordem e h
satisfizer as condigdes do teorema, bastam apenas uma
ou duas iteracoes do corretor



Voltando ao exemplo anterior

Sejao PVIy = -y? ondey(1) =1
of/dy = -2y

Para que o teorema da convergéncia seja satisfeito,
h.|2y| < 2, ou seja, h < 1/|y| garante a convergéncia

No exemplo anterior, fodos os valores obtidos paray
sdo menores que 1, ou seja, 1/|y| > 1

Portanto, o espagamento h = 0,1 satisfaz a condigdo
exigida para a convergéncia
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Sistema de equagoes de 1? ordem

= Consideremos inicialmente um sistema de n EDOs de
primeira ordem:

Y1=H(X.Y1. Y20 Ya)
Yo=B(X.Y1.Yo0s Yn)

Yo=R(X. Y1, Y200 Yn)

= Este sistema pode ser escrito de forma vetorial:
y' = f(x,y), onde y', f ey tem componentesy', f; ey,
respectivamente, com 1<i<n

= Como no caso das equagoes diferenciais de primeira
ordem, para que este sistema possua solugdo Unica,
serdo necessdrias n condigdes iniciais, que podem ser
expressas por Yi(Xg) = Yio



Exemplo: 2 equagdes de 1% ordem

= Resolva o sistema abaixo, onde n = 2:
[ | y' - z
= 7' = y + ex
= y(0)=1,2(0)=0,x € [0;0,2],h=0,1
= Consideraremos:
= ¥y =f(x,y,z)=z2
= Z=g(x,y,z)=y+eX
= X,=0,y,=1,2,=0

= Podemos utilizar, por exemplo, o Método de Heun:

{ym} {Y'} +— h {k ke } Repete-se nas
Z K + k /> demais varidveis

ool el

k 9(x:.Y:.2) k g(x, +h,y, + hk,,z +hk

91 92



Continuag¢do do exemplo

K¢, _ {f(xo,yo,zo)} _ {f(O,I,O)} _ {O}

kgl 9(Xo.Y0.2,) 9(0,1,0) 2

k-, | f(xo +hyyy +hky,zo +hk,) | [f(011:.02)] [ 02
k2| |9(%, +hy, +hk,,z, +hk,)| | g(011:02)| |21052

o], h[ka ko] _[1], 04 0+02 ] [ 101

"z, | 2|k, +k, | |0|" 2 |2+21052| " |0,2053
ﬂ [f(x.y,,2,)] [£(011,01,02053)] [02053

“lg(x.v,2) | | 9(011010,2053) |~ | 21152

fz [f0q +h,y, +hk,,z, +hk,)] [£(0,21,03050,4168)] [0,4168
1 g(x, +hy, +hkgy,z +hk )| | g(0,2:1,0305,0,4168)| |22519
hk, +ke, 101 ] 01[02053+0,4168] [ 10411
2|k, +k, | T|02053|" 2| 21152+2,2519 | ~|0,4237
X; Yi Z
Resultados: Lot 0,2053

1,0411 0,4237



Equagoes de ordem superior

= Uma EDO de ordem m > 1, y(™ = f(x,y,y', y", ..., y(m),
pode ser facilmente transformada em um sistema com
m EDOs de primeira ordem. Considerando y = z;, temos
as seguintes EDOs:

- yl : le : 22

- yll - 22I = 23

n y(m'l) = Zm—l' = Z,

= ym =z = f(x,y, Y,y . YD) = f(X, z4, 2,, 25, ..., Z,)

= Este sistema pode ser resolvido de modo andlogo ao
caso anterior



Exemplo: EDO 2% ordem, passo simples

Dado o PVI y" = ex - 2y?, com y(0) = 0 e y'(0) = O, calcule y(0,5) e
y“(0,5) usando o Método de Runge-Kutta de 4® ordem com h=0,5
= Sejam:y' = f(x,y,z)=z,¥y"'=2 =9g(x,y, z) = eX - 2y?
= Dados iniciais: X, =0,y,=0, 2, =0
= Sequéncia de cdlculos:

L | f(%0.¥0.20) | [ f(0.00)| |0
_kgl - 9(Xo.Y0.20) - 9(0,0,0) |1

ke, | [f(xo +h/2,y, +hk, /2,2, +hk,/2)] [£(0,25:0.025)] [ 025
k g(x, +h/2,y, +hk, /2,2, +hk,/2)| |g(025:0:025)| |12840

92 |

Kes | [ f(xo+h7/2,y, +hk, /2,2, +hk,/2)| [f(0,25:0,0625,0321)| [ 0,321
g(x, +h/2,y, +hk,, /2,2, +hk,/2)| |g(0,25:0,0625:0321)| |12762

>~

93 |

'kﬂ - r(xo +h,y, +hke, 2z, + hk93)} - {f(0,5;0,1605;0,6381)} B {0,6381}

Koo || 9(%o +h,yo +hke,z, +hk3) | | g(05:0,1605:0,6381) | 15972
_YI:| N {Yo} h|Ke+2Ke, +2Kes +Key | {0,1483} y(0,5) # 0,1483
2] [20] 6|k +2k, +2K+k, | [06431 y'(0,5) # 0,6431

y“(0,5) = €95 - 2y(0,5)? # 1,6047



Exemplo: EDO 2° ordem, passo miltiplo

= Agora, ja seria possivel continuar o exemplo anterior
com o par previsor-corretor de 2% ordem

= Lembrando:
h=05,%x,=0,y,=0,2,=0,x,=05,y,=0,1483, z, = 0,6431
y =f(x,y,z)=z
y'=7=9(x,y,z)=ex-2y?
= Considerando f; = f(x;,y;, z;) = z;:
Previsor de y: y,; = y; + h(3f; - f,.1)/2
Corretor de y: y,; = y; + h(fi,1 + f))/2
= Considerando g; = g(x;, y;, ;) = &X' - 2y%
Previsor de z: z;,; = z; + h(3g; - g;.1)/2
Corretor de z: z;,; = z; + h(g;,; *+ g;)/2
= Sequéncia de cdlculos que deve ser obedecida:
Previsor de y: y, = y; + h(3f; - f;)/2 = 0,6306
Previsor de z: z, = z; + h(3g9; - g¢)/2 = 1,5966
Corretor dey:y, = y; + h(f, + f;)/2 = 0,7082 (pode ser iterado)
Corretor de z: z, = z; + h(g, + g1)/2 = 15250 (pode ser iterado)
E assim por diante...



Exemplo: EDO 3% ordem

= Dado o PVIYy“ =1-¥, onde y(0)=0,y(0)=2ey"(0):=0,
calcule y(1), y'(1) e y"(1) com o Método de Heun
= Sejam:
y' = f(x,y,z,w)=z

y'=z=g(x.y,zw)=w
y'=w=t(x,y,z,w)=1-z2

= Dados iniciais: xg = 0,y,=0,2z5=2,wy=0
= Férmulas do Método de Heun (Runge-Kutta de 2% ordem):

Ke | [ (%Y z.w) k,| [f(x+hy, +hky,z +hk,,w, +hk,)
kgl S CARAD) Ky | =| 90X +h,y; + hke;,z + hk,w; + hk,;)
kq | |T(X.Yi2.w,) Ko | [10¢+h,y, +hke,z +hk,,w, +hk,) |

Yin Yil ke + ke,
zi+1 = Zi + E kgl + ng
Wi W, kﬂ + lﬂ(T2



Continuagdo do exemplo

= Utilizando h = 0,b:

' Xi Yi Z Wi | ke | Kyt | kit | Ko | Kg2 | Kiz
0 0 2 0 -1 2 -05 -1

1 05 1 1,875 -05 1,875 -05 -0,875 1,625 -0938 | -0,625
2 1 1,875 15156 | -0,875

= Solugdo exata: y(x) = x + sen x
= y(1) ~ 1,8415
= y'(1) = z(1)  1,5403
= y'(1) = w(l) % -0,8415

= Estimativa de erro é O(h?) # 0,25: na verdade, € menor...
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Problemas de Valor de Contorno

= Como vimos anteriormente, dada uma Equagdo Diferencial Ordindria
de ordem m > 1, se as condi¢des iniciais, envolvendo a fungdo e suas
derivadas até a ordem m-1, ndo sdo especificadas em um mesmo
ponto, entdo temos um Problema de Valor de Contorno (PVC)
= Concretamente, a forma geral dos PVC de 2° ordem é:
" Y =f(xy.Y)
= a;y(w) + byy'(w) = ¢
= a,y(z) + byy'(z) = ¢,
= Sef(x,yy)=0ec;=c,=0,0PVC éhomogéneo: tem solugdo y(x) = O
= Veremos a resolugcdo de um PVC de 2 ordem através do Método das
Diferengas Finitas :
= As derivadas sdo aproximadas por diferengas finitas
= A equagdo diferencial transforma-se em um sistema de equagoes
algébricas
= Se esse sistema for linear, pode ser resolvido com os métodos

estudados no Capitulo 3; caso contrdrio, utilizam-se os métodos do
Capitulo 4

a;, a,, by, b,, ¢, e ¢c,: constantes reais conhecidas
a; e b, ndo podem ser nulos simultaneamente



Aproximagoes das derivadas

Considere o intervalo [a,b] dividido em n partes iguais
de tamanho h, onde x,= a e x,= b. Sdo trés as
aproximagoes mais usadas para y'(x;):

Diferenca avancada
Y (%) ® (Y1 - yd/h

Diferenca centrada
Y'(Xi) ~ (Yi+1 - Yi—l)/Zh

- - > Diferenca atrasada
| ) ' Y (%) = (yi - yi.)/h

-
-

Nessas aproximagoes, podemos estimar os erros
cometidos através da férmula de Taylor de ordem k de
y(x) em torno de x;, onde  estd entre x e x;:

= y(x) = y(x;) + Y'(%).(x-x)) + ... + YK(x,).(x-x;)K/kl + y,D(E).(x-x,)**1/(k+1)!



Estimativa do erro

O erro cometido no cdlculo de y'(x;) através da
diferen¢a avangada pode ser estimado com a formula
de Taylor de y(x) em torno de x;, considerando k = 1:
= y(x) = y(x;) + Y'(x).(x - x;) + Y'(€).(x - x;)/2
No ponto x;,; = X; + h:
= y(Xi1) = Y(x) + Y ().(Xie1 - %) + Y (€01)- (X1 - x;)2/2
" Y(Xi) = (X)) +Y'(x).h +y'(€q).h2/2
= Y (%) = [y(Xiia) - Y(X)V/h - ¥'(§;.).h/2
Se y"(x) for limitada em [a,b], entdo:
= Y(x;) = (Vi1 - Y)/h + O(h)
Um resultado andlogo pode ser obtido em relagdo a
diferenca atrasada :

= y'(x) = (Y - ¥i-1)/h + O(h)



Estimativa do erro

= O erro cometido no cdlculo de y'(x;) através da
diferenga centrada pode ser estimado com a férmula
de Taylor de y(x) em torno de x;, considerando k = 2:

= y(x) = y(x;) + y'(x).(x - %) + Y (x).(x - x;)2/2 + y"(8).(x - x;)°/6
= Nos pontos x;,; e X, ¢
" y(Xi1) = Y(<) *+ Y (X).h + ¥ (x).h2/2 + y"(§.1).h3/6
= y(Xiq) = y(X) - Y (X).h + y'(x).h2/2 - y*(E;.1).h3/6
= Subtraindo as equagoes:
= y(Xi1) - Y(Xi1) = 2y'(%).h + [y"(€i1) + Y'(€11)].h3/6
= Y(x) = [y(Xi0) - Y(X.)1/2h - [y"(€i0) + Y"(§.1)1h?/12
= Se y"(x) for limitada em [a,b], entdo:
" Y (%)= (Yiu1 - Yi-)/2h + O(h?)
= Como geralmente h<1, esta formula é mais precisa



Aproximagdo da derivada segunda

Com a formula de Taylor de y(x) em torno de x;, agora

com k = 3, é possivel estimar o erro cometido no cdlculo
de y"(x;)

Nos pontos x;,; e X;_¢:

o y(Xig) = Y(X) + Y () + Y (x).h2/21 + y"(x).h3/3! + yA(E..).h*/4]

= y(xi.1) = Y(x;) - Y(x).h + y'(x;).h2/2! - y"'(x;).h3/3! + y&(E;_1).h*/4]
Somando as equagoes:

" Y(Xi1) + Y(Xi1) = 2y(x)) + Y'(x;).h% + [y®(Ei.y) + yH(Ei1) ] h*/24

" Y (x) = [y(Xi1) = 2y(x) + y(xi1)1/h? - [y®(Ei.1) + yH(Ei1)1h%/ 24
Se y)(x) for limitada em [a,b], entdo:

" Y'(Xi) = (Yiu - 2yi + yiad/h® + O(h?)



Exemplo: PVC linear de 2° ordem

= y'(x)+ 2y'(x) +y(x) = X, onde y(0) = O e y(1) = -1

= Usaremos as aproximagoes com erro O(h?):
Y (%) ® (Y1 - Yi-)/2h
Y'() % (i1 - 2Yi + Y1)/ h?

= Substituindo-as ha equagdo, e considerando x = x;:
(Yier = 2Yi *+ Yi)/h® + 2(yiq - Yi)/2h +y; = X
Yier = 2Yi + Yii + hyig - hyig + h%y; = hex;
(1-h)yi1+ (h®-2)y; + (1 + h)y,, = ih3, pois x; = ih, O<i<n

= Como xy=0,y,=0, %x,=1ey,=-1, chegamos ao sistema linear abaixo:

'h2-2 1+h vl [ R
1-h h-2 1+h Y, 2h?
1-h h?-2 1+h v |_| 3 y(x) = 2.eX(1-x) + x - 2
1-h h-2 1+h ||Yee (n-2)h
1-h h-2||y,.| [(-Dh®+h+1)

= Solugdes com h=0,1 X i solugdio exata erro
(a tabela ao lado ndo 01 | -0,2720 -0,2713 0,0007
estd completa): 02 | -04911 -0,4900 0,0011
03 | -06641 -0,6629 0,0013
04 | -0,7969 -0,7956 0,0013




Exemplo: PVC ndo linear de 2% ordem

= y'zyseny+xy,ondey(0)=1ey(1)=5

= Usaremos a aproximagdo y"(x;) ® (Y1 - 2Y; * Yi.1)/h? com erro O(h?):

= Substituindo-a na equagdo e considerando x = x;:
(Yier = 2Yi + Yi1)/h® = yi.seny; + X.y;
Yi.1 = Yi.[2 + h?(seny; + ih)] + y;,; = 0, pois x; = ih

= Comoxy=0,y,=1,x,=1ey,=5, chegamos ao sistema ndo linear abaixo:
1-vy,[2+h?(seny;+h)]+y, =0, quando i=1
Yi.1 - Vi.[2 + hé(seny; + ih)] +y,,; = 0, para 1<i<n-1
Yn2 = Yn1.[2 + h?(sen y,; + (n-1)h)] + 5 = 0, quando i=n-1

= Solugoes comh=0,1:

Yi Resultado Yi Resultado
vi 13186 e 3 2001
Yo 1,6513 Yo 3 6525
va 2,0037 . 41035
& 23803 vo | 45538
Ve 2.7829




