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Definicdo

= Em determinadas situagdes, pode ser muito dificil (e
até impossivel!) integrar analiticamente uma fungdo
f(x) no intervalo [a,b]: ©b

[ foadx

a

= Isso ocorre, por exemplo, quando o valor de f(x) é
conhecido em apenas alguns pontos do intervalo

= Por outro lado, mesmo quando se dispoe da expressdo
analitica de f(x), costuma ser vantajoso calcular sua
integragdo numérica, pois se conta com uma boa
estimativa do erro

= A ideia bdsica é substituir trechos de f(x) por
polindmios aproximadores. Desse modo, o problema é
resolvido através das integragdes desses polindmios



Regra do retangulo

= Consi

derando apenas os pontos xy=a e x;=b de [a,b],

uma primeira aproximagdo dessa integral, que
chamaremos de I(f), pode ser obtida do sequinte modo:

f(a)
f(yo)
f(b)

" f(a)(b-a) ou
fO I(f)= 4 f(b)(b-a) ou
f(yo)(b-a), ondey, = (a+b)/2

L Semdoe sindipenal|

a=XxXy Yo b=x X

= Generalizando para n+1 pontos em [a,b], onde h=(b-a)/n:

I(f) = -

] h[f(xg) + f(xy) + ... + f(X,.1)] = hZf(x,), O<i<n ou
h[f(x)) + f(x;,) + ... + f(x,)] = hZf(x;), O<isn ou

| h[f(yo) + f(y1) + ... + f(Yo-1)] = hZf(y)), onde y; = (x..1+x:)/2, O<i<n

= E equivalente a aproximar f com polindmios de grau O
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Formulas de Newton-Cotes

= Nas Formulas de Newton-Cotes, f(x) é
interpolada por um polindmio em n+1 pontos de
[a=x,,b=x,], igualmente espagados

= Ha outros métodos para o caso em que os pontos
ndo sdo equidistantes entre si, mas ndo os
estudaremos neste curso

= Cada subintervalo [x;,x.,;] Tem tamanho h: desse
modo, x.,;-X; = h = (b-a)/n, O<i<n
= Principais férmulas de Newton-Cotes:
= Regra dos trapézios
= Regra de Simpson
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Regra simples dos trapézios

= Consiste em aproximar f com um polinémio p,(x) de
grau 1 no intervalo [a,b], onde x,=a e x;=b:

f(x)

f(x1)
Fx0) [-===

-

= Usando a férmula de Lagrange para p;(x):

zf(x)dx ~ Ipl(x)dx = :ji[ :lf(xo) et

h"o f(x,)1dx = I.(f)

x_

= Assim, I(f) = h[f(xy)*f(x;)]/2, que é a drea do trapézio
de altura h = x;-x, e bases f(x;) e f(x;)



Regra composta dos trapézios

= Consiste em dividir [a,b] em n subintervalos de
tamanho h, e em cada um deles aproximar f por uma
reta (ou seja, por um polindmio de grau 1)

= Exemplo para n=4:

I(f) = T(h) = ZT.(h), O<i<n

5 T(h) = Zhif(x)+F(x;.))/2, Ocien

f(X,)
2

f(xn )
2

T(h)=h[ +f(x;)+--+Ff(x )+

]




Exemplo

Calcular a integral de f(x) = (6x-5)2 no intervalo [1;9]
através das regras simples e composta dos trapézios

= Regra simples dos trapézios:
= Sabemos que x,=1, x;=9, f(xy)=1, f(x)=7, h=8
= I(f) = h[f(xo)+f(x)]/2 = 32

= Regra composta dos trapézios:
= Vamos considerar n=8 e h=1
= Tabela de valores:
x | 1|2 |3|4|5|6]|7]|8]09
f(x) | 1,00 [ 2,65 | 3,61 | 4,36 500|557 | 6,08 | 656 | 7,00
= T(1)=105+265+361+436+5+557+608 + 6,56 +35)
= T(1):= 37,8
= Valor exato dessa integral: 38
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Regra simples de Simpson

= Consiste em aproximar f com um polinémio p,(x) de
grau 2 em um intervalo [a,b] com 3 pontos:
A

f(x)

f(X2) pr--mmmm N
f(xy) |-----

f(xo) |--2

a= Xg X1 b=x, x

= Usando a férmula de Lagrange para p,(x):

(X_xl)(X_XZ)f(XO)—i— f(x,)+

—h(-2h)
= Portanto:

% (X=X, )(X =X, ) (X=X (X = X,) (X —Xo )(X —X,)
I(f)= [p,(x) j[ f(xo) - fq)+ =g 57— f(x, ldx

(X =Xy )(X—X,)
h(-h)

(X =X )(X =X,

)
2h(h) f(x;)

P,(X) =




Regra simples de Simpson

Ipz

J- (x— x1)(x_x2)f(xo)_(X_xo)(x_xz)f(x1)+

2h?

= Trocas de varidveis:
= X-Xp=zh=>x=x5+2zh
= dx=h.dz
= X;=Xg+h
= X=-X;=Xg+zZh-(xg+h)=(z-1)h
= Analogamente, x - x, = (z-2)h
" X=2Xg=>2z2=0x=x=2>z=1x=%x,=2>2=2

= Substituindo na integral acima:

Is(f) =

f(x0 )h

j (z-1)(z- 2)dz—f(x1)hj 2(z-2)dz +

Is(f) -

g[f(xo) +4f(x,) + f(x,)]

2)

j z(z-1)dz



Regra composta de Simpson

= Consiste em generalizar a regra de Simpson para um
intervalo com um ndmero impar de pontos x,, Xy, ..., X,
(onde n € maior que 1 e par), espagcados entre si pela
distancia h

= Em cada subintervalo, a fungdo serd aproximada
através de um polinémio de grau 2

= Exemplo com 5 pontos:

I(f) = S(h) = £5.(h), O¢i<n/2

5(h) = Zh[f(xz)+4f (Xz1.1)+f(X21.2))/3, Oci<n/2

x¥

a=xg X X X3 b=x4

S(h) = %[f(xo) S FOC) + AFO) + )+ -+ F(X 1))+ 20F(%,) + F(X) + -+ F(x )]




Exemplo

= Através das regras simples e composta de Simpson,

calcular ©
jlog xdx
6

= Regra simples de Simpson: I_(f)= h[f(xo)+ 4f(x,)+ f(x,)]
= h=(10-6)/2=2 3
= I (f)=2(log 6 +4.log 8 + log 10)/3
= I(f)= 35936742

= Na regra composta de Simpson, vamos considerar n=8:
= h=(10-6)/8=05

= T (f)=0,5[log 6 +1log 10 + 4.(log 6,5 +log 7,5 + log 8,5 + log 9,5)
+2(log 7 + log 8 + log 9)]1/3

- I(f)= 35939136
= Valor dessa integral: # 3,59391457
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Férmula geral de Newton-Cotes

- E possivel encontrar a férmula geral da integragdo de
um polindmio interpolador p,,(x) de grau m que
aproxima a fungdo f(x) em um intervalo [a,b]

= Para isso, € preciso determinar m+1 pontos em [a,b],
espagados entre si pela distancia h

= Usando a férmula de Lagrange:

.‘Tf(x)dx ~I(f) = fpm(x)dx :_‘T[f(xo Lo (%) + F(X )Ly (X) + -+« + F(X,, )y (X)dX]

I(f)=f(x, )TLo(x)dx +f(x )TLl(x)dx +---+ f(x,, )TLm(x)dx

I(F) = Af(xo) + AF(x) + o+ A, F(x, ) [P e ger]



Alguns casos particulares

= Dados m+1 pontos da fungdo f(x) espagados com distancia h no
intervalo [a,b], onde x,=a e x,=b, e supondo que f(x) seja
interpolada pelo polinomio p,(x) de grau m, indicamos abaixo
algumas formulas de Newton-Cotes:

I(F) = D [F(xp) + ) Trapézio

I(F) = Blf(x,) + 4F0x) + F(x,) Simpson 1/3

I(f) = %{f(xm 3f(x,)+3f(%,) + fx:)]  Simpson 3/8

I(f)= 2—2[7f(x0)+32f(x1)+12f(x2)+32f(x3)+7f(x4 \

I(f)= %{191‘(&, )+ 75f(x,)+B0f(x,)+50f(x;) + 75f(x, ) +19f(x; )]
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Estimativas de erros

= Ja vimos que o erro da interpolagdo de f(x) com um
polindmio de grau m em m+1 pontos no intervalo [Xg,X,,]
é E,. (x) = (x - Xg)(X = Xp)...(x = %, )f(™D(E)/ (m+1)!,
VX € [Xy,X,]), onde & € (Xg.X,)

= Portanto:

f(X) = P (%) +En(X)

><jmf(x)dx =I(f)+ TEm(x)dx

If(x)dx =TI(f)+ :j:(x — Xy )(X—%)...(x —x_) ]E:i) (1§)|) dx



Erro na regra dos trapézios

Na regra simples dos trapézios, o polindmio interpolador tem grau 1:

B = J0c o)) T = L fabor (@ . onde gx) = (x - xp)(x - x0)

= Como ¢ depende de x, ndo podemos tirar f'(¢) para fora da
integral, mas veremos um artificio para fazer isso...

= Sabemos que g(x) < 0, VX e (Xq,X;)

= Se f"(x) for continua em [x,,X,], existem k; € R e k, € R tais que
k, < f'(x) ¢ k, nesse intervalo

= Portanto, g(x).k; 2 g(x).f"(€) > g(x).k,, pois g(x) < O

= Logo: x
| g0 (€)dx

k Jg00dx < [gGOf"(E)dx <k [g(ddx o k< <k,
Xo Xo Xo J‘g(x)dx
| Xo J

<0 <0 |
= A




Erro na regra dos trapézios

1= 5 [P €03 =5 () s =33

Da hipétese de f"(x) ser continua em [Xq,X;], e como k; < A < ks,
entdo existe ¢ € (Xp,X;) Tal que f"(c) = A, ou seja:

fg(x)f"(i)dx = f"(c)fg(x)dx Teorema do Valor Médio para integrais

Voltando a formula do erro:

, onde ¢ € (Xp,X;)

No caso da regra composta dos trapézios:
m-1 "
E,. - {W% onde ¢ < (x.x...), O<i<m
i=0
Como supomos que f"(x) é continua em [x,,X, ], existe k € (xg,X,,)
tal que:

RACEITC RN S

3

, onde k € (xg,X,,)

I
(@)



Erro na regra de Simpson 1/3

Como os pontos sdo equidistantes entre si, as formulas de
Newton-Cotes também podem ser deduzidas através da
integragdo dos polindmios de Newton-Gregory
Faremos isso em particular para o polinomio de terceiro grau:
= X -X; =(s-i)h, O<icn
= p(x) = f(xq) + sAf(xg) + s(s-1)A%f(x)/2 + s(s-1)(s-2)A3f(xy)/6
= E(x) = s(s-1)(s-2)(s-3)h*f(*)(£)/4!

Portanto:

I = [fdx = [[p00 + s(s - 1) ~2)(s - 3 T Orax

dx = h.ds, e os extremos da integral vdo de O a 2:

AZfZ(XO) S(S — 1) + A3f6(x0) S(S . 1)(5 _ 2) N f(:‘(f) S(S _ 1)(5 . 2)(5 _ 3)h4]ds

I- h_Z[[f(xo) + AF(x,)s +

Através dos mesmos artificios anteriores, podemos considerar
f*(€) como constante no intervalo de integragdo



Erro na regra de Simpson 1/3

5 4 2

I:h{sf(xo)+§Af(xo)+(£——jA2f(xo)+[; - %]Nf(xo){ 5, £——jf(‘”(a)h“}

6 120 16 72

0

Calculando nos extremos:

) Nf(x,) 1 Lo
I-= h{Zf(xO)+2Af(xo)+ 3 9—01‘( )(Oh }

= Lembrando: Af(xy) = f(x;) - f(xo) e A%f(xp) = f(x,) - 2f(x;) + f(xp):

C 1 cwypsyns

= Esse resultado é muito curioso: o uso da regra de Simpson 1/3
(isto €, integragdo com um polinomio de grau 2) garante precisdo
até a terceira ordem!

= No caso da regra composta de Simpson 1/3, as pardbolas serdo
tracadas a cada 2 subintervalos. Portanto, serd preciso somar m/2
erros

Simpson1/3 I

mh*f)(€)

= Considerando o valor médio das derivadas de ordem 4: E.. = - 180



Alguns casos particulares

. o
(ETQETZS Ers =—151 (©) £ e (Xo.X1)
Trapézio N PP
(composta): Ere =M f @) =—(b-a)f () € e (Xg.Xp)

Simpson 1/3 E —Ef(“)(g)

(simples): S5 90 § € (Xo,xz)

Simpson 1/3 O ~ h*
(composta): Es. = _m18—0f(4)(§) =—(b- 0)18—Of(4)(§) § € (XO,Xm)

Importante: De modo andlogo ao erro da interpolagdo, as diferengas
divididas de ordem n possibilitam uma estimativa do valor de f")(§)




Teorema Geral do Erro

= Seja a fungdo f(x) continua e com derivadas até ordem m+2
também continuas no intervalo [a = X, b = x,,] com m+1 pontos
equidistantes, onde x;,; - x; = h, O<i<m

= O erro E,, na integragdo numérica de f(x) através do polinomio
interpolador de grau m que passa por esses pontos serd:

m+2 £(m+1) m
E. = ™ () J' s(s-1)---(s—m)ds para m impar
(m+1) 2
g, = O Mg(s-1)-(s-m)ds  param par
"T T me2) 172 param p

X=X =(s-1i).h ¢ e [a,b]

= E possivel observar que, de modo geral, o erro tende a diminuir a
medida que h diminui e m aumenta



Exemplo

= Cdlculo da integragdo numérica de [edx
= Resultado exato:e-1%1,7182818

h Trapézio Simpson 1/3 Ner/;rncinn-qC:Zres
0,25 17272219 1,7183188 1,7408548
0,125 1,7205186 1,7192841 1,7182818

0,0625 1,7188411 1,7182820 1,7182818
0,03125 1,7184216 1,7182818 1,7182818

= Quanto mais baixa a ordem da férmula utilizada, menor
deverd ser o h para se atingir a precisdo desejada



Outro exemplo

/2

= Cdlculo da integragdo numérica de |cosxdx
0
= Resultado exato: sen /2 -sen0 =1

= Valores obtidos usando apenas Newton-Cotes com m=4:

h Resultado

n
// 4 0,3926990 0,9999908210
- 8 0,1963495 0,9999986890

16 0,0981748 0,9999987480 j
32| 004%0874 | 09%99ssosz0 SRS

64 0,0245437 0,9999973350




Composigdo do erro

= Na verdade, o erro E,, € composto por duas parcelas:
= E, (aproximagdo): depende do método utilizado
= E, (representagdo): proveniente dos cdlculos no computador

= Experimentalmente, temos os seguintes resultados
(valor do erro em fungdo da quantidade de pontos no

intervalo):

E, 4

N

—>
n

E, 4

I

—>

exatiddo do resultado...

n

Emf

n* n

Portanto, apds um certo n*, ndo € possivel aumentar a
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Método da Quadratura Adaptativa

= Considere uma fungdo f(x) que ndo seja bem
comportada: ?

f(x)

>
X

= Para melhorar o resultado da integragdo numérica de
f(x) no intervalo [a,b], convém que haja mais subdivisdes
nos trechos mais abruptos

= Supondo que os valores de f(x) sejam conhecidos nos
subintervalos, o objetivo é estabelecer um método
capaz de reconhecer a vantagem ou ndo de subdividi-los



Bissecdo em um subintervalo

Seja I, o valor exato da integral de f(x) em [x;, x;,1], seja P; o valor
da integragdo numérica nesse subintervalo através da regra
simples do trapézio, e seja Q; um novo resultado ao se aplicar a
regra composta do trapézio nesse subintervalo bissecionado
Pelo Teorema Geral do Erro, sabemos que:

= T,- P, = -(h3/12).f"(¢,)

= I-Q=-2((h/2)*/12).(¢.)

Considerando f"(x) limitada em [x;, x,,;], temos:
= (L - P)/(I; - Q) ® h3/(2(h/2)3)
= (Ii-PY(T- Q)= 22
Supondo que as derivadas de mais alta ordem de f(x) fambém

sejam limitadas nesse mesmo subintervalo, € possivel calcular
relagdes andlogas quando se aplicam outros métodos:

u S|mpson 1/3: (Il = P‘)/(I| = Q‘) ~ 24
= Simpson 3/8: (I; - P)/(I; - Q) = 2*
=  Newton-Cotes de ordem 4: (I, - P.)/(I, - Q) » 2°



Critério de parada

Consideremos que (I; - P,)/(I; - Q) ® 2P, ou seja, a bissegdo no
subintervalo [x;, x;,;] diminuiu o erro de integragdo em um fator 2°

Portanto:

= 2L, -Q) =~ (L -P)

= 2P -2PQi+ Qi * L - P+ Q

= 2PL-2PQi+ Q- L *-P+Q

= 2M(Q-ID-(Q-I)=*P-Q

= Q-Lix(P-Q)(r-1)

= Tsso estabelece uma relagdo entre o erro em Q; e a diferencga
entre duas aproximagoes sucessivas

= Se desejamos manter um erro total € na intfegragdo em [a,b],
entdo o erro em [X;, X;,;] deve contribuir proporcionalmente:

= Q- T < e(xq - x)/(b - a) _
- P - Qi < e(@ - )(xy - x)/(b-a) ———



Exemplo

= Vejamos como aplicar a quadratura adaptativa a regra
de Simpson 1/3 no subintervalo [x;, x;,;] de [a, b]:

S(h) = h [f(Xo)+F(x, )+ 4(F(X))+ F(X3) + -+ F(X, 1) +2(F(X,) + F(xg) +-- + F(X, )]

"3
para P,

P = T2 1f(x) + 4F(x + 2+ Flx +h)]

Pontos
@ para Q- Q = LS 1F0x)+ FOx + )+ 4(Fx + 1)+ Fx + 40+ 2f(x + D)

4 4 2

Critério de parada: |P; - Q;| < 15h,e/(b - a)

Quando ndo ¢ satisfeito, ocorrem duas chamadas recursivas:
em [x;, X+h./2] e em [x+h./2, x.,,]



MatLab

= trapz(x.y)

= Através da regra composta dos trapézios, retorna o valor da integral da fungdo
tabuladaem x ey

= Exemplo:
x =[1:0.1:2]
y = sin(x)
integral = trapz(x,y)
= quad(fun,a,b)

= Através da quadratura adaptativa de Simpson 1/3, calcula a integral da fungdo
fun no intervalo [a,b] com erro total 10-¢

= Exemplo:
integral = quad(inline('0.2+25*x-200*x."2+675*x.” 3-900*x."4+400*x.”5"),0,.8)



