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Métodos de resolucdo

= Para a resolugdo de um sistema linear de
equagoes, ha dois grupos de métodos:

= Métodos diretos: a solugdo é obtida através da
aplicagdo de um ndmero finito de operagoes
aritméticas
Regra de Cramer
Eliminacdo de Gauss e de Gauss-Jordan
Decomposigdo LU

= Métodos iterativos: a solucdo é obtida através de
uma sequéncia de aproximagoes sucessivas, até se
alcangar uma resposta que satisfaga a precisdo
exigida
Gauss-Jacobi
Gauss-Seidel




Sistemas de Equagoes Lineares

= Forma geral:

Q, X, + QX5 + ... + @, X, = b, onde:
a;; sdo os coeficientes

: X; sdo as incognitas

Q, X, + Q,,X, +... +a, X, = b, b; sdo os termos independentes
n é a ordem do sistema

Ay, X, + Ay Xy + ... + @y X, = b,

* Forma matricial:

Ax=b onde: a-|% %2 " Sl % |




Exemplo

= Forma geral:

2x, +4x, —5x; =5
4x, +1x, -5x, =2
2x, +4x, +5x; = -1

= Forma matricial:

2 4 -5][x
4 1 -5||x,|=
2 4 5 || X




Calculo das forcas em uma trelica

= Um exemplo: O EOFEORT
1 5 4 9 13 16
3 11 15
OV 6 10 14 17
A & © 0O
R 2
= Condig0es de equilibrio:
= Na jungdo 2: = Na jungdo 3:
rZFX = —fcos45° +f, + f,cos45° = {ZFX =—f,+f, =0
1Y F=-af +f,+af,=0 > FE=-FR+£=0
2.F =-af-f-af =0 = Idem para demais jungoes

= Gerard um sistema de ordem 17
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Regra de Cramer

= A aplicagdo da regra de Cramer, em um
sistema de ordem n, exige o cdlculo de quantos
determinantes?

= n para os numeradores e 1 para o denominador

A1:1 Alj . Alzn

A2:1 Az; : Aln

At-lzl Anzz . - -Anzn
b4 g 4

gy Bgy o By 50 8 Ay jorq e Ay
By Pyg e By fop B drg i By

Anzl An; Anzi-l 2 An:i—l An:n



Tempo de processamento

= Seja m o fempo gasto para realizar uma multiplicagdo

= Seja det, o ndmero de multiplicagdes presentes no
cdlculo do determinante de uma matriz de ordem n

= Podemos calcular o tfempo T gasto apenas com
multiplicagdes, no caso de 17 equagoes:
= T=m.l18.dety;
T = m.18.(17 + 17.det,,)
T = m.18.(17 + 17.(16 + 16.detys))
T = m.18.(17 + 17.(16 + 16.(15 + 15.det,,)))
T=m18.(17 + 17.(16 + 16.(15 + 15.(14 + 14 (... (3 + 3.(2)...)))))

11 (112 SO (AT
{121 (L9 flon n o
Lembrando: det| : : E . B Y ai(—1)7 - detA_; ;.
dn—-11 dn-12 --- QGn-1n J=1
{lyn1 Ly G {lnn




Tempo de processamento

T=m18.(17+17.(16 + 16.(15 + 15.(...(3 + 3.(2)...)))))

T=m(2.3.4.5....17 .18 +
+ 3.4.5....17 .18 +
+ 4 .5 ....17 .18 +
+ 16 . 17 . 18 +
+ 17 . 18)

T =m.181.(1 + (1/21) + (1/31) + ... + (1/16)))
Tam.9,6 .10



Tempo de processamento

= Quantidade de multiplicagdes: » 9,6 . 101

= Utilizando um supercomputador atual:
= 10! multiplicagdes por segundo
= Tempo gasto: 9,6 . 10* s # 1 dia
= Se o sistema fosse de ordem 20, exigiria

cerca de 28 anos de processamento nesse
mesmo computador!

= Um algoritmo bem mais eficiente € o
Método da Elimina¢do de Gauss, que gasta
tempo O(n3)



CCI-22

Introducdo
Métodos diretos

= Regra de Cramer
= Eliminagdo de Gauss
= Gauss-Jordan
= Residuos e Condicionamento de Sistemas
= Decomposigdo LU
Métodos iterativos
= Gauss-Jacobi

= (Gauss-Seidel

Consideracoes finais



Método da Eliminacdo de Gauss

= Objetivo:

Transformagdo do sistema linear a ser resolvido
em um sistema linear triangular

= Operagoes vdlidas:

Troca da ordem das linhas

Troca da ordem das colunas (com excec¢do dos
termos independentes)

Multiplicagdo de uma equagdo por um ndmero real
ndo hulo

Substituicdo de uma equagdo por uma combinagdo
linear entre ela mesma e outra equagdo



Sistemas lineares triangulares

= Triangular inferior:

_011 o O .. O
a,, a, O 0
A=|0y; Q3 Gqy 0
_an1 an2 an3 ce ann_
= Triangular superior:
_011 Qi Qi3 ... Q |
0 a, a, .. a,

A=|0 0 a; .. a,




Resolugdo de um sistema triangular

= Exemplo: 3x, +4x, -5x, +x, =-10
X, +x;, —-2x, =-1
4x, -5x, =3
2x, =2
= Passos da resolugdo:
4x, —Ddx, =3
x4=3:1 4x, -5-1=3
e X; =2

3%, +4x, —-5x; + x, =-10

3, +4-(-1)-5-2+1=-10
X, =-1 X =1



Passos

= Considere a matriz aumentada [Ab]:

n

n

[Ab]=

Gy Gy Gy G, b | <—— Linhal,
= Passo 1. anular os coeficientes de x; nas linhas L, a L,
= Substituir a linha L, pela combinagdo linear:

a
Cl‘I1

= Seay =0, trocarL; comL,, ondeaqa, 20
= Se L, ndo existir, entdo o sistema ndo tem solugdo
= Continuar analogamente para linhas L; ,2<j<n

= Passo i, 1 < i< n:anular os coeficientes de x. nas linhas
Li+1 a Ln




Exemplo 1

2X, +3X, —X; =5 2 3 1 5
4x, +4x, —3x; =3 [Ab]=14 4 -3 3
2%, — 3%, + X, = -1 2 -3 1 -1

L-L-m,L, m-%_2 L=44-33-2[3-15
a L,=[0 -2 -1 -7]

a _ _ _11—1. —
=L, —m,-L, m,=2-1 L,=[2 -3 1 -1]-1.[2 3 -1 5]
Qy; L,=[0 -6 2 -6]

2 3 -1 5
[Ab]={0 -2 -1 -7
0 -6 2 -6




Exemplo 1

2 3 -1 5

[Ab]=l0 -2 -1 -7

0 -6 2 -6
L3:L3_m32'sz m32:&:3 _ _
a,, 2 3 -1 5
L,=[0 -6 2 -6]-3:[0 -2 -1 -7] [Ab]=]0 -2 -1 -7
L,=[0 0 5 15] 0 0 5 15

Bx, =15 = x, = 3
—2X, =Xy =—1 = 2X,-3=-7 = X, =2
2X +3:X, -X; =0 =2x+6-3=0=2x, =2= x, =1

\




Algoritmo

= Sistema linear Ax = b de ordem n:

EliminacdaodeGauss {

para k=1 até n-1
para i=k+1l até n {

// a, # 0

m = a;/ag
a;xy = 0
para j=k+1 até n
Qi3 T i
b. = b, - m.b,
}
X, = bn/a'nn
para k=n-1 até 1 {
s =0
para j=k+1 até n
s = s + a,;.x;
x, = (by — s)/ag

— Eliminagdo

- Sistema triangular

—

Complexidade de tempo: O(n3)



Exemplo 2

X, +4x, +52x, =57 1 4 52.57]
27x, +110x, — 3x, =134 [Ab]=|27 110 -3 134
22x, +2x, +14x, = 38 22 2 1438

Nos cdlculos a sequir, consideraremos F(10,3,-5,5):

L =L,-m,-L, =[27 110 -3 134]-(27/1)-1 4 52 57]
L, =[0 2 -1400 -1410]

. =L,-m,-L, =[22 2 14 38]-(22/1)- 4 52 57]

. =[0 -86 -1130 -1210]

1 4 52 | 57
[Ab]=|0 2 —1400 1410
0 -86 -1130 | -1210




Exemplo 2

1 4 52 | 57
[Ab]=/0 2 —-1400 i -1410
0 -86 -1130-1210]

L,=L,-m,-L,=[0 -86 -1130 -1210]-(-86/2)-[0 2 -1400 -1410]
L,=[0 0 -61300 -61800]

1 4 52 | 57
[Ab]=|0 2 —1400 ~1410
0 0 -61300 ! -61800

No entanto, a solucdo exata é:
x; = -61800/(-61300) = 1,01

X, = [-1410 - (-1400)-1,01}/2=0,0 = x, =1
x,=[67-52101-4.0,0)/1=45 = x3=1



Pivoteamentos parcial e completo

= Pivos pequenos geram multiplicadores grandes, que
aumentam os erros de arredondamento...

= Uma simples alteragdo na Eliminagdo de Gauss é
escolher como pivo o elemento de maior modulo :

= em cada coluna (pivoteamento parcial)

= dentre todos os elementos possiveis no processo
(pivoteamento completo): exige um maior esforgo
computacional (tempo total da Eliminagdo de Gauss sera O(n*))

= Voltemos a resolver o exemplo anterior com precisdo
de 3 casas decimais, mas com pivoteamento parcial:

1 4 5257 27 110 -3 134
2D 110 -3 /134 | m==d | 1 4 52 57
22 2 1438 22 2 14 38




Exemplo 2 com pivoteamento parcial

L =L,-m,-L=[1 4 52 57]-(1/27)-[27 110 -3 134]
L, =[0 -007 521 52]
L, =L,-m,-L, =[22 2 14 38]-(22/27)-[27 110 -3 134]

=[0 -876 165 -71]

‘27 110 -3 |134]
~007 521 52
o C878165  -71

—

27
0
| 0

110 -3 134
-876 165 -71
-007 521 52

L, =L,-m,-L,=[0 -007 521 52]-(007/87,6)-[0 -876 165 -71]

L

27

0
0

-[0 0 521 521]
110 -3 134

_876 165 -71

0 521521

x;=52,1/52,1=1
X, = [-71-16,5-1]/(-87,6) = 0,999
x, = [134 - (-3)-1 - 110.0,999]/27 = 1,00
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Método de Gauss-Jordan

= Consiste em efetuar operagdes sobre as
equagoes do sistema com a finalidade de
transformad-lo em um sistema diagonal
equivalente, isto €, sdo nulos todos os
coeficientes a,, quando izk

a, 0 0 .. O
O a, 0 ... O

A=|0 0 a, - O




Exemplo

X1+5X2+X3:1 _1 5 1 1_ Pivoteamento 5 2
Bx, +2X, +3x, =2  [Ab]=5 2 3 2 Em——) 1 5
2 3 2 4] 2 3

2X +3X, +2x; =4
=L,-m,-L,=[1 5 1 1]-1/5)-p 2 3 2]
L, =[0 46 04 06]

=L,-m,-L,=[2 3 2 4]-(@2/5):[5p 2 3 2]
. =[0 22 08 32]

5 2 3 1]

[Ab]=|0 46 04 06
0 22 08 32

N = W
I-l>l--\l\.>I




Exemplo

5 2 3 1]
[Ab]=|0 46 04 06
0 22 08 32

L,=L,-m,-L,=[0 22 08 32]-(22/46):[0 46 04 06]
L,=[0 0 0609 2913]

5 2 3 1
[Ab]=|0 46 04 06
0 0 0609 2913

L =L,-m,-L,=[0 46 04 06]-(04/0609)-[0 0 0609 2913]
L,=[0 46 0 -1313]



Exemplo

5
5
5
5

5
0
0

5 2 3 1
[Ab]=10 46 0 -1313
0 0 0609 2913
2 3 1]-(2/46)-|0 46 0 -1313]
0 3 1571]
0 3 1571]-(3/0609)-[0 0 0609 2913]
0 0 -1278]
0 0 -1278 A sol.ugao f’: .
46 0 1313 e
0 0609 2913 e x,= 4783



Outra aplicagdo

= Uma varia¢cdo do método de Gauss-Jordan
pode ser utilizada para se encontrar a inversa
de uma matriz A quadrada de ordem n

= Basta transformar a matriz A na
correspondente matriz identidade, aplicando
essas mesmas operagoes em uma matriz
identidade de ordem n

Gauss-Jordan

[A|T] s [I|AT]
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Refinamento por residuos

= Se x() for encontrado como solugdo do sistema
Ax = b, entdo o erro dessa solugdo é x - x()

= Multiplicando esse erro por A:
= A(x - x0) = b - Ax() = p() — | residuo
= O residuo pode ser utilizado para se encontrar
uma solucdo melhorada x(2):
= x(2) = x() + ) onde 3 & um vetor de correcgdo
= Ax@ =b o A(xD + )= b < AW = b - Ax(D) = p(1)
= 3 &€ encontrado resolvendo-se o sistema Ad = r

= Esses cdlculos permitem um processo de
refinamento da solugdo do sistema Ax = b




Exemplo

= Considere o sistema abaixo, que serad resolvido
em uma mdquina que trabalha com apenas dois
digitos decimais significativos :
16x, +5,0x, =21
3,0x, +25x, =55

= Através da Eliminagdo de Gauss, podemos
encontrar a solucdo abaixo:

1,0
(1) _ y
T {0,94}

= Cadlculo do residuo:

0,30
1) _ _ 1) _ ) /\
" =boAx {0,15} -




Exemplo

= Cdlculo do vetor de correcdo d(1:
16 50(3®] [0.30
30 25|3"| |015

= Vetor de corregdo: 6‘”—{0'00063} /—

| 0,058

= Solucdo melhorada: x® = x® 4 5® :E'g}

= Novo residuo:

0,0
" =b oA S {o:o} - _




Melhor aproximagado

N

Dado um sistema Ax = b, sejam y e z duas aproximagoes
da solugdo exata x. Como saber qual delas é melhor?

25
14

0,00
0,00

012

zZ= r,=|0.24

-1 0,08

Infelizmente, isso nem sempre é verdade...
-3
x—{4]
0,15, +021x, + 025x, = 0,64 025 1
residuo € a mais exata

A estratégia mais ldgica parece ser comparar os
Exemplo na mesma mdquina de 2 digitos decimais:
024x, +036x, +012x, =084 3

4 n =

0
Se a busca por residuos menores ndo garante melhores
solugoes, como saber se o processo de refinamento por

respectivos residuos: o menor seria da melhor solugdo
012x, +0]16x, +0,24x, =052 y=

Conclusdo: nem sempre a aproximagdo de menor
residuos funciona?



Condicionamento de sistemas

= Um sistema linear é dito mal condicionado se pequenas alteragoes
nos dados de entrada (A ou b) ocasionam grandes erros no resultado
final

= Exemplo em outra maquina de 3 digitos decimais:
0961x + 0,844y =0119
0,481x + 0,422y = 0,060

Solugdo: x=1,00 e y=-0,998

= Suponha que os valores desse sistema sejam obtidos
experimentalmente, e por isso os termos independentes possam
variar de +0,001:

{O,%Ix +0,844y = 0120

Valor perturbado

O,481X + 0,422Y _ 0,060 Soluga‘o: x=0,00e y=0,142
Erro na entrada: (]0,119-0,120|/|0,119]) # 0,8%
Erro no resultado: (]-0,998-0,142|/|-0,998]|) ~ 114%

= Quando hd mal condicionamento, alta precisdo nos cdlculos ndo
significa quase nada, pois os resultados obtidos ndo sdo confidveis...



Interpretacdo geométrica

= Considere os seguintes sistemas:

x+3y=11 (a) x+3y=11 (a)
15x +4501y =16,503 (b) 15x +4,501y =16,500
Solugdo: x=2 e y=3 Solugdo: x=10,28 e y=0,24
k‘
(a)
(b) \
~ .
\ X




Uma métrica de condicionamento

= Em mdquinas com grande precisdo, geralmente ndo faz
sentido refinar os resultados...

= No entanto, empiricamente, os refinamentos ajudam a
identificar o condicionamento de um sistema linear:

= Se as corregdes &), 3@, ..., 8 forem grandes, entdo o
sistema serd mal condicionado

= Em sistemas bem condicionados, bastam dois refinamentos:
0@, ..., 8™ serdo préximos do épsilon da maquina

= Importante: nesse processo de verificagdo, o vetor b
ndo pode ser hulo

= Caso contrdrio, mesmo em um sistema mal condicionado, a
solucdo exata sera nula, com correc¢oes também nulas...



Exemplo

= Considere o sistema abaixo em F(10,5,-98,100):

2,4759x, +16235x, +4,6231x, = 0064700 " 18406 ]
114725x, +095890x, —13253x, =10473 x¥=| -20717
26951, +2,8965x, -14794x, = 067890 -024419]

= Primeiro refinamento em F(10,10,-98,100):

006477 [ 0064821801 1 [ —0,00012180
FO _b_Ax® —| 10473 |-| 1047355377 |=|-0,000055377 /-
06789 |-0678823304| |-0,000076696
* Resolugdo de = Solucdo melhorada
Ad = rb): x(2) = x(1) + O

~0,0000042282
s® =| 0000025110 |~
~0,000057765

18405
x® =| 20717

-0,24419



Outra métrica de condicionamento

Mostraremos agora outra maneira de identificar o mal
condicionamento de um sistema linear ndo singular Ax = b

Vamos supor que os dados estdo sujeitos a certas
perturbagoes, e analisaremos seus efeitos na solugdo

Inicialmente, seja b + Ab uma perturbacgdo no vetor de
termos independentes

Desse modo, a solugdo também serd perturbada, ou seja,
teremos A(x + Ax)=b + Ab

Dese jamos encontrar uma relagdo entre Ax e Ab, pois,
conhecendo o tamanho da perturbagdo Ab, poderemos

estimar Ax, e verificar entdo se o sistema € ou ndo mal
condicionado

Para isso, feremos que rever o conceito de normas



Normas de vetores

= Dado um vetor x do espago vetorial E, chama-se norma de
x (denotada por ||x||) qualquer fungdo definida em E com
valores em R que satisfaz as seguintes condigoes:
= ||x|]2 O
= ||x|| =0 se e somente se x for o vetor nulo

= ||Ax]|| = |A]l.]|x]|, para todo escalar A

= |Ix+yl| < [Ix[| + |lyl], ondey € E
= Exemplos de normas de vetores em E = R":
= ||x]].. = max; |x;]
= [Ix[l; = Zilx]
= |x||g = (£x2)V2




Normas de matrizes

= Dada uma matriz A do espago vetorial E de matrizes
quadradas de ordem n, chama-se norma de A (denotada
por ||A||) qualquer fungdo definida em E com valores em
R que satisfaz as sequintes condigoes:
= ||Al]2 O
= ||A|| =0 se e somente se A for a matriz nula

= ||AA]| = |Al.]|A]l, para todo escalar A
= ||A+B|]| < ||A|| + ||B||, onde B € E

= Exemplos de normas de matrizes, onde A = (g;):
= Norma linha: ||A[|. = mdx; Z;|q;|

= Norma coluna: ||A]]; = max; zilaijl
* Norma euclidiana: ||A]|g = (Z;;0;2)"2



Usando normas

Desenvolvendo a equagdo A(x + Ax)=b + Ab:

= Ax+ AAx=b+ Ab

= Como Ax = b, entdo AAx = Ab

= Desde que A é ndo singular, entdo Ax = A-1Ab

Se uma horma de matriz e uma norma de vetor estao
relacionadas de tal modo que satisfaca a desigualdade
|[|Ax|| < ||A[].||x||, para qualquer vetor x de ordem n,
entdo dizemos que as duas hormas sdo consistentes
Usando normas consistentes:

= ||1Ax[| < |[1A1]].]|Ab]]

= De Ax = b, também temos ||b|| < ||All.]|x]|

Multiplicando as inequagdes membro a membro:
= [[Ax][.IIbl] < [[All.[TAT[].TTABI].[1x]]



Numero de condicdo

= [[Ax[[.[I1b]] < [|A[l.[TA[].[1AB]].]x]]
= [1Ax||/[1x]I] < [TAll.ITAL][.[[Ab[|/]]b]]
= ||Ax]|/]1x]] <« cond(A).||Ab]|/]|b]|

= QObservacoes:

= Numero de condicdo de A:
cond(A) = [[A[[.[|A]] 2 [|A.AY]] = [IT]] =1

= ||Ab]||/||b|| é uma medida do erro relativo em b

= Oerroem ||Ax||/]||x|| dependerd de cond(A), que é maior ou
igual a 1

= Se cond(A) for grande, entdo pequenas perturbagoes relativas
em b produzirdo grandes perturbagoes relativas em x, e o
sistema Ax = b serd mal condicionado

= Geralmente, sistemas com cond(A) > 104 sdo considerados mal
condicionados



Outro caso possivel

Consideremos agora outro caso possivel: o vetor b é
conhecido exatamente, mas ocorre uma perturbagdo na
matriz A. Teremos, portanto, (A + AA)(x + Ax) = b

Desenvolvendo:
= (x+Ax)=(A+ AA)Yb  Equagdo (*)
= Como x = A'lb, temos: Ax = (A + AA)b - A'lb
= Ax=[(A+AA)!1-Alb=[B!-Allb,onde A+ AA=B
= B1-A1=(A1AB1- A1(BB1)= A1(A - B)B!
= Ax=(B1-ADb=[A1(A-B)B1b=[AYA-(A+AA))(A+ AA)!]b
= Ax = -A1AA(A + AAYb
= Utilizando a equagdo (*): Ax = -A1AA(x + Ax)

Aplicando normas consistentes em ambos os membros:
= [[Ax]] < [|A[.JTAA]]]](x + Ax)]]
= ||Ax]| /]1(x + Ax)|| < cond(A).]|AA]|/]||A]|: semelhante ao anterior



Exemplo

= Analisar o sistema linear abaixo:

12969 08648 | x, | |08642
02161 01441 |x,| |01440

= Através de Gauss-Jordan, podemos calcular A-L:

i _qoe| 01441 -08648
~ T [-02161 12969

= Usando a norma linha, que € consistente:
= ||A]l. = 2,1617
= ||A1]]|.,=15130.108
= cond(A) = ||All..]|A]]. # 3,3.108
= Conclusdo: sistema mal condicionado



Alguns comentdrios

Um sistema é mal condicionado se for excessivamente
sensivel a perturbagdes em seus dados de entrada

A solucdo de um sistema mal condicionado, mesmo
calculada com grande precisdo, pode ser pouco exata

Geralmente, essa situagdo pode ser detectada quando:
= no processo de refinamento, as corregoes permanecem grandes
= 0 ndmero de condigdo da matriz A for muito maior que a unidade

Importante:
= Residuos pequenos ndo garantem a qualidade de uma solugdo
= A precisdo da mdquina influi no condicionamento do sistema

= Ha sistemas lineares em que o processo de refinamento
converge para uma solugdo, mas a matriz A fem um ndmero de
condigdo grande (por exemplo, da ordem de 102 ou 103). Nestes
casos, o sistema estd proximo de ser mal condicionado, ou seja, a
solugdo encontrada pode ndo ser confidvel...
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Outra forma de ver...

= Consideremos o sistema de 3 equagoes Ax = b:
I ST | X, | |
az.
sz

A:

| O34

a4
dz4

Q3
d;3

Q33 |

— A0

X =

b
b =

b,
_b3 i

= Apés a primeira fase da Eliminagdo de Gauss:

Al —

[ (1)

a4
0]
0]

(1)
as;

(1)
as;

(1)
ds;

M(O)_A(O)

onde M@ =|—

= Apds a segunda fase da Eliminagdo de Gauss:

Al?) —

[ _(2)
a4

0
0

(2)
ds,

(2)
az;

0

a,

(

as

(2)
ds;3

2)
3

2)
3

— MO AD

onde MY =

1
0
0

0
1

_m32 1_




Outra forma de ver...

= Resumindo:
= A= AO)

= AD = MO) A0) = MO) A
= A@) = M AD) = M) MO) A

= A=z (MOMO)TAR
= A=z (MO)L (MDY AR

= E facil comprovar que:

= Portanto:

A:

(M(O) )_1(M(1))_1 = | My, 1

(2)
ds4

0
0

(2)
as;

(2)
as;

0

1 0
My My,
(2) |
Qi3
ad |=LU
(2)
O35




Decomposigdo LU

A comprovagdo anterior pode ser generalizada em um
teorema:

1 0 O O [u; U, Us ... U,
m, 1 0 ... 0|0 u, U3 ... W,
A=LU={my; m;, 1 .00 0 Uy ..o,
: : : O I
m; m, m; .. 110 0 0 .. u,]

= Dada uma matriz quadrada de ordem n, seja A, a matriz
constituida das primeiras k linhas e colunas de A.
Suponha que det(A,) z 0, 1 < k < n. Entdo:

* Existe uma dnica matriz triangular inferior L=(m;;), com m; = 1,
1<i<n. Os demais sdo os multiplicadores da Eliminagdo de Gauss

= Existe uma dnica matriz triangular superior U=(u;), tais que
LU=A

- deT(A) = Uq.Upo. ... Uy,



Decomposigdo LU

Portanto, dados o sistema linear Ax =b ea
decomposicdo (ou fatoragdo) LU da matriz A, temos:

= Ax=b< (LU)x=b
Chamando Ux =y, o sistema original passa a ser Ly = b,
ou seja, surgem dois sistemas triangulares

Por outro lado, é facil verificar quey = L-1.b é o vetor b
acumulando as operagoes da Eliminagdo de Gauss
Por exemplo, no caso de um sistema com 3 equagdes:

= Como L = (MO)T (MDY entdo L= MO MO

= Portanto,y = MO MO b

Vantagem da decomposi¢do A = L.U: uma vez calculadas
as matrizes L e U (em tempo cudbico), resolvemos mais
rapidamente (em tempo quadratico) outros sistemas
com a mesma matriz A. Isso é (til, por exemplo, no
refinamento por residuos



Exemplo

3%, +2%, +4x, =1
Xy + X, +2X3 =2
4x, +3x, +2X; =3

2
1 2|=
3

(3 2
0 1/3

1 00
/3 1 0
4/3 1 1

4
2/3

s
0 1/3 -10/3] |4/3 1/3 -10/3| |i4/3

3

3 2

2
1/3

4

0 1/3 2/3

0 0

4

multiplicadores

4 3

2/3 |m)||1/3

2 4
1/3 2/3

] -4

Tempo cubico



Exemplo

3%, +2X%, +4x; =1 1 0 0 3 2 4]
X +x,42x,=2  L=|1/3 1 0| U=|0 1/3 2/3
4x, +3x, 2%, =3 4/3 1 1) 0 0 -4
Ax=b = LUx=b
y; =1 1
Ly=b = 1/3y,+y,=2 = y=|5/3
4/3y,+Y, +Y; =3 0 Tempo

___ quadrdtico
3%, +2X, +4x; =1 -3

Ux=y = 1/3x,+2/3x,=5/3 = X=|D
-4x,=0 0




Outra aplicagdo

A decomposigdo LU também é dtil no cdlculo
da matriz inversa

Resolver o sistema AX = B, onde A, X e B sdo
matrizes de ordem n, € o mesmo que resolver
n sistemas Ax = b, onde x e b sdo vetores de
tamanho n

A inversa Al da matriz A pode ser
encontrada através da resolucdo do sistema
AX = I, onde I é a matriz identidade

Nesse caso, basta realizar uma Unica vez a
decomposicdo LU da matriz A, e depois
utiliza-la na resolucdo de n sistemas



Decomposigdo LU com pivoteamento

E possivel incorporar as estratégias de pivoteamento
parcial ou completo a decomposigdo LU

Uma matriz quadrada P de ordem n é uma matriz de
permutag¢do se for obtida da correspondente matriz
identidade através de permutagoes em suas linhas ou
colunas

As eventuais permutagoes de linhas ou colunas na
matriz AK), obtida em um passo intermedidrio da
Eliminagdo de Gauss, podem ser realizadas através da
multiplicagdo por uma matriz de permutagdo

Exemplo:
3 1 4] 0 1 0]|3 1 4] |1 5 9]
AY=11 5 9 PAY=10 0 1||1 5 9|=(2 6 5
265 1 00[265 (314




Exemplo com pivoteamento parcial

3%, —4x, + %, =9
X, +2X, +2X; =3

4x, —3x; =2

0 0 1] 4
PO-10 1 0] ™ AW =pO A0 |1

10 0] 3

1 00 4
PU=10 0 1| = ADW_pHAD_|3/4

01 0 1/4

0 -3
.
-4 1
0 -3°
-4 13/4
2 11/4




Exemplo com pivoteamento parcial

4 0 -3
A® =|BT4] -4 13/4
1/4] ~1/2 35/8

10 0 4 0 -3°
L=|3/4 1 0 U=|0 -4 13/4
1/4 -1/2 1 0 0 35/8
» LU= A"=P.A, onde P = P PO);

0 0 173
A=PA=|1 0 Ol|1 2 2|=[3 -4 1
01 0|4

= AXx=b < PAx=Pb < LUx=Pb




Exemplo com pivoteamento parcial

3%, — 4%, + X, =9 "1 0 0] [4 0 -3°
X, +2%,+2x%,=3 L=|3/4 1 0| U=|0 -4 13/4
4, ~3x, =2 14 -12 1] |0 0 35/8

Ax=b = LUx=Pb
"1 0 O0ly,] [0 0 1][9] 2
Ly=Pb =|(3/4 1 o0y, |=/1 0 0| 3|= y=|21/2
1/4 -1/2 1|ly,| |0 1 0]|-2 35/4]

4 0 -3 [x| [ 2 1]
Ux=z=y = [0 -4 13/4)x,|=|21/2| = x=|-1
0 0 35/8|[x;| |35/4] 2




Algoritmo

= Decomposigdo LU com pivoteamento parcial em um
sistema de ordem n

= Saida: matriz D = L+U-I e matriz de permutagdo P

LUPivotParcial {

D=A // matriz de ordem n
P=1I // identidade de ordem n
para j=1 até n-1 {
q=1]
max = Idjjl
para k=j+1 até n {
se |dy;| > max entdo { — Escolha do pivo
max = Idkjl
q=k
}

\\ continua...



Algoritmo (continuagdo)

LUPivotParcial {
// continuacéo
se q # j entdo {

para k=1 até n {
=d

t .
jk . .
dy = dg - Troca das linhas q e |
} dy = t
trocar linhas gq e j em P -
se |d;;] = 0 entdo parar (A é singular)
senao {
r = l/dj_j B
para i=j+1 até n {
m=4d.,..r

ij -
di; = m — Eliminagdo
pé&a k=j+1 até n Eliminag

d;,y = dj — m.dy,

}
}
return D, P

) Complexidade de tempo: O(n3)



MatLab

= No MatLab 7.8 (2009), os nimeros reais sdo armazenados em 64
bits (precisdo dupla da IEEE), ou seja, possuem 16 digitos decimais

= A\b

= Vetor coluna com a solugdo do sistema linear Ax = b

= inv(A)
= TInversa da matriz A
= [L,U]=Iu(A)

= Matrizes L e U recebem a decomposigdo LU da matriz A, usando pivoteamento
parcial, onde L acumula a permutagdo

= [LU,P]=1u(A)

= Idem, retornando também a matriz de permutagdo P tal que P.A = L.U
= linsolve(A,b)

= Vetor coluna com a solugdo de Ax = b, usando LU com pivoteamento parcial
= cond(A,x)

= Numero de condi¢do da matriz A (x =1: norma coluna ; x = Inf: horma linha)
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Métodos iterativos

= Como foi inicialmente comentado, os métodos iterativos
para resolu¢do de sistemas lineares consistem em
encontrar uma sequéncia de aproximagoes sucessivas

= Dada uma estimativa inicial x(, calcula-se a sequéncia
x(), x(), xB) . até que determinado critério de parada
seja satisfeito

= O sistema Ax = b € transformado em x) = Cx(kD) + g,
k>0, onde C é uma matriz e g um vetor

= Possiveis critérios de parada:
= maximo erro absoluto ou relativo

= ndmero de iteragdes

= Principais métodos: Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel
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Método de Gauss-Jacobi

= Considere o sistema linear em sua forma inicial:

Clllxl + alzxz +... + Cllnx - b].

n

alel + azzxz +... + aznxn - bz

a

n

X, +Q X, +...+a, X, =b

= Tsolando a i-ésima incdgnita na i-ésima equagdo:
= X1 = (by- Az Xz - ... - Gy Xp)/ay

= X, = (by - Gy X1 - ... -Gy Xp)/ 05

" Xp = (bn - Qp Xy - .- Cln,n-l ><n-l)/ann



Método de Gauss-Jacobi
| iteragdo calculada - +|_iteragto anterior_|

= Dessa forma, seja xk) = Cx(k1) + g, onde k>1:

) O _012/011 e —Clln/Clll_ _bl/all_
C— — 0y, /Gy, 0 =Gy /Gy g= b, / 6z,
|~ 0n /ann —Qp2 /ann 0 i _b”/a”“ .

= Exemplos de critérios de parada:

= Erro absoluto: d®) = max,,|x,® - x,kD| < ¢

= Erro relativo: d.® = d®0/(madx,,,|x,®]) < €



Exemplo

10x, + 2%, + X, =7 0 -2/10 -1/10 (7/10
X, +5x, +x, = -8 C=|-1/5 0 -1/5 g=|-8/5

- 6/10
2, +3%, +10x, = 6 -1/5 =310 0| 6710
07 1096

£=005 x@=|-16 | 186
08 094

|x,(D - x,] =0,26
0 -0 =026  d.®=0,34/(mx |x®|) = 0,1828 > ¢

|x3(1) - x3(0)| = 0,34



Exemplo

T 0 -2/10 -1/10] 7/10 1096
C=-1/5 0 -1/5 g=| 8/5 x=|-186
-1/5 -3/10 0 6/10 0,94 |
10978]
x(@) =CX(1)-|-9= ~198 dr.(z) = 0,12/1,98 = 0,0606 > €
10966
00,9994 ]

x® =Cx?+g=|-19888| d.3)=0,0324/19888 =0,0163<¢
09984 |




Critério das linhas

= Em um método iterativo, a convergéncia para a
solugdo exata ndo € garantida: € preciso que o
sistema satisfaga alguns requisitos

= Ha uma condigdo suficiente para a convergéncia
do Método de Gauss-Jacobi, conhecido como o
critério das linhas :

para i=12,..,n




Exemplos

= Considere o exemplo anterior:

—_

10x, +2x, + X, =7 «—— 2+1<10
X, +5x, + x; = -8 «— 1+1<5
2%, +3%x,+10x, =6 ~ «——— 2+3<10 _

_ Garantia de
convergeéncia

= Considere o exemplo abaixo:

X+ X, =3 < 1=1 } Ndo hd garantia
X, —3X,=—-3 <«—— 1<3 de convergéncia

= No entanto, o método de Gauss-Jacobi converge neste sistema
para a solugdo exata x; = x, = 3/2. Verifique!

= TIsso mostra que o critério das linhas é suficiente, mas ndo
necessario




Demonstragado

= Sejam:
= x* = [Xq, X5, ..., X,]": a solugdo exata de Ax = b
= x() =[xk, xK),, . xK 7. a k-ésima aproximagdo de x*
= el = x(K) - x*: erro na k-ésima aproximagdo
= Queremos garantir que lim,_,, e®. = 0, lisn
= Sabemos que:
= X* = (by - (@pX*; + ag3X™3 + .+ 4 X))/ ayy
= XK = (by - (apx®; + aggx®Dy + L+ gy xD,)/ay,
= Calculando e®); = x(k), - x*, temos:
o el = -(ape®D, + et + . +a,e®D Yay,
= Analogamente:
o e, = ~(ayetD, + ayelD; +  +a, et Y/a,,
o e®, = (ae®D; + ane®D, + .+ a1, )/ay,



Demonstracado (continuacao)

Sejam:
- E(k) = mdxlsisn{le(k)il}
. 0% - (|0,1| + ...t |a|(|_1)| + |a|(|+1)| .07t |ain|)/|aii|l lﬁlﬁn

Quando o critério das linhas é satisfeito, a; < 1

Quando k—oe, x(K—x* ¢ equivalente a EK—0
Demonstraremos que E® < a.Ek-D, onde o = mdxy,; {o}

Paral<i<n:
= el = -(a ek Dy + .+ Gi(i-l)e(k'l)i-l + 0i(i+1)e(k'1)i+1 + ...+ a,e®D )/a;

e | < (lay|.letD| + .+ |ai(i-1)|-|e(k—1)i-1| + |ai(i+1)|-|e(k—1)i+1| +...0+
ai,l.[e®D 1)/ [a;l

e®i| < (Jay| + ... + |0i(i-1)| + |0i(i+1)| + ..+ |ag,).E&D/ | ayl

e9,| ¢ o1, ECD

Portanto, E® < o.Ek-D

Consequentemente, EK/EkD ¢ o
Como o<1, entdo EK—0 quando k—=: ha convergéncial



Mais um exemplo

= Considere o sistema a seguir:

Ndo ha garantia
de convergéncia

= No entanto, uma permutagdo entre as duas primeiras linhas

garante a convergéncia:

R —

DX, +2X, +2X; =3 <« 2+2<5

6x, +8x; = -6 «— 6<8 |

Garantia de
convergencia

= Quando o critério das linhas ndo for satisfeito, convém tentar

uma permutagdo de linhas e/ou colunas
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Método de Gauss-Seidel

= Analogamente ao Método de Gauss-Jacobi,
calcula-se x) = Cx(k1) + g:

— 0y / Gy,

—a

nl

O

/a

nn

—a,,/a

—ay,/ ay
0]

nn

—ay, / ay
—Q,,/a,,

0

b,/a, |
b,/a,,

b./a,,

= No entanto, utiliza-se no calculo de x* :

= valores da iteragdo anterior: X

(k-1)

i+1

/

LN ] l xr(‘k_l)
() x®
..., l—

= valores calculados ha mesma iteragdo: X;,



Exemplo

BX, + X, +X; =5
3, +4x, + X, =6 e=0,05
3%, +3X,+6x; =0

0 -02 -02]
C=|075 0 -025
-05 -05 0 |

= Processo iterativo:

x®) =1-0.2x¢ - 0,2x¢
x$) =15-0,75x% — 0,25x*V
x{) = —0,5x* — 0,5x¥




Exemplo

x#) =1-0.2x¥D - 0,2x* D
x§k> ~15-0,75x® - 0,25x¢D
X0 = ~05x%) — 0 5

= Primeira iteragdo:

1) = 1-0-0=1 1]
x"=15-0,75.1-0=0,75 x"=| 075
-_-05.1-05.0,75=-0875 -0875

|x1(1) - x1(0)| =1
|x,( - x,0] = 0,75 d®=1/(max |xD|)=1>¢

|X3(1) - x3(0)| - 0,875



Exemplo

X% =1-0,2x%D — 02x%?
x$) =15 - 0,75x% - 0,25x%?
X% = —0,5x% — 0,5x

= Segunda iteragdo:

?=1-02.0,75-02.(-0875)=1025 - 1025 ]|
x) =15-0,75.1025-0,25.(-0,875) = 0,95 x® = 095
x{) =-05.1025-0,5.0,95 =-0,9875 -09879]

Xl(z) - Xl(l)l - 0,025

@ - %M 2020 d® =02/(mx |x@|)= 0,951 > ¢
X3(2) = X3(1) = 0,1125




Exemplo

x® =1-02x%D - 0,2x{D
x§k> =15 -0,75x® - 0,25x¢
X0 = ~0,5x() — 0,5x

= Terceira iterag¢do:

=1-0,2.0,95-0,2.(-0,9875) =10075 [ 10075 |
><2 )=15-0,75.1,0075-0,25.(-0,9875) = 0,9912 x® =| 09912
=-05.1,0075-05.0,9912 = -0,9993 -0,9993]

X1(3) - X1(2)| - 0,0175
x,3) - x,)| = 0,0412 d 3 = 0,0412/(méx |x3)|) = 0,0409 « ¢

IX3(3) - X3(2)| - 0,0118



Critério de Sassenfeld

= Sejam os sequintes valores:

1] o
By = @ 'Z‘%‘
11| j=2
1 = n i
B =— Z‘aij"Bj+zaij‘ ,para1<i<n
a;| | = R

p=max{p} Ll<jcn

= Se p <1, entdo o Método de Gauss-Seidel gera

uma sequéncia convergente, qualquer que seja
x(0)

= Quanto menor for P, mais rdpida serd a convergéncia



Exemplo

2x, +x, —02x;+0,.2x, =0,4
0,6x, +3x, —0,6x; —0,3x, =—7.,8
—-0,1x, —0,2%x,+x; +0.2x, =10
0,4x, +12x, + 0,8%; + 4x, =—-10,0

p;=(1+0,2+0,2)/2=0,7
p,=(0,6.07+06+0,3)/3=044
p;=(0,10,7+0,20,44 +0,2)/1=0,358
p,=(040,7+120,44+0,8.0,358)/4=0,2736 |

-p=0,7<1




Demonstragado

= Sejam:
= x* = [Xq, X5, ..., X,]": a solugdo exata de Ax = b
= x(K) = [x®), xK),, . x(K) IT: a k-ésima aproximagdo de x*
= el = x(K) - x*: erro na k-ésima aproximagdo
= Queremos garantir que lim,_,, e®. = 0, li¢n
= No método de Gauss-Seidel, podemos constatar que:
= el = (g e, + azely + L+ gD )/ ay
o e(k)2 = ‘(021e(k)1 + 0236("'1)3 + .+ (12ne(k-1)n)/a22
¥ e(k)n = '(anle(k)l + ane(k)z + .+ (_1n(n_1)e(k)n_1)/(;(rm
= Sejam:
= EkK) = m(jxkim{|e(k)i|}
= By = (lagal + lag| + ... + lag,l)/ | ayl
= P = (Brlagl + ...+ ﬁi-1-|0i(i-1)| + |Gi(i+1)| + ..+ |al)/ |agl, Icign



Demonstracado (continuacao)

= Quando k—oo, x(K—x* é equivalente a EK—0
= Demonstraremos por indugdo no indice i (1¢icn) que E® ¢ p EK-D,
onde p = mdxy{P}
= Base (i=1):
= |e®y| < (lag|.letkD, | + [ags].leDs] + L+ |ay,].leD, |)/|ay|
= |e®y| < [(lagal| + lags| + ... + lag, )/ lagy| 1mdxy{|e®D;]}
= |e®)| < p.EKD ¢ p EKD
= Hipdtese (1<icn): |e® | < p_;.ERD < p EKD
= Passo (1«i<n):

= e < (|0i1|-|€(k)1| + ...t |ai(i-1)|-|e(k)i-1| + |0i(i+1)|-|€(k'1)i+1| + ...+
Qin .|e(k-1)n|)/|a“|

= |e®] < (layl.by + ... + lagpyl Big + lagpyl + ... + lai,|).E®D/[ay]
= e | < p..EKD ¢ p EKD
= Portanto, EK/EkD < p

= Como p<1, entdo EW—0 quando k—e: ha convergéncial




Exemplos

= Considere o sistema abaixo, anteriormente visto:

—_

_3 B,=1/1=1 o .
X+ X, = B,=(1.1)/3=1/3 Ndo ha garantia
X, —3X, =3 51 de convergéncia

= No entanto, 0 Método de Gauss-Seidel converge neste sistema
para a solugdo exata x; = x, = 3/2. Verifique!

= Isso mostra que o critério de Sassenfeld, como o critério das
linhas, € suficiente, mas ndo nhecessario

= Considere outro sistema:

10x, +x, =23 B, =1/10=0]1
bx. —2x. =18 B, =(6.01)/2=03
St B=03<1

= Neste caso, o critério de Sassenfeld garante a convergéncia,
mas o critério das linhas, ndo...



Relacdo entre os critérios

= Se um sistema satisfaz o critério das linhas, entdo
também satisfard o critério de Sassenfeld
= Demonstracao:

= Seja o = maxy o} < 1,
Onde Q; = (|Cli1| + ...+ |ai(i—1)| + Iai(i+1)| ..t Iainl)/laiil

= Vamos provar por indugdo em i que p; < a; < 1, 1ci<n

= Base (i=1):
B; = (laga| + lagz| + ... + |ag,[)/ |ay| = oy <1

= Hipdtese (l<i<n): P, ¢ oy <1

= Passo (1«i<n):
B; = (By-lay| + ...+ bi-l-lai(i—l)l + |Gi(i+1)| + ..+ |ag )/ |agl
Bi < (layl + ...+ |0i(i-1)| + |ai(i+1)| + oo+ e/ |agl = a; < 1

= Portanto,a<1=p<1
= A volta nem sempre é verdadeira...
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Consideracoes finais

= Tanto o critério das linhas como o critério de
Sassenfeld sdo condigdes suficientes paraa
convergéncia, mas ndo necessdrias

= Em sistemas esparsos (com grande ndmero de
coeficientes nulos), o Método da Eliminagdo de
Gauss ndo € apropriado, pois ndo preserva esta
vantajosa qualidade. Nesses casos, convém
utilizar métodos iterativos

= Os métodos iterativos sdo mehos suscetiveis ao
acUmulo de erros de arredondamento



Métodos diretos versus iterativos

= Convergéncia

= Diretos: ndo faz sentido considerar essa questdo,
pois calculam a solugdo exata

= Tterativos: ocorre sob determinadas condicoes

= Esparsidade da matriz de coeficientes
= Diretos: alteram a estrutura da matriz

= Tterativos: utilizam sempre a matriz inicial

* Erros de arredondamento
= Diretos: ocorrem a cada etapa e acumulam-se

= Tterativos: somente os erros da dltima etapa
afetam a solugdo




