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Tipos de erros

= Erro inerente: sempre presente na incerteza
das medidas experimentais e nhas simplificagoes
dos modelos utilizados

= Exemplo: (50,3 +0,2) cm

= Erro de aproximacdo (ou de discretizacdo):
provenlen’re das limitagoes dos métodos
humeéricos (numero de iteracoes, etfc.) durante a
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= Erro de represen‘racao (de arredondamen’ro e
de truncamento): limitacdo de um nimero real
ao valor representado com uma quantidade
finita de digitos

2n+1




Um caso real

= Considere as sequintes equagoes: Cdlculo analitico:
= H=1,0/20 H=1/2
= X=20/30-H X=1/6
= ¥=3,0/50-H Y =1/10
= E= (X+X+X)- H E=0
= F = (Y+Y+Y+Y+Y) - H F=0
= 6=-E/F indeterminado
= Resultados em diferentes maquinas:
HP 25 Texas SR50 IBM 4341
H=0,5 H=0,5 H=0,5
X =0,166666667 X =0,1666666667 X =0,166666
Y=01 Y=0/1 Y=01
E=10E-10 E=20E-13 E =-0,119209 E-6
F=0 F=0 F=-0,178813 E-6
G = invdlido G = invadlido G = 0,666...
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Definicoes

= Um ndmero real x estd representado como
float normalizado se:

= x =+0,d,d,...d, .be,neN
= 1<dj<b,0<d<bpara2<i<n
=g ¢cece,,come; <0,e,21,ondee, e, e”Z

= Um sistema de ponto flutuante é definido
pela quadrupla F(b,n,e;e,), e contém todos os
floats normalizados representados por esses
valores, incluindo também o nimero zero

= Observagdo: o ndmero zero é representado
como 0,00...0.b#
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Sistemas de ponto flutuante

= Como vimos, um sistema de ponto flutuante é
uma quadrupla F(b,n.e;.e,)
= Alguns exemplos reais:
= HP 25: F(10,9 -98,100)
= Texas SR50: F(10,10,-98,100)
= TBM 370: F(16,6,-64,63)
= B6700: F(8,13,-51,77)
= No sistema F(b,n,e;,e,):

= Menor ndmero ndo nulo representdvel (em modulo):
N_. = 0,100..0.be:

= Maior ndmero representdvel:
N__ = 0,[b-1][b-1]...[b-1].be:

= Total de representagoes:
#F = 2.(b-1).b"1.(e,-e;+1)+1



Erros na representacdo de floats

= A representagdo de um ndmero real com uma
quantidade finita de b/ts geralmente acarreta
a necessidade do arredondamento, que é um
erro em relacdo ao seu valor exato

= Casos especiais:
= Overflow: nimero a ser representado tem médulo
maior que N, .,

= Underflow: nimero a ser representado tem madulo
menor que N,

= Exemplo:

ndmeros representados
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Exemplo

= Seja F(2,3,-1,2)

= Possiveis mantissas: 0,100; 0,101; 0,110; 0,111

= Expoentes: -1,0,1,2
= Valores positivos:

e be | 0100 0101 0,110
1 /2 | 14  5/16 (3/8
0 1 /2 5/8  3/4
1 2 1 3/2
2 4 2 5/2 3

= HF = 2.(2-1).231,(2-(-1)+1)+1 = 2.1.4.4+1 = 33

= Regido de underflow. (-1/4,0) U (O, 1/4)
= Regido de overflow. (-, -7/2) U (7/2, =)

= Sejam x = 5/4 ey = 3/8. Portanto, x+y = 13/8 ndo estd em F:

tera que ser arredondado...



Outro exemplo

« SejaF(3,2,-1,2)

= Possiveis mantissas: 0,10; 0,11; 0,12; 0,20; 0,21; 0,22

= Expoentes: -1,0,1,2
= Valores positivos:

e be o010 011 0,12 020 0,21

-1 1/3 1/9 4/27 5/27 2/9 7/27 8/27

0 1 1/3 4/9 5/9 2/3 7/9
1 3 1 4/3 5/3 2 7/3
2 9 3 4 5 6 7

o HF = 2.(3-1).321(2-(-1)+1)+1 = 2.2.3.4+1 = 49
= Regido de underflow. (-1/9,0) U (0, 1/9)
= Regido de overfiow. (-, -8) U (8, =)

= Exercicio: neste sistema, encontre dois valores cuja soma terd

que ser arredondada



Padrdo IEEE

= Em 1985, foi definido o padrdo IEEE754 para representagdo de
floats

= Possui 3 niveis de precisdo (simples, dupla e estendida), que utilizam
respectivamente 32, 64 e 80 bits

= E um sistema normalizado, mas o 6/ ndo nulo ndo € armazenado
= Os bits do expoente contém também informagdo sobre seu sinal

= Precisdo simples (8 b/ts no expoente e 23 b/ts na mantissa):
= ao invés do expoente e, armazena-se o resultado de e + (01111111),
= basta subtrair (01111111), = (127),, para se obter o valor de e (evita-se um teste)
= 0s expoentes (00000000), e (11111111), sdo reservados
= expoente minimo e;: (00000001), - (01111111), = (1), - (127)40 = (-126);
= expoente maximo e,: (11111110), - (01111111), = (254), - (127)0 = (127)4g
= valor infinito (Inf): mantissa nula e expoente (11111111),
= valor invdlido (NaN): mantissa ndo hula e expoente (11111111),
= ndmero zero: mantissa e expoente nulos
= expoente nulo e mantissa ndo nula: nimeros menores que N,;, em formato ndo

normalu
bit escondido

= N, (1,000..00),.2-126 = 2-126 ~ 1 18.10-38
- Nmax: (1,11111)22127 = (2 - 2-23). 2127 x 3’40.1038




Padrdo TEEE 754

Precisdo
Simples Dupla Estendida

Comprimento total 32 64 80

Bits na mantissa n 23 52 64

Bits no expoente 8 11 15
Base b 2 2 2
Expoente minimo e -126 -1022 -16382
Expoente maximo e, 127 1023 16383
Menor,nL’lmero N 2-126 2-1022 2-16382
(em maddulo) min %1,18.10-38 %2,23.10-308 | x3 36.10-4932
Maior nimero | Nuo | ogpclion | orgotome | \atioigm
Digitos decimais 7 16 19
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Definicdo de arredondamento

= Seja um sistema de ponto flutuante
F(b,n,e;e,). Uma fungdo §: R — F é de
arredondamento se:

= Vx € F, Ex = x (ndo modifica os valores de F)

= Além disso, essa func¢do sera:

De arredondamento para baixo
(ou por falta, ou truncamento) se,
VX e R, {x < x (nesse caso, Ex = Vx)

De arredondamento para cima
(ou por excesso, ou simplesmente arredondamento) se,
Vx € R, £x 2 x (nesse caso, {x = Ax)

Monotdnica se, Vx,y € R, x ¢y = {x ¢ &y




Para o float mais préximo

= Se o sistema de ponto flutuante F(b,ne;e,) tem
a base b par, o arredondamento para o float
mais proximo, denotado por Ox, é definido
como:
- vx e [0,N,_.), Ox =0

" VX € [Nmin' Nmax]:

Ox = AX, para x € [(Vx+Ax)/2, Ax]
= Se x<0, O0x =-0(-x)
> |
O Nnin VX AX Nimax
(Vx+Ax)/2




Exemplo

= No sistema de ponto flutuante F(10, 4, -98, 10):

x=0,333333 | y=0,348436 |z=0,666666..| w=0,12345

Vvx =0,3333 Vy =0,3484 Vz=0,6666 vw =0,1234

Ax = 0,3334 Ay = 0,3485 Az = 0,6667 Aw = 0,1235

Ox =0,3333 Oy =0,3484 Oz =0,6667 Ow = 0,1235
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Erros absolutos e relativos

A diferenga entre o valor exato e o arredondado pode
ser medida por dois parametros: erro absoluto e erro
relativo

Erro absoluto: E x = |€x - x|

Erro relativo: Exx = E x/|Ex]

Pode ser demonstrado que, em um sistema de ponto
flutuante F(b,ne;e,), vx € R, se |x| € [Nyin, Nax],
entdo Epx < y, onde:

_ | bln/2,se &x = Ox

H=7 bin se Ex = VX

Portanto, no padrdo IEEE, o erro relativo de
arredondamento para o f/oat mais préoximo nos casos de
precisdo simples, dupla e estendida, é 2-23, 292 e 2-64,
respectivamente, ou seja, € muito pequeno...
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Digitos significativos

= Em um sistema de numeragdo, um digito é
significativo se:

= for diferente de zero

= caso seja zero, se ndo for usado para fixar a virgula
ou preencher o lugar de digitos descartados

. Exemplos de digitos significativos (no sistema
de

|||u|}

= 0,008735:8,7,3e5

= 30457: todos

= 2,3.104=23000: 2 e 3

= 2,30.10% = 23000: 2, 3 e o primeiro O



Precisdo e exatiddo

= Como jd foi definido, a precisdo de um
computador € o ndmero de digitos da sua
mantissa

= A precisdo € algo bem determinado e invaridvel
em cada madquina

= Por outro lado, exatiddo é uma medida da
perfei¢cdo do resultado, e depende de trés
fatores:

= precisdo da mdquina
= método utilizado na sua obtencdo
= confiabilidade dos dados de entrada



Exemplos

= Em um computador com sistema F(16,6,-64,63), qual
seria a sua precisdo decimal?

= Sabemos que sua precisdo hexadecimal é 6
= 166=10P< p=6.og16 ~7,2
= Portanto, sua precisdo decimal é 7

= No entanto, nem todo nimero com representagdo exata de 7
casas decimais terd fambém uma representagdo exata nessa
mdquina. Exemplo: 0,1

= Seja o nimero irracional 21/2 = 1,414214562...

Com relagdo a ele, podemos dizer que:

= 1,4142 é mais preciso e exato que 1,41, pois tem maior
ndmero de casas decimais e aproxima melhor 2172

= 1,4149 € mais preciso que 1,414, pois tem mais casas
decimais, mas € menos exato



CCI-22

Tipos de erros

Sistemas de ponto flutuante
Arredondamentos

Erros absolutos e relativos
Digitos significativos

Epsilon da mdquina



Epsilon da mdquina

= Chamamos de ¢ (épsilon) de uma determinada
mdquina o menor float tal que 1+ ¢>1

= O programa abaixo imprime esse valor:

EpsilonMag(){
float epsilon, eps = 1;
do {
epsilon = eps;
eps /= 2;

while (eps + 1 1= 1);
printf("%E\N",epsilon);



