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1 — ASPECTOS GERAIS
GRAFOS

Grafo: modelo de armazenamento de informacdes usado para
representar uma dada relac¢io entre alguns pares do universo
1 - Aspectos gerais de elementos armazenados

2 - Grafos orientados Vértice ou né: unidade destinada a guardar todas as

Lot . informacoes de um elemento desse universo
3 — Problemas classicos sobre grafos orientados ¢

4 - Grafos nao-orientados Arco: representa a existéncia da referida relagéio entre dois

L. - elementos desse universo
5 — Problemas classicos sobre grafos nao-

orientados
Forma natural de representacao de grafos: Exemplos:
a) Fornecimento de produtos entre fabricas
Legenda: Objetos: fabricas
Relacdo entre fabricas: F; fornece produtos para F;
Circulo = Vértice
Seta = Arco
_I GM I_
Alg T
[ )

Ericsson I‘

V: conjunto de vértices

A: conjunto de arcos ligando vértices de V

Panasonic

]

Avibras | l Embraer |

b) Fluxogramas ¢) Redes PERT-CPM
Objetos: blocos de um fluxograma Objetos: Tarefas de um projeto
Relacdo entre blocos: o fluxo de controle vai de B; para B, Relacéo entre tarefas: a tarefa T, precisa terminar para que a

tarefa T; possa comecar (T; depende de T;)
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d) Conhecimento entre pessoas Relacao simétrica: a existéncia da relacéo de um vértice v
para outro w implica na existéncia da rela¢io de w para v
Objetos: Pessoas

Relacio entre pessoas: a pessoa P; conhece a pessoa P; de

vista e de nome (‘D/ C

Na forma natural, costuma-se substituir os dois arcos
orientados (setas), por um sé arco néo-orientado (linha)

© ©

Grafo orientado: sua relacdo é néo-simétrica; vide os Exemplos de grafos ndo-orientados:
quatro exemplos anteriores

a) Mapa rodovidrio de uma regido

-Fornecimento de produtos entre fabricas Objetos: cidades

- Fluxogramas Relacéo entre cidades: existe uma rodovia ligando C; e C;

Redes PERT-CPM
Conhecimento entre pessoas

Grafo nao-orientado: sua relagéo é simétrica

Exemplos de grafos ndo-orientados:

2 — GRAFOS ORIENTADOS

b) Intersec¢éo entre conjuntos

Objetos: conjuntos 2.1 - Definicdes

Relacéo entre conjuntos: conjuntos C; e C; tém elementos em

comum Um grafo orientado também é chamado de grafo dirigido, ou

abreviadamente de digrafo

Num grafo orientado, os arcos séo setas (linhas ou arestas
orientadas)




22/10/2010

Um arco é definido por um par orientado de vértices (v, w),
onde v é a fonte e w é o destino do arco

Vv, w) = vow

OnO

Diz-se que o arco v—»w € de v para w e que w € adjacente
av

Caminho em um digrafo é uma seqiiéncia de vértices
Vis Vgy ey V , tais que
V1=V, Vo=V, ..., V1=V, S80 arcos;

Tal caminho é dito que vai de v, para v,, passa por vj, Vg, ...
V,.; € termina em v,,.

Comprimento de um caminho é o niumero de arcos desse
caminho. Exemplo:

1, 2, 4: caminho de
comprimento 2, de 1 a 4

Caminho simples: caminho no qual todos os vértices sdo
distintos, com a exce¢fo possivel do 1° e do dltimo vértice

Ciclo: caminho no qual o 1° e o dltimo vértice séo iguais.

Ciclo simples: ciclo que também é um caminho simples.
Exemplo:

3,2, 4, 3: ciclo simples
de comprimento 3

Informacées em um grafo (orientado ou néo):

Podem estar contidas nos vértices e nos arcos.

Exemplo: fornecimento de produtos entre fabricas

Nos vértices: nome da fabrica; localizagéo; nimero de
empregados, etc...

Nos arcos: qual o produto; quantidade de produtos
fornecidos; custo de cada produto, etc.

Exemplo: Automato finito reconhecedor de constantes
numéricas na Linguagem C

Reconhece constantes como: 13, +13, -13, 13., 1.25, .25, -.25, -
32.43, 13E-15, 13.E-15, -13.25E+72, .7T5E5

Vértices: circulos representando estados do autéomato

Estado O Estado

final

nao-final
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Informacgdes nos vértices: nome, se é estado inicial, central
ou final

Informacéo nos arcos: caractere(s) necessario(s) para
transitar de um estado para outro.

Arcos: setas representando transi¢oes de estados

Alfabeto para transicdes:
> =1{d,+-,.,E} (déum digito qualquer)

Existem transi¢oes de todos os estados para o estado Erro
mas nédo estdo desenhadas, para maior clareza

Cada caractere da constante numérica provoca uma mudanca
de estado

No inicio, o estado é o In (inicial)

Se, no final da constante, o estado for do tipo final, ela é
reconhecida; caso contrario, é rejeitada

Simulacao do teste da constante -13.25E+72

-13.25E+72

-13.25E+72

-13.25E+72
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-13.25E+72

-13.25E+72

-13.25E+72

-13.25E+72

-13.25E+72

-13.25E+72
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-13.25E+72

O estado ¢ final

A constante é reconhecida

-13.25E+72

2.2 - Estruturas de dados para digrafos

Seja um grafo de fornecimento de produtos entre fabricas

Johnson

2 | Ericsson 6| Nestle

Panasome 8

10

4| Tosluiba | 9| Avwvibras

a) Matriz de adjacéncias

Os elementos da matriz sio do tipo 16gico

Se elemento [i, j] =V, fébrica i fornece
produto para fabrica j

58]
w
i~
n
[=)}
-
0
=}

Fabrica 1

10(11

GM v VIV

Ericsson A% VARARY

Fiat

Toshiba A% \%

[ R N

Panasonic VIVv| Vv \i

Nestle Vv v Vv

Johnson

LG v

O 00 -1 v

Avibras

Embraer

=
— O

Gerdau A% V|V A%

Declaracdes para matriz de adjacéncias Se houver informacgdes nos arcos:
struct celulavertice { struct celulavertice {
informacaovertice InfoVert; informacaovertice InfoVert;
logic Adjacente [maxvert]; informacaoarco Adjacente [maxvert];
— 1
bi bi
struct digrafo { struct digrafo {
celulavertice Vetor [maxvert]; celulavertice Vetor [maxvert];
int nvert; int nvert;
A Fabica [ 1] 23 [4]5]6]7][8]0 [10]1L A
}i 1 oM v Vv }i Fabica | 1]2[3]4]5]6]7]8[9]I0]1L
. . 9S 7 ANAN . . 1 GM v ViV
digrafo Fornecimento; ; E’;“]:“‘ v VIVIV digrafo Fornecimento; 2 [ Eriesson |V VvV
4 [ Toshiba v v 3 TFlla‘tb . ,
5 Panasonic NANAN v 5 Paf\fﬁ}:n:c VIVv]|V v
S JNles'le Vv vi v 6 Nestle [V[V VI v
ohnson . . 5
¢ e = informacaoarco pode ser até 4 [ o - -
9| Avibras uma complexa estrutura 9 [ Avibras
10 Embraer 10 Embraer
11 Gerdau v V|V Vv 11 Gerdau v V|V V
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Caracteristicas dessa estrutura:
E réapido saber se vow é um arco do grafo

Gasta muita memdria com grafos esparsos

b) Listas de adjacéncias

O preenchimento do grafo é demorado. 1 M =T 1]
2 Enesson | 1111 Pls
3 Fiat .
Fabrica 1[2]3]4]5[6]7[8]910]11 4 Toshiba 74|7|_4HT’._|
1 GM v VIV 5 Panasonic
o e i CCIETSN By PR | PR PP
3 Fiat 5 estle ] - =
4 Toshib'(? _ \/: _ i - Tohnson . _'I | _HZ ‘ _H: ‘ _H ‘- I
5 Panasonic VIiV]|V V
6 Nestle |V[V v [V 8 LG 1l le]
7 Johnson C A
s G = '), Avibras | e
9 [ Avibras 10| Embraer | o
10| Embraer —
1~ Gada ¥ VT [ Gedan | WOT HET e [ Phele]

Declaracoes para listas de adjacéncias
struct celulaadj {int vertice; celulaadj *prox;};

struct celulavertice {

informacaovertice InfoVert; CélulaAdj *ListAdj;};

struct digrafo {
celulavertice EspacoVertices [maxvert];
int nvert;
}i

A el Tl
Fiat .

Toshiba | =37 o [o |

Panasonic | —f

Nestl IS | NS | PO PP
e T e P s P s  ERP

Jolnson | o

G| Lele]
Avibras
10| Embraer

[ Godn T TG T ]

oW —

digrafo Fornecimento;

w

o

Se houver informacgées nos arcos:

struct celulaadj {int vertice; informacaoarco InfoArco;

celulaadj *prox;}; F\\\\\

informacaovertice InfoVert; CélulaAdj *ListAdj;};

struct celulavertice {

struct digrafo {

celulavertice Vertices [maxvert];

[ IV iy P P BT P |
2 [Ereson | A T T T ]
3 [ Fat .

4 [ Toshiba | -1 L. ]
5 | Panasonie | =TT LT 1 -]
é Nestle = 1 P =] 1]

Tolmson
8 LG —
9 Avibras .
10| Embraer | o

int nvert;

bi

digrafo Fornecimento;

|

11| Gerdau ]

Caracteristicas dessa estrutura:

Demora um pouco mais para saber se v—w é um arco do
grafo

Gasta menos memoria para grafos esparsos

A programacéo para preencher o grafo é mais complexa

I IE VAR e P s P s PP
2 Buiesson | T T e [z 1]
3 Fiat .
4 Toshiba | 4-[3T {5 1. ]
5 | Panasonic | C TG T LT 1G]
Sl Netle 1 P TG T H [ H- [
7 [ Tobnson [«

6| lele]

9| Avibras |
10| Embraer | o

0 [God T T TG TGl

2.3 - Armazenamento de um digrafo

Seja um digrafo de fornecimento de produtos entre fabricas

Nos arcos: custo do fornecimento/més em R$1000,00

GM |1
Adotada a
5 estrutura com
- listas de

adjacéncias

42
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Estrutura de dados:
GM 1 s ow [] 1 [Com
. . 2| Ericsson
21 FEricsson __,‘ 1 | 150 |_H 5 ‘ 120 | . | struct celulaadj { 3 Fiat
3 Tiat int vertice, custo; 4| Toshiba
" - celulaadj *prox; 5 | Panasonic |
4| Toshiba ——-‘ 3 | 320 | . ‘ y Vertices
5 | Panasonic ——b‘ - | 150 |—H 3 ‘ 280 | . | struct celulavertice {
- = G
char nome[20];
celulaadj *listadj;
struct digrafo {
int nvert;
5 celulavertice *Vertices;
- }i
370 digrafo G;
4| Toshiba
44
/* Funcao LerGrafo: le e armazena um digrafo na /* Leitura do nome das fabricas */
variavel global G */

void LerGrafo () {
int i, j, n;
celulaadj *p;

/* Alocacao do vetor de vertices */

printf ("Leitura do Grafo:");
printf ("Numero de fabricas:");
scanf ("%d", &G.nvert);

G.Vertices = malloc ((G.nyert+l) *

sizeof (celulavertipé) );

} 1[_am Js[eo .|
2| Eriesson | 4~ w0 [ 120 o
~ 3 Fuat
Naio usa o elemento 4 Toshiba [ 3] [+]
indice zero 5 | Panasonie | 4—f> s BE2E
Vertices
mmil

for (i = 1; i <= G.nvert; i++) {
printf ("Nome da fabrica", i, ": ");
scanf ("%s", G.Vertices[i].nome);
G.Vertices[i] .listadj = NULL;

oM | 5[ [.]
Briesson L o~ [ 1= [F{s [ [.]
Fiat
Toshiba | |3 [ [+]

e S e s S
e L= [T ].]
wvert 5]

Doe w0 —

/* Leitura dos fornecimentos e seus custos */

for (i = 1; i <= G.nvert; i++) {
printf ("Numero de fornecimentos de %s:",
G.Vertices[i] .nome) ;
scanf ("%d", &n) ;
if (n > 0) {
for (j =1; j <=n; j++) {
printf ("%d.o) n.o da fabrica e custo: ",Jj);
p = G.Vertices[i].listadj;
G.Vertices[i] .listadj =
malloc (sizeof (celulaadj));

G.Vertices[i] .listadj->prox = p;
scanf ("%d", &G.Vertices[i] .listadj->vertice);
scanf ("%d", &G.Vertices[i] .listadj->custo);

} [ om [ Js[ew ]
} 2 Briesson | 40 [ [ [+
} 3| Fiat
- : BEID
} As células de adjacéncias sio : P:::i'::l :H‘ BEaD
inseridas no inicio de cada lista Vertices
mm[]
G

3 — PROBLEMAS CLASSICOS SOBRE
GRAFOS ORIENTADOS

3.1 - Caminhos de menores custos

Seja um digrafo G = {V, A} em que cada arco de A possui
uma informacéo inteira positiva chamada custo

Seja v um vértice de V que recebe o nome de fonte
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Determinar o custo do caminho mais barato da fonte para
todos os outros vértices de V

Custo de um caminho: soma dos custos dos arcos desse
caminho

v
Caminhos de 1 a 3: (fonte)
1-2-3 (custo 60)
1-4-3 (custo 50)

Caminhosde 1a5:
1-5 (custo 100)
1-2-3-5 (custo 70)
1-4-5 (custo 90)
1-4-3-5 (custo 60)

Soluc¢ao: Algoritmo de Dijkstra
O grafoé G=(V, A)
O conjunto de vértices é V=1{1, 2, ... ,n}

A fonte é o vértice 1

v
(fonte)

C(, j): custo associado ao arco i—j

Se 0 arco i—j nio existe, C(i, j) = oo

Esse algoritmo e o conceito de
custos podem ser aplicados em

grafos nio-orientados

Vetor D: destinado a guardar os caminhos mais baratos e seus Simulacao: Vetor D
custos; no inicio D[i] guarda: D [2] D3] D4] D3]
Caminho [1-i] e C (1, 1) Caminho 1-2 1-3 1-4 1-5
Custo L 30 100
Vetor D 10

D[2] D3] D[4 D[5] Definitivo sim nao nao nao

Caminho 1-2 1-3 1-4 1-5

Custo 10 © 30 100

Definitivo nio nio nio nio Menor custo: 10

D[2] é definitivo

v
(fonte)
Vetor D Vetor D
D[2] | DBl D4 D3] D[2] | DB D4 D3]
Caminho 1-2 1-3 1-4 1-5 Caminho 1-2 1-3 1-4 1-5
Custo 10 0 30 100 Custo 10 0 30 100
Definitivo sim nao niao nao Definitivo sim nao nio nao

Novos caminhos:

Custo (1-3) = =
Custo (1-2-3) = Custo (1-2) + C (2, 3)
=10 + 50 = 60

Custo (1, 4) = 30
Custo (1-2-4) = Custo (1-2) + C (2, 4)
=10+w0=own

Custo (1, 5) =100
Custo (1-2-5) = Custo (1-2) + C (2, 5)
=10+ 0=

Menor entre os nio definitivos:

Caminho de 1 para 4. onde

Custo(1-2-4) > Custo(1-4)

Outros caminhos possiveis, onde C é um caminho qualquer:
Custo(1-2-C-4)=Custo(1,2)+Custo(2-C-4) = Custo(1,2,4) >Custo(1,4)
Custo(1-3-C-4) =Custo(1,3)+Custo(3-C-4) > Custo(1,4)
Custo(1-5-C-4) =Custo(1,5)+Custo(5-C-4) > Custo(1,4)

Logo o caminho de menor custo possivel entre 1 e 4 é: 1-4
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Vetor D
D[2] | PP | D4 | PP
Caminho 1-2 1-2-3 1-4 1-5
Custo 10 60 30 100
Definitivo sim nao sim nao

/

Menor custo: 30

D[4] ¢ definitivo

Caminho 1-2

Custo 10

Definitivo sim

Vetor D
D[2] | PP | D[4] | P8
1-2-3 1-4 1-5
60 30 100
nao sim nao

Novos caminhos:

Custo (1-2-3) = 60
Custo (1-4-3) = Custo (1-4) + C (4, 3)
=30 +20 =50

Custo (1, 5) = 100
Custo (1-4-5) = Custo (1-4) + C (4, 5)

=30+ 60 =90
Vetor D Vetor D
D[2] | D[3] | D[4] | "V D[2] | D[3] | D[4] | "V
Caminho 1-2 1-4-3 1-4 1-4-5 Caminho 1-2 1-4-3 1-4 1-4-5
Coso |10 | 50 | 30 % Coso |10 | 50 | 30 %
Definitivo sim sim sim nao Definitivo sim sim sim nao

Menor custo: 50

D[3] ¢ definitivo

Novos caminhos:

Custo (1-4-5) = 90
Custo (1-4-3-5) = Custo (1-4-3) + C (3, 5)

=50+ 10=060
Vetor D Vetor D
D[2] | D[3] | D[4] | D[5] D2] DBl DIl DE]
. Caminho 1-2 1-4-3 1-4 1-4-3-5
Caminko | 12 1-4-3 1-4 |1-4-3-5 Custo 10 50 30 60
Custo 10 50 30 60 Definitivo Sim sim sim sim
Definitivo | gjyyy sim sim sim

Menor custo: 60

D[5] ¢ definitivo

Declaragdes para o vetor D:

struct infovert {
int custo;
char definitivo;
caminho cam;

}i

infovert *D;

Caminho ¢ lista de vértices:

typedef noh *posicao;

struct noh {
vertice elem;
posicao prox;

Y

struct caminho {
posicao inic,

}i

fim;

10
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Vetor D
D[2] D3] D[4] D[5]
Caminho 1-2 1-4-3 1-4 1-4-3-5
Custo 10 50 30 60
Definitivo Sim sim sim sim

Caminho ¢ lista de Caminho — operadores:

vértices:
void InicCaminho (caminho *cam);
posicao Primeira (caminho cam);
posicao Proximo (posicao p);

vertice elem; posicao Fim (caminho cam);

posicao prox; void InserirNoFinal (int v,caminho *c)
}; int CustoArco(int, int, digrafo);
struct caminho { void EscreverCaminho (caminho);

posicao inic, fim; void CopiarCaminho (caminho *destino,
}; caminho origem);
void EsvaziarCaminho (caminho *);

typedef noh *posicao;
struct noh {

Algoritmo de Dijkstra:

void Dijkstra (Grafo *G) ({
infovert *D; int i, novocusto;
celulaadj *p; vertice w, v;
Inicializar vetor D;

Calcular vetor D definitivo;

Escrever vetor D;

2‘10‘*’4 SD‘ﬁS‘IDﬂ‘Q‘

Vertices

Inicializar vetor D:

D = malloc ((G->nvert + 1) * sizeof (infovert));
for (i = 2; i <= G->nvert; i++) {

D[i] .custo = infinito;

D[i] .definitivo = FALSE;

InicCaminho (&D[i].cam);

InserirNoFinal (1, &D[i].cam);

InserirNoFinal (i, &D[i].cam);

for (p = G->Vertices[l]; p != NULL; p = p—>prox) {

D[p—->vert] .custo = p->custo;

Caminho

Custo
e Vatices
Definitivo

G

Calcular vetor D definitivo:

for (i = 2; i <= G->nvert; i++) {
w = Minimo (D, G->nvert);
D[w] .definitivo = TRUE;

for (v = 2; v <= G->nvert; v++)
if (D[v].definitivo == FALSE) {

novocusto = D[w].custo +

CustoArco (w, v, G);

if (novocusto < D[v].custo) {
D[v] .custo = novocusto;
CopiarCaminho
(&D[v] .cam, D[w].cam);

InserirNoFinal (v, &D[v].cam);

} Caminho

} Custo

Definitivo

Escrever vetor D:

for (i = 2; i <= G->nvert; i++) {
printf ("Caminho (1, %d): ",i);
printf ("Custo = %d Vertices:", D[i].custo);

EscreverCaminho (D[i].cam);

Caminho

Custo

Definitivo

Saida para o grafo acima:

Caminhos mais baratos ao vertice 1:

Caminho (1, 2): Custo = 10; Vertices: 1 2
Caminho (1, 3): Custo = 50; Vertices: 1 4 3
Caminho (1, 4): Custo = 30; Vertices: 1 4

Caminho (1, 5): Custo = 60; Vertices: 1 4 3 5

65

Aplicacdes de caminhos de menores custos:

Escolha da melhor rota para transitar numa malha
rodovidria ou para viagens aéreas
Aparelhos GPS, sites de informacdes sobre mapas, ete.

11
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3.2 - Busca em profundidade
a) Conceito e metodologia

Busca em profundidade é um método de travessia de grafos
(orientados ou néo)

E esqueleto para a solucéo de muitos problemas relacionados
com grafos (orientados ou néo)

67

Travessia de grafos: visitacio sistematica de todos os nés
de um grafo, usando os arcos para transitar

-Busca em profundidade: generalizagao
de pré, pés e ordem central para arvores

-Busca em largura: generalizacéo da
ordem de nivel para arvores (sera
apresentada para os grafos nio-
orientados)

Método para digrafos: Seja G um digrafo
Assinalar todos os vértices de G como nao-visitados

Seja v um vértice de G selecionado como vértice inicial;
Marcar v como visitado

Visitar cada vértice w adjacente a v, néo visitado

Ao visitar um vértice w, marca-lo como visitado e
visitar cada vértice ndo visitado, adjacente a w
(recursividade)

A busca em v é encerrada quando todos os vértices w
adjacentes a v tiverem sido visitados

Se alguns vértices permanecerem néo visitados,
selecionar um deles como inicial, e aplicar-lhe os
passosde 2 a 6

69

Exemplo: seja o digrafo:

Numeros de visita:
ao lado dos circulos,
mostram a ordem de
visitagdo

Linhas tracejadas:
tentativas de visitar
vértices ja visitados

b) Programacio e estrutura de dados (listas de
adjacéncias)

visit nvis Adjs celulaadj
1 e I sT-{s].]
2 s le]
3 Sla 7 [T~ [.]
y e TN
s S nERDn
6 . vert  prox
. . \
s EEENENRA
9 2]
10 e [ F+{a ]
11 {2 [ e [F{1]e]
12 = 10 | e
13 —11 6 14 | e
14 —11 | e nven
Vertices grafo

12
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struct celulaadj {

vertice vert; celulaadj *prox;
};
typedef celulaadj *listadj;

struct celulavert { visit nvis Adjs celutand) cont = 0;
logic visit; int nvis; ; :”EE' (s [T-{s ] for (v = 1; v <= G->nvert; v++)
listadj adjs; 3 s [ {7 G5 ]e] if (G—>Vertices[v].visit == FALSE)
}i : - g: - BuscaProf (v, G); R S e
typedef int vertice; 6 . vert  prox } 2 —»:I——I
5 n ; ; s e FETEAn
st-ruct Grafo { . N AT T : ===
int nvert; 9 — s : = "
celulavert *Vertices; 10 — == = T : :
11 T2 12
b = 0 le] 0 G =g
2 I Pl e =l
13 —ALe [ {14 ]e] 12 Tl
. _ ave 13 o [ F{aele)
Grafo G; int cont; H Veri (1] [ ] 14 EEaD wen (33 ]
ertices grafo Vertices |

void Travessia (Grafo *G) {

vertice v;

for (v = 1; v <= G->nvert; v++)
G—>Vertices[v] .visit = FALSE;

void BuscaProf (vertice v, Grafo *G) {
celulaadj *p;

G—>Vertices|[v] .visit = TRUE; cont++;
G—>Vertices|[v] .nvis = cont;

p = G—>Vertices[v].adjs;

while (p != NULL) {

c) Floresta da busca em profundidade

Os arcos com linha cheia
levam a vértices nio-

Um arco de um vértice para
si mesmo é também um
arco de volta

Exemplos: 58, 952,
12—10

if (G->Vertices[p->vert].visit == FALSE) visitados 4
BuscaProf (p—>vert, G);| v msaam J—
1 ERENE e D Sio chamados arcos de
P = pP—>pProx; 2 Fls L] .
s B FaE ERERTary arvore
} . e et an
s EfnEtan
} 6 v v Formam a floresta da
s T busca em profundidade
9 Lz []
1 Lo [ le
u S [ e uls
12 L0 ] e
13 i [ s le]
14 e nvert
Verts |
Outros tipos de arcos (linha tracejada):
Arcos de volta, arcos para frente e arcos cruzantes
Arcos de volta: vio de um Arcos para frente: arcos
vértice a seu ancestral na ndo de drvore, que vio de
floresta um vértice a um seu 4

descendente préprio

Exemplos: 18, 15,
37

13
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Arcos cruzantes: vio de 13
um vértice a outro que nao k
seja seu ancestral nem

descendente na floresta

Vio sempre da direita para
a esquerda

Exemplos: 8—7, 116,
14—11,13-6, 112,
10—9

Caracteristicas: se vow é

Arco de arvore ou arco para frente: nvis (v) < nvis

(w)

Arco de volta: nvis (v) > nvis (w)

Arco cruzante: nvis (v) > nvis (w)

Tal floresta e tal classificacio de
arcos sao usados para resolver
muitos problemas sobre grafos.

3.3 - Digrafos aciclicos (dga’s)
a) Aspectos gerais
Dga é um digrafo sem ciclos

Dga é um caso particular de digrafos e arvore é um caso
particular de dga’s

81

Ponto de partida em um dga: vértice ndo adjacente de
nenhum outro vértice.

Ponto final em um dga: vértice sem adjacentes.

Um dga tem um ou mais pontos de partida e um ou mais

pontos finais.

Exemplo:
Redes PERT-CPM

Uma tarefa nio pode
comegar enquanto aquelas
das quais ela depende nio
terminarem

Pontos de
partida

Pontos
finais

O

Exemplo: expressoes aritméticas com sub-expressoes
repetidas

Seja a expressio: -
repetigdes

Exemplo: Seja Conj = {1, 2, 3} e seja P (Conj) o
conjunto poténcia de Conj

P (Comj) = {9, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}

Seja a relacdo @ = (Contém e tem exatamente 1
elemento a mais que), relagédo essa definida em P

(Conj).
P (Conj) e o
dga:
{TZ}
{1}

{1,2.3} pelo seguinte
|

{1.3} {2.3}
|

{2} {3}

) 84
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b) Teste de aciclicidade
Certas aplicacoes exigem que o digrafo seja aciclico

E necessario verificar se o digrafo lido é um dga, para
garantir a consisténcia dos dados de entrada

Pode-se usar a busca em profundidade como esqueleto
para sua solucdo

Se um arco de volta for encontrado durante a busca, entéo o

grafo nao € aciclico

85

Para fazer este teste, basta:

Manter uma pilha com todos os ancestrais do vértice que esta

sendo visitado, incluindo ele préprio

Partindo dele, para visitar seus adjacentes, se um deles, ja
visitado, pertencer a tal pilha, existe o arco de volta e o
grafo néo é aciclico

Quando todos os seus adjacentes ja tiverem sido visitados,
deve-se retira-lo da pilha de ancestrais

Exemplo:

Ao visitar o vértice 5, estardo na pilha seus
ancestrais 1,3,8,2¢5

Adjacentes de 5: 8¢ 9

Na tentativa de visitar
0 8, encontra-se o arco
de volta

O digrafo néo é um dga

A seguir um algoritmo
para o teste de aciclicidade

87

/* Variaveis globais */

int cont; pilha P; logic aciclico;

void Travessia (Grafo *G) {
vertice v;
InicPilha (&P); aciclico = TRUE:
for (v = 1; v <= G->nvert; v++)
G->Vertices[v].visit = FALSE;
cont = 0;
for (v = 1; v <= G->nvert; v++)
if (G->Vertices|[v].visit == FALSE)
BuscaProf (v, G);

} O algoritmo usa como esqueleto o algoritmo da
busca em profundidade (em negrito os enxertos)

void BuscaProf (vertice v, Grafo *G) {
celulaadj *p;
G->Vertices[v].visit = TRUE; cont++;
G->Vertices[v].nvis = cont;
Empilhar (v, &P);
p = G—>Vertices|[v].adjs;
while (p != NULL) {
if (G->Vertices[p->vert].visit == FALSE)
BuscaProf (p->vert, G);
else if (Procurar (p—->vert, P) == TRUE)
aciclico = FALSE;
p = p—>prox;
}
Desempilhar (&P);

¢) Ordenacio topolégica

Um grande projeto costuma ser dividido numa colec¢do de
tarefas, algumas das quais sdo pré-requisitos de outras.

Exemplo: disciplinas D;,D,,D5,D, e D5 de um curso

15
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Ordenacéao topolégica: processo de ordenar linearmente os
vértices de um dga, de forma que

-Se ha um arco do vértice i para o vértice j,
entdo i aparece antes de j na ordenacéo.

Exemplo: (D,, D,, Dy, D,, D;) e (D,, Dy, Dy, Dg, D;) séo
ordenagdes topolégicas do dga abaixo

91

Essa ordenacio pode ser feita, usando como esqueleto a
busca em profundidade

No final da chamada da rotina BuscaProf, empilha-se o
vértice argumento

No final da rotina Travessia, enquanto houver elementos na
pilha, retira-se o vértice do topo da pilha, imprimindo-o

Exemplo: seja um dga com numeracio aleatéria dos vértices:

Opta-se por iniciar uma busca pelo vértice de menor nimero

Floresta da busca em profundidade (s6 com os arcos de arvore):

O 0O
I

O

—_
o

P3O0 <10 L

Pilha
Ordenacido
topologica Todas as 4
Esta é uma das mostrando dl‘[E.K,IGIES 2
muitas possiveis O arcos: J pldireita 11
) 1
ordenagdes — L
topologicas I,—’: / I e O e
[0 5 &8 7 % 12 ¢ 2 11 4]
:‘ e } |

Ordenacio topolégica ajuda estabelecer uma ordem de
execucdo das tarefas de um grande projeto

Isso é critico quando apenas um pequeno numero de tarefas
pode ser executado simultaneamente

E o caso de um curso com médulos semestrais, com cinco ou
seis disciplinas por médulos

Faz-se um grafo de pré-requisitos das disciplinas e uma
ordenacéo topoldgica mais sofisticada, para obter a
simultaneidade requerida

95

d) Caminho critico um dga

Seja o seguinte dga:

OSSO Ny o O
(9 /S :\m
1369‘;6D 15 0@

A duragdo de
cada tarefa aparece
projeto 20 lado do vértice

Num arco, o destine.
nio comega antes'do
término da fonte

Os vértices sao
tarefas de um

96
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Problemas:
Qual o tempo minimo para que o projeto seja feito?

Quais as tarefas que néo podem sofrer qualquer
aumento no tempo de execucgdo, para que esse tempo
minimo nédo aumente?

A seqiiéncia formada pelas referidas tarefas é
chamada de caminho critico (pode haver mais de

um) s@ 10 o 6@

@fg ' Iﬁo
ol :

E util calcular o tempo minimo de término (TMT) de cada
vértice

O tempo minimo procurado é o maior de todos os TMT’s das

tarefas finais.
Tarefas finais sdo aquelas que ndo tem adjacentes

QO
@ 0 :ﬂo
& :

TMT’s das tarefas de partida 1, 2 e 3 sdo imediatos:

E a duracéo delas: 8,10 ¢ 6

}@
OPaE
£0

13 ®/ 15

O Py "
8 ‘/:}
o
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O TMT das tarefas dependentes apenas de 1, 2 e 3 ja pode
ser calculado:

TMT (4) = max (TMT (1), TMT (2)) + Duragéo (4) =
TMT (5) = max (TMT (2), TMT (3)) + Duracéo (5) =

8 8 10("2Y10 6 6
0,0, 0%, O
/
5 O \N
15 3
13@'/ 15 / ;

Assim prosseguindo:

TMT (6) = TMT (4) + Duragéo (6) = 34
TMT (7) = max (TMT (2), TMT (5)) + Duracéo (7) =
TMT (8) = TMT (5) + Duragéo (8) = 32

s@ 10 o 10 6@ 6
o 4
e 22
@34 8 o 30 }32
1«@ @
n@y

uu

Assim prosseguindo:

TMT (9) = TMT (7) + Duragéo (9) = 45
TMT (10) = max (TMT (5), TMT (7))+Duracéo (10) = 38

(O OIS Of
15 —
OO
(O sow'ﬁon
1@% BOZ
@ 102

uu
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Finalmente: Tarefas finais: 6, 8, 11 e 12
TMT (11) = max (TMT (4), TMT (9))+Duracéo (11) = 58 TMT (Projeto) =
TMT (12) = max (TMT (7), TMT (10))+Duracéo (12) = 53 = max (TMT (6), TMT (8), TMT (11), TMT (12))

=max (34, 32, 58, 53) = 58

104

/
13@ o 15
103

Algoritmo recursivo para o cdlculo do TMT do projeto: Algoritmo:

. . . cpe e . int T i T fa T

+ Primeiramente introduz-se uma tarefa final artificial TArtif de int Termino (Tarefa T) {

dura(;ﬁo Zero: int maior, aux; Tarefa X;

maior = 0;

para (cada tarefa X da qual T é adjacente) {

if (X.tmt ndo foi calculado)

aux = Termino (X); -
O tempo minimo para

a execugio do projeto
if (aux > maior) maior = aux; ¢ caleulado invocando

} Termino (TArtif)

else aux = X.tmt;

T.tmt = maior + T.duracao;

return T.tmt;

E util manter para cada tarefa, uma
lista das tarefas das quais ela é
adjacente, além da lista das
adjacentes a ela (grafo reverso)

As tarefas do caminho critico sdo assim escolhidas: Exemplo: caminho critico do grafo ilustrativo

A primeira delas é a de maior TMT entre as finais,
excluindo TArtif

Para cada tarefa T acrescentada ao caminho critico,
a préxima é aquela de maior TMT dentre as que T é
adjacente

A ultima a ser acrescentada é uma que néo é
adjacente de nenhuma outra.

108
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3.4 - Componentes fortemente conexos (CFC’s)
a) Conceito
CFC de um digrafo G = {V, A} é um sub-grafo de G contendo:

Um conjunto méximo de vértices de V, no qual
h4 um caminho de qualquer desses vértices para
qualquer outro do conjunto

~Todos os arcos de A que ligam somente vértices
desse conjunto

Um CFC pode ser composto de apenas um vértice

109

Exemplo:

Seja G = {V, A}
o seguinte digrafo:

Eis seus CFC’s:

O sub-grafo G’ = {{1, 2, 3}, {152, 253, 3—1}} ndo é um CFC,
pois {1, 2, 3} ndo é maximo

H4 caminho de 4 para 1,2 e 3 e também desses para 4

1

Qualquer vértice de G esta em algum de seus CFC’s

Alguns arcos de G podem néo estar em nenhum de seus
CFC’s; tais arcos sdo chamados arcos que cruzam
componentes

112

Digrafo reduzido de um
digrafo é aquele:

Em que cada vértice é o
conjunto de vértices de um
dos CFC’s desse digrafo

@,
Cujos arcos sao unificacoes Q‘@
de seus arcos que cruzam ?
componentes

Digrafos reduzidos séo
sempre aciclicos.

b) Aplicacoes de CFC’s

Divisao de problemas sobre digrafos em
subproblemas, um para cada CFC

Estudo de privacidade em sistemas de comunicagao

Analise do fluxo de controle para a validacéo de
programas

Computer-aided design (CAD)

Analise de circuitos eletronicos — classes de
equivaléncia

Paralelizacdo de lacos seqiienciais 14

19
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Exemplo: Paralelizagio de lagos seqiienciais

Seja o seguinte lago em C e o grafo de dependéncias entre
seus comandos:

for (i = 1; i <= n; i++) {

Cl: A[i] = B[i] + C[i];
Cc2: D[i] = E[i] + FI[i]; @
C3: E[i+1l] = A[i] + G[i];

ca: H[i] = F[i] + B[i];

cs: B[i+1] = E[i+1] + M[i]; @ @

C6: F[i+l1l] = D[i] + NI[i];
) d

115

for (i = 1; i <= n; i++) {
c1: A[i] = B[i] + C[i]; @

c2: D[i] = E[i] + F[i]; @
c3: E[i+l] = A[i] + G[i]; @ @
ca: H[i] = F[i] + B[i]; ‘
C5: B[i+l1l] = E[i+1] + M[i];
Cé6: F[i+l1l] = D[i] + NI[i]; @ @
}

CFC’s (s6 os vértices) e digrafo reduzido:

1% C1-C3-C5

vios | EDRDSO,
3% C4
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O lago original pode ser decomposto em tantos lagos quantos
forem os CFC’s:

for (i = 1; i <= n; i++) {

c1: Ali] = BIi] + C[il; Gy (e —(c)
C3: E[i+1l] = A[i] + GI[i];
C5: B[i+l] = E[i+1] + M[i];

for (i = 1; i <= n; i++) {
c2: D[i] = E[i] + F[il];
Cé6: F[i+l] = D[i] + NI[i];

Em muitos casos ¢ mais
facil aplicar técnicas de
paralelizagdo em lagos
menores do que em lagos
maiores

for (i = 1; i <= n; i++) {
c4: H[i] = F[i] + BI[il];

17

c) Algoritmo para determinar os CFC’s de um digrafo
Sera apresentado o Algoritmo de S.R. Kosaraju.
Faz duas buscas em profundidade no digrafo
Dividido em quatro passos

O algoritmo néo sera provado, apenas ilustrado. Maiores
informacdes e prova em: A. V. Aho, J. E. Hopcroft, J. D.
Ullman, The Design and Analysis of Computer Algorithms,
Addison-Wesley, 1975
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Passo 1: Fazer uma busca em profundidade em G, numerando
os vértices no final da chamada recursiva de cada um.
Exemplo:

Passo 2: Construir um novo digrafo G,, obtido a partir de G,
invertendo-se a direc¢do de todos os seus arcos (grafo reverso).
Exemplo:

Manter a numera¢ao
obtida no passo 1

120
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Passo 4: Cada arvore na floresta da busca em

Passo 3: Fazer uma busca em profundidade em G,, comecando
do vértice numerado no passo 1 com o nimero mais alto.

Exemplo:

Se a busca nio visitar todos os
vértices de G,, comegar
novamente do vértice nio
visitado de numeracio mais alta

121

profundidade em G,, resultante do Passo 3 contém
os vértices de um CFC de G. Exemplo:

Os vértices dos

':u_ CFC’s sao:
! I
@ rr" :

.
J

122
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