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COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

Importéncia de anélise de algoritmos

Um mesmo problema pode, em muitos casos, ser resolvido
por varios algoritmos.

Nesse caso, qual algoritmo deve ser o escolhido?

Critério 1: ficil compreensio, codificac¢do e corregéo
Geralmente, sdo algoritmos ineficientes

Este critério seria adequado se o algoritmo fosse executado
poucas vezes:

Custo de programacédo (Cp) > Custo de execugdo (Ce)

COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

Critério 2: eficiéncia no uso dos recursos
computacionais e rapidez na execugio
Geralmente, sdo algoritmos mais complicados
Critério mais adequado para o caso de algoritmos muito
utilizados ( Cp < Ce )

Medicao de eficiéncia: uso de memoéria e tempo de
execucao
Nesta disciplina, a énfase é dada para algoritmos eficientes
no tempo de execucio.

Ha muitos casos em que algoritmos simples ndo séo
executados em tempo viavel

COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

Anxp +Ap X + .+ A X, = By
Exemplo: Regra Apr X1+ Ap Xo + o+ Ay Xy = By
de Cramer para a : : :
solucéo de

. A X1 T Ap X0+ o+ A Xy = By
sistemas de

equacdes lineares

A A e Agig Apist o Arg

Agt Agy e Agig Azis1 - Az

At Anp s Anit\BYf Anicr o Ana
Xi=

A A o Agig Apist o Arg

Agt Agp e Agig Agis1 e Agg

Ant Any o Anis Agist o Ana

COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

Considerando n = 20, quantos determinantes
seriam calculados?

20 para os numeradores e 1 para o
denominador

Ay A oA Ajis1 o Al

Agy Agy e Agi Agict o Agy

Ant Anz s Agiog Anis1 o Ang
Xi=

A Ay el A Arist o App

Agy Ay Agi Agist e Agy

Ant Anz s Agioy Agicr oo Ang

COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

Calculo do nimero m de multiplicacées:

I

21 detyy, = 21 (20m etig)

=21(20m + 20 ( 19m + 19 det;g )

=21(20m + 20 ( 19m + 19 ( 18m + 18 det;;)))

=21(20m +20(19m + 19 (18m + 18 (17m +
17(...(3m + 3 (2m)....))))

an aiz ... Qp
Lembrando do an Q5 e Gon n
calculo recursivo  det| : : S ay(—1)" - detA
de determinante: Gn11 Gn1p e Gpap|
Qn1 Qpy -~ Gpn
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COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

=21(20m +20(19m + 19 (18m + 18 (17m +
17(...(3m + 3 (2m)....)))))

=m( 2x3x4x5x...x20x21 +
+ 3x4x5x..x20x 21+

+ 4x5x.x20x 21 +
+ 5x ..x20x 21 +
+ 19 x 20 x 21 +
+ 20 x 21)
1 1 19 ST
210 1+ = + ...+ — | = 8.778x 10~ multiplicagdes
21 3! 19!

COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

et Ly L) s g8k 10 multiplicacdes
21 31 19!

o Utilizando um supercomputador atual:
» 10" multiplicag¢bes por segundo
» Tempo gasto: 8,778 x 108 s = 27,8 anos!

o Um algoritmo mais eficiente é o Método da Eliminacdo
de Gauss
» 209 divisoes + 2850 multiplicacdes
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AVALIACAO DO TEMPO DE EXECUCAO

o Ex: método de ordenacéo Bubble-Sort

void BubbleSort (int n, vetor A) { 1------P-
i

int i, p, trocou; float aux;
P =n - 1; trocou = TRUE;
while (p >= 1 && trocou) {
trocou = FALSE; i = 1;

while (i <= p) {
if (A[i] > A[i+1]) {
aux = A[i];

A[i] = A[i+1];
A[i+1] = aux;
trocou = TRUE;

}
i=i+1;

}
P=pP-1; Yo}

Avaliacéo do tempo de execucio

o Ex: método de ordenacéo Bubble-Sort

void BubbleSort (int n, vetor A) { 1----ﬁ--
i

int i, p, trocou; float aux;
P =n - 1; trocou = TRUE;
while (p >= 1 && trocou) {
trocou = FALSE; i = 1;
while (i <= p) {
if (A[i] > A[i+1]) {
aux = A[i];
A[i] = A[i+1];
A[i+l] = aux;
trocou = TRUE;
}
i=1i+1;
}
p=p-1; [

Avaliacéo do tempo de execucio

.. .. 7
$ H $ [
void BubbleSort (int n, vetor A) { -

int i, p, trocou; float a?/ﬂ -

P =n - 1; trocou = TRUE/

while (p >= 1 && trocou) { - Obs: supomtzs que

vetor A contém

ndmeros do tipo float

trocou = FALSE; i = 1;7
(288
while (i <= p) {

if (A[i] > A[i+1])/{/-
aux = A[i]; A[i] = A[i+l1]; } -

A[i+l] = aux; trocou = TRUE;
Mas quantas vezes cada tr.

cier,— [B0E]

} sera executado?
coo1 7y (B

P=pP-1; 1}

}
i
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Avaliacéo do tempo de execucio

= Anaélise do pior caso
= Ocorrera quando o teste do if for sempre verdadeiro

) e o
* O que isso significaisso?  yetor em ordem decrescente

void BubbleSort (int n, vetor A)

) executado 1vez
int i, p, trocou; float au - tad
executado n vezes
P =n - 1; trocou = TRU'E/
while (p >= 1 && trocou - executado n-1 vezes
trocou = FALSE;} executado p+1 vezes a cada
while (i <= py{ iteracdo do while externo
if (A[i] > A[i+1]) {

aux = A[i]; A[i] = A[i+l];
A[i+l] = aux; trocou = TRUE; /

} executado p vezes a cada
i=di+1; iteracéo do while externo
}
Pe=p-1; { executado n-1 vezes

Avaliacéo do tempo de execucio

= Aniélise do pior caso
= Ocorrera quando o teste do if for sempre verdadeiro

) e o
* O que isso significaisso?  yetor em ordem decrescente

void BubbleSort (int n, vetor A) { - executadg 1 vez

int i, p, trocou; float aux

- executado n vezes
p =n - 1; trocou = TRUE;
while (p >= 1 && trocou - executadon 1 vezes

trocou = FALSE; :|. =1;"
while (i <= py T -Total—n+(n1)+ +3+2
if (A[i] > A[i+1]) {
aux = A[i]; A[i] = A[i+1];
A[i+1] = aux; trocou = TRUE; /
} Total = (n-1)+ ... +3+2+1
i

Avaliacéo do tempo de execucio

T(n) =4+ 3,5n + 2(n-1) +
2m+(Mm-1)+...+3+2)+
79 ((n-1) + (n-2) +...+ 2+ 1) + 3(n-1)

void Bubblesort (int n, vetor &) ( - executado 1vez
int i, p, trocou; float aux
- executado n vezes
p=n-1; trocou = TRU'E
while (p >= 1 && trocou) (/ - executadon 1 vezes

trocou = FALSE; i = 1;
Total—n+(n1)+ +3+2

/

while (i <= p) " {
if (A[i] > A[i+1]) {

aux = A[i]; A[i] = A[i+l1];
A[i+1] = aux; trocou = TRUE; /

} Total =(n-1)+ ... +3+2+1
i

Avaliacéo do tempo de execucio

= Pior caso do Bubble-Sort:
T(n) =4+ 3,5n + 2(n-1) +

2m+(m-1)+...+3+2)+
79 ((n-1)+(n-2)+...+2+ 1)+ 3(n-1)

T(n) = 40,5n% - 30n - 3

Quando n aumenta indefinidamente, o termo com n2 predomina sobre
os demais

T(n) é proporcional a n?
Também ha casos melhores: nem todos os testes do comando if sao
sempre verdadeiros

Avaliacéo do tempo de execucio

= Casos mais estudados:
= Pior caso
= Caso médio

= Razdes para estudar o pior caso:

= O tempo de execugéo do pior caso de um algoritmo é o limite superior
do tempo de execucédo para uma entrada qualquer.
Para alguns algoritmos, o pior caso ocorre com bastante frequéncia.
Geralmente, o caso médio néo é facil de ser calculado. Virias vezes, ele
é quase tdo ruim quanto o pior caso.
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RAZAO DE CRESCIMENTO DESSE TEMPO

= Ex1: Sejam Al e A2 dois algoritmos que
resolvem o mesmo problema, e com os
respectivos tempos de execucio:

* Ty(n)=100n2 o
* Ty(n)=bn? " o s

° 200000 ——100m2)

500000

o4
0 1020 30 40 50

= Qual desses algoritmos é o melhor?
= Dependera do valor de n
= Empate: 100n? = 5n° => n = 20
= Paran <20, A2 é melhor
= Paran>20, Al é melhor

A1 é considerado o
melhor

RAZAO DE CRESCIMENTO DESSE TEMPO

= Ex2: Considere 4 algoritmos que resolvem o
mesmo problema de tamanho n.

= Abaixo, seus respectivos tempos de execucio:

* Ty(n)=100n -
* Ty(n)=5n

* Ty(n)=n%2 3000
= Tyn)=2n

2000

1000

RAZAO DE CRESCIMENTO DESSE TEMPO

= Suponha que esse problema precise ser
resolvido em no maximo 1.000 segundos.

100n 10
5n2 14,14
n3/2 12,60
2n 9,97

= Os problemas solucionaveis pelos 4 algoritmos
tém tamanho da mesma ordem de magnitude

(em torno de 10).

RAZAO DE CRESCIMENTO DESSE TEMPO

= Considerando uma maquina mais rapida,
elevemos esse tempo para 10.000 segundos.

100n 10 100 10
5n2 1414 4472 3,16

n3/2 1260 2714 215
2" 997 13,28 1,33

= Repare que o algoritmo 4 s6 podera resolver um
problema 1,33 vezes maior...
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NOTACAO O

= Seja o tempo de execuc¢do de um algoritmo
igual a uma somatoéria de termos (funcgées do

tamanho da entrada): o) = OGa)
= Ti(m)= ¢ 2+ cg.n + Cy
= Tyn)= 20 +5n2 + 100n
Ty(n) = O(2)

* A medida que n aumenta indefinidamente,
um dos termos passa a ter dominio sobre os
demais:

= T,(n) é proporcional a n%: é da ordem de n?
= Ty(n) é proporcional a 27: é da ordem de 2"
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NOTACAO O NOTACAO O

» Definicdo: T(n) = O (f(n)) , ou seja, T(n) é da = Ex2: Pior caso do Bublle-Sort
ordem de f(n) se e somente se existirem T(n) = 40,5n2 — 30n — 3 = O(n?)
constantes positivas c e n, tais que, para * T(n)<40,5n® (sendon, =1 e ¢=40,5)

qualquer n 2 ny, T(n) < c.f(n) = Ex3: Seja T(n) o polinémio de grau p € N+,
= Ex1: T(n) = (n+1)? = O(n?) onde a, > 0:
* (n+1)2<4n%, n>1 (bastaescolhern,=1 e c=4)

K T(n) = agnP +a;.nP + ... +a,,.n+a,
= Poderia ser ¢ = 2?

Sim, mas ny = 3

< apnP+ laglnPl+ .+ la, ln+ layl
B — < agnP+ laglonP+ ..+ la  l.oP + la,l.op
[ o [0 [ 1[ 2134 5 M3 : ey (Pl 1D
100 | < cnP,paran>1
(n+1)2 1 4 9 16 25 36 s Tl
a2 0 4 16 36 64 100 o

2n2 0 2 8 18 32 50 20
w

NOTACAO O NOTACAO O
= T(n) = O(f(n)) = Notacdes similares:
= f(n) é um limite superior para a taxa de crescimento de T(n) = T(n) = O(f(n)) _

= Dado T(n), temos uma tnica f(n)? = T(n) < c.f(n) par
= Nao, pois varias funcées podem satisfazer a definicéo. = f(n) é um lj i _
= Exemplo: T(n) =4n% + 3n + 1 = T(n) = Q(
= T(n) é O(n?), O(n?), O(n'®) = T(n) > c.f(n) para
= No entanto, T(n) ndo é O(n) = f(n) é um limite inferior para T(n)

= Na anilise de algoritmos, as taxas mais usadas sdo n2, n3, ni, log n, = T(n) = O
n.log n, 27, 3, etc. = T(n) <c..f(n) paran>n,

= T(n) 2 c,.f(n) paran=n,

= f(n) é um limite inferior

_ B

CES-11 EXERCICIOS

o Nogoes de complexidade de algoritmos
¢ P g o 1. Provar que n? # O(n?)
» Complexidade de algoritmos

» Avaliacdo do tempo de execucio

Por absurdo, suponhamos que n3 = O(n?)

« Razdo de crescimento desse tempo f’e_la definicéo, eilstem:;c;)nste;ntes positivas ¢ e n,
ais que, para n > n,, n < c.n’

» Notagdo O Logo, ¢ 2 n. Portanto, 8 medida que n cresce
. Exercicios indefinidamente, ¢ também crescera
Isso contraria a defini¢éo de ¢ ser constante
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EXERCICIOS

o 2. Provar que 3" = O(2)

Por absurdo, suponhamos que 3* = O(2»)

Pela definicdo, existem constantes positivas ¢ e n,
tais que, paran > n,, 3" < ¢.2?

Logo, ¢ 2 (3/2)". Portanto, & medida que n cresce
indefinidamente, (3/2)® também crescera

Assim, para qualquer valor de n, néo existe uma
constante que exceda (3/2)»

EXERCICIOS

o 3. Analisar o pior caso
algoritmo ao lado, que
calcula o valor de n®

int func(int n) {
int :|., r;

i 1 }/.lvez

while (i <= m{. n+1 vezes

int func(int n) {

de int i, r;
r =1;
for (i=1; i<=n; i++)
r = r*n;

return r;

Tn) =t; + tp.(n+1) + t3n

=t +ty+ton+tgn

=¢; + Ca.n
r = r*n; ]
. itd; } . nvezes T(n) = O(n) .
}
return r;
}
EXERCICIOS EXERCICIOS

0 4. Analisar o pior caso do algoritmo abaixo:

/. 1vez
. x + 1 vezes

int func (J.nt n)

int a, b, c, r,

b =n; ¢

while (b >= 1
=Db % 2;

if (a == 1)
r=r * c;

o | b literacdes

c=c*c*c; 9 21,0 2
b=b/2 3 3,10 2
eturn r; 4 4,2,1,0 3

16 16,8,4,2,1,0 5

X vezes 17 17,8,4,2,1,0 5

31 31,15,7,3,1,0 5

- B x

o 4. Analisar o pior caso

int func (int n) {
int a, b, ¢, r;

b = n; c = ﬂ;}/]\T/L/
while (b >=1
a

= b%2;
if (a == 1)
r = r*c;
c = c*c*c;
b = b/2;
}
return r;

}

. X vezes

do algoritmo abaixo:

/. 1vez
. x + 1 vezes

T(n) = t; + to.(x+1) + t3.x
=ty +ty+ (tp+ t3).x
=c¢p+CyX
=c; + ¢p.(Llogyn] + 1)
=c; + ¢y + ¢yl logyn]
= ¢y + ¢yl logyn
<cz+cylogyn

T(n) = O(log n)

EXERCICIOS
o 5. Analisar o pior caso do cédlculo recursivo de fatoriais

int fat (int n) {

if (n <= 1) fat = /.

else fat = fat (n-1 ) * n; .

Paran>1:
T(n) = ¢ + T(n-1)
=c+c+ T(n-2)
=2c + T(n-2)

=3¢+ T(n-3) T() = Om)

=(n-1c + T(1) .
=(n-Dec+d




