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DEFINICOES ,
Muitos fendomenos fisicos podem ser modelados com

equacoes diferenciais, isto é, envolvem uma funcéo
desconhecida e algumas de suas derivadas

Forma geral de uma equacéao diferencial com derivadas
até a ordem n:

yi(x) = f(x, y(x), Y'(X), ..., y"(x)), onde a ¢ x ¢ b

= A solucéo desta equacéao diferencial é qualquer funcao
y(x) que a satisfaca, definida em [a,b] e com n derivadas
nesse intervalo

* Quando y é funcado de uma unica variavel x, é chamada
de Equacdo Diferencial Ordindria

= Uma equacao que envolve mais de uma variavel
independente, junto com suas derivadas parciais,
chama-se Equacdo Diferencial Parcial



CONDICOES INICIAIS E LINEARIDADE
A resolucao de uma equacao diferencial geralmente tem

como resposta uma familia de curvas
Exemplo:

y=2x+3

[ydx = [(2x+3)dx =y =x2+ 3x + ¢
Para especificar uma dessas curvas, é preciso impor
condicdes iniciais a funcao y:

y(t) =k y(t,) =ky; ooy yOD(&,.) =k 4
Exemplo:

y” =-(1-y?)y-y; y(0) = 1; y'(0) =2
Uma equacéao diferencial ordinaria é linear se a funcéao
y e suas derivadas possuem uma relacio linear entre si
Exemplo: ,

Xy =X —y E linear

yV'+(1-y)y +y=0 Ndo € linear



PVI E PVC

A ordem de uma equacao diferencial é a mais alta ordem de
derivacado que aparece nela

De modo geral, para individualizar a solucao de uma equacéao
diferencial de ordem m, sdo necessarias m condicoes adicionais
Dada uma equacéao diferencial de ordem m > 1, se a funcéo e suas
derivadas até a ordem m-1 sdo especificadas em um mesmo ponto,
entao temos um Problema de Valor Inicial (PVI)

Exemplo onde m=3:
V7 + (x+1)y” + cos(xy’) — (x2-1)y = x2 + y?sen(x+y)
y(0)=1,1; y(0)=2,2; y”(0)=3,3
Se as m condicoes adicionais ndo sdo dadas em um mesmo ponto,
entao temos um Problema de Valor de Contorno (PVC)
Exemplo (barra de comprimento L sujeita a uma carga uniforme q):

y?(x) + ky(x) = q T k € uma constante que
y(0)=y(0)=0; yL)=y"(LL) =0 depende do material da barra

Ao contrario de um PVI, é comum que um PVC néao tenha
unicidade de solucao
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PROBLEMAS DE VALOR INICIAL
Embora haja garantia tedrica da resolucio analitica de

um PVI, essa solucao costuma ser de dificil obtencao: por
1sso, utilizam-se métodos numéricos

Dado o PVI y’ = {(x,y), onde y(x,) = y,, construimos

Xy, Xo, ..., X, 1gualmente espacados (embora nao seja uma
condicdo necessaria), e calculamos as aproximacoes

y. = y(X;) nesses pontos

Se no calculo de y,,; usarmos apenas y;, teremos entao
um meétodo de passo simples (ou passo um); se usarmos
outros valores y;, j <1, teremos um método de passo
multiplo

Caracteristicas dos métodos de passo simples:

Geralmente, é preciso calcular f(x,y) e suas derivadas em muitos
pontos

Temos dificuldades em estimar o erro do resultado
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METODO DE EULER

Vamos resolver a equacéao diferencial ordinéria de primeira ordem
y = f(x,y), sujeita & condicéo inicial y(x,) = y,:

y(x)
? ----------------- ! /
Yip------------- '
Yol-----7
—l
Xo X1 X

dy

dx =f(X0:¥0) = Y~ Yo = f(X0,Yo)

(X0:Yo0)

= Equagdo da reta, onde h = x;-X;

= y*=y,+ h.i(x,y,

= Quando h tende a zero, y*

tende a y;:
"Y1 ® Yo+ hf(x0.y0)

= Generalizando, temos a expressao do Método de Euler:

Yir B Yi + hA(x;, y:)



METODO DE EULER

A expressao do Método de Euler pode ser deduzida de
um outro modo

Sabemos que y'(x) = [y(x+h) — y(x)]/h, onde h é algum
valor pequeno, mas nao fixo

Dividamos [a,b], onde a=x, e b=x,, em subintervalos de
tamanho h:

X; =X, +hi,com0<i<n
Seja y;, 0<i<n, uma aproximacio para y(x,), onde y(x) é
uma solucéo de y'(x) = f(x,y)
Portanto:

Yy (%) = (y;,1 — y/h

Yie1 = ¥; + hy'(xy)

Yie1 = ¥; + hA(x;,y))



EXEMPLO

Considerando y como funcao de x, resolver y’ = 2x + 3 no intervalo
1<x<1,5 quandoy(1) =1

Pelo Método de Euler, temos:
Yir1 =¥ + hA(x;, y))
Va1 ~y; + h.(2x, + 3)

Considerando h = 0,1:

=10 | x=11 | x=12 | x=13 | x=14 | x=15

¥o=10 | y;=15 | y,=202 | y;=256 | y,=312 | y5=3,70

= (Considerando h = 0,01:
o= 1,00 | x;0=1,10 | x50=1,20 | x0=1,30 | x,9=1,40 | x5 =1,50

o= 1,0 | yio=1,509 | ya = 2,038 | ys = 2,587 | yyo = 3,156 | yso = 3,747

= As mudancas nao foram muito grandes. Veremos depois uma
estimativa para os erros cometidos
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METODOS DE SERIE DE TAYLOR

Suponhamos que, de alguma maneira, estejam disponiveis as
aproximacoes yq, Vs, ..., ¥, Para y(x) em x,, Xo, ..., X,
respectivamente

A série de Taylor de k-ésima ordem de y(x) em torno de x = x; é
' (k)
Y00 =y00)+y 00~ x)+ L0 )2 o0 YD (v
onde E. - w(x et

~ (k+1)

..1 = X; + h, podemos obter a seguinte aproximacao para
Yir1 = Y(Xis):

' " h? (k)hk
Yi+1zYE+YEh+Yi?+”'+Yi M

= Sendo x.

« E fdcil verificar que a série de Taylor de 1° ordem é equivalerite
ao Método de Euler: y;,; 2y, +y'h



METODOS DE SERIE DE TAYLOR

Para se encontrar as séries de Taylor de ordens mais altas, sera
preciso calcular os valores de y”(x), y”(x), ..., y®¥(x)

Considerando y'(x) = f(x,y(x)), vamos calcular y”’(x):

y(x) = £(x,y(x))
y'(x) = f,(x,y(x)) + £,(x,y(x)).y'(x), onde f, e f; sdo as derivadas parciais de
f em relacdo a x e a y, respectivamente

y’ = £, +f,.f
Desse modo, a série de Taylor de 22 ordem é
Vie1 = ¥; + hf(x,y) + h2[f (x,y,) + fy(Xi>y D-1(x;,y)1/2
Vamos calcular agora y”’(x):
y (%) = f,(x,y(x)) + £, ,(x,y(x)).y'(x) + [{,(x,y(x)) + £, (x,y(x)).y' (x)].y'(x) +
f,(x,y(x)).y"(x)
Y7 = £+ G+ £ f 4 £, 02 + £,.(F, + £,.0
y” = £+ 26 £+ £, 02 + £.£, + £2f
E possivel perceber como se torna dificil o cdlculo de derivadas mais
altas.



EXEMPLO

Usando a série de Taylor de 2° ordem, calcular y(2,1),
onde xy’ = x—y e y(2)=2
Xy =X~y oV =Xy)/xoy=1-y/X
V(2)=1-2/2=0
y’ = -y/xX + y/x?
y’(2) = 0/2 + 2/22 = 1/2
Série de Taylor de 22 ordem:
y(x) = y(2) + (x-2)y’(2) + (x-2)%y”(2)/2
y(x) = 2 + (x-2)%/4

v(2,1) = 2 + (0,1)%/4 = 2,0025



EXEMPLO

Dado que y’ = x—y e y(0)=2, determinar y(0,2) e y(0,4)
utilizando série de Taylor de 4° ordem

Vamos considerar h = 0,2
y(0)=0-2=-2
y”=1_y’:>y”(0)=1_(_2)=3
y”’ — _y” :> y”’(o) — _3
y# =-y” = y*®(0) =3
Série de Taylor de 42 ordem:
y1 = y(0,2) = y(0) + h.y’(0) + h2y”(0)/2 + h3y”(0)/6 + h*y4(0)/24
y, ~ 1,6552
yo = y(0,4) = y; + h.y,” + h2y,”/2 + h3y,”’/6 + hty, /24
v =0,2 — 1,6552 = -1,4562
y,"=1-y,=1-(-1,4562) = 2,4562
yl”’ = _yl” = -2,4562
yi¥ =-y,” = 2,4562
Portanto, y, ~ 1,40995



METODO DE EULER APERFEICOADO

Vejamos agora o Método de Euler Aperfeicoado (também
chamado de Método de Heun):

= Aretal,, com coeficiente angular
Y’ = f(x.y)). une os pontos Q = (x,.y;)
e P - (xi+11 ?i+1):
Lity =y + (x-x;).f(x.y:)
= Por P, traga-se areta L, com
coeficiente angular f(x,q, ¥i.1):

Loty = ¥ig + (X=Xi11)F (X1, ¥i01) |

= Por P, traca-se a "bissetriz" L, isto €, x Xiog
com inclinagdo média entre L, e L.:
[f(xy) + f(Xi1.¥11)1/2 "
= Por Q, traga-se a reta | paralela a L
Ly =y (x=x).[F 06y + f(X1.¥11)1/2

= A partir de | e de x;,;, obtém-se o valor de y,,: S6 calcula f(x.y)
Yier = Vi + (Xi0=%).[E(X0y3) + £(X.1.91:1)1/2 Poge.-se. c;nos’rmr que

Yirr = ¥i + h[f(Xy) + f(Xi.0yi + hy'))1/2 / laeliets eelish Tl

Método de Taylor d
Yir = ¥i + h[f(x.y) + f(x; + hyy; + h.f(x;y)))1/2 - 20"' oid:rK e

—

E passo simples




CCI-22

Definicoes
Problemas de Valor Inicial (PVI)

Métodos de passo simples

Método de Euler

Métodos de série de Taylor

Métodos de Runge-Kutta

Equacdes de ordem superior
Métodos de passo multiplo

Métodos explicitos (Adams-Bashforth)

Métodos implicitos (Adams-Moulton)

Métodos de previsao-correcao

Problemas de Valor de Contorno (PVC)



METODOS DE RUNGE-KUTTA

A ideia basica destes métodos é aproveitar as qualidades
dos métodos de série de Taylor e, ao mesmo tempo, eliminar
sua maior dificuldade de implementacéo: o calculo das
derivadas de f(x,y)

Caracteristicas dos Métodos de Runge-Kutta de ordem n :
Sao métodos de passo simples

Nao exigem o calculo de qualquer derivada de f(x,y); por esse
motivo, calculam f(x,y) em varios pontos

Apo6s expandir f(x,y) por Taylor para funcao de duas variaveis em
torno de (x,,y.) e agrupar os termos semelhantes, sua expressao
coincide com a do método de série de Taylor de ordem n
O Método de Euler (equivalente ao método de série de
Taylor de 1% ordem) é um Método de Runge-Kutta de 12
ordem, e 0 Método de Euler Aperfeicoado é um Método de
Runge-Kutta de 2% ordem



RUNGE-KUTTA DE ORDEM N

Formula geral dos Métodos de Runge-Kutta:

Yis = ¥; + P(x;, y;, hh
d(x,, y;, h) é chamada funcdo incremento, e pode ser
interpretada como a inclinacéo no intervalo considerado
Formula geral da funcao incremento de ordem n :

d(x;, y;, h) =ak; + ak, +... + a k,

k, = f(x;, y;)

ky, = f(x; + p;h, y; + q;:kh)

kg = f(x; + poh, y; + A1k h + ggoksh)

k, = £(%; + Ppab, ¥i + QKb + oo+ Qnyn-pKn )
a;, p; € q;;: constantes obtidas igualando-se a formula geral de
Runge-Kutta com os termos da expansao em série de Taylor

k;: relacoes de recorréncia (calculo computacional eficienté)

Os termos desprezados sdo de ordem O(h"*1), 0 que acarreta um
erro global de ordem O(h®), pois h<1



RUNGE-KUTTA DE 22 ORDEM

A partir dessa definicao, o Método de Runge-Kutta de 2% ordem é
Yie1 = ¥i + (21K; + agky)h, onde k; = f(x;,y;) e k, = f(x;+p;h, y;+q;,k;h)
Expandindo k, por Taylor em torno de (x,,y,):

f(x;+p;h, yi+di1kih) = f(x,y5) + pihf(x,y) + aq:k b (x;, y)f(x;,y;) + O(h?)
Substituindo na féormula de Runge-Kutta:

Yier = ¥i + aikqh + aglflx;,y;) + pihf(x;,y;) + g1k hf(x;,y)f(x;,y;) + O(h*)]h

Yie1 = ¥i + a;hf(x;,y;) + aphf(x;,y;) + agph*f(x;,y;) + a,0;,h* (%, y)i(x;,y;) + O(h?)
Por outro lado, a série de Taylor de 2% ordem para y,,, é:

Yie1 = ¥i + fxpyph + £(x;,y)h%2!

Yie1 = ¥; + f(x,y)h + [f(x;,y) + fy(Xi7Yi)f(X17Yi)]h2/ 2

Yir1 = ¥i + hi(x,y;) + h?f(x;,y,)/2 + h?f (x;,y)f(x;,y,)/2
Desprezando os termos de O(h3), para que ambas expressdes sejam
iguais, é preciso que:

a;+a,=1

agp; = 72

asQy; = 72

3 equacoes e 4 incognitas: ha infinitas solucoes



RUNGE-KUTTA DE 22 ORDEM

Ha trés versoes mais utilizadas: a, = 12, a, = 1 ou a, = 2/3

Método de Euler Aperfeicoado (ou Método de Heun)
(ag=Y2,a, =%, p;=q;; = 1)
Vo1 = V; + (Y2k, + Y2ky)h
k, = (x;, y;)
k, = f(x; + h, y, + k;h)
Método do Ponto Médio (a, =1,a, =0, p; =qy; = %2):
Yie1 = ¥; + koh
k, = (x;, y;)
= f(x; + ¥2h, y, + ¥2k,h)
Método de Ralston (a, =2/3,a,=1/3, p; = qy; = 3/4):
kl = f(Xia y1)
k, = f(x, + 3h/4, y, + 3k,h/4)



RUNGE-KUTTA DE 32 E 42 ORDENS

De modo semelhante, podem ser deduzidas as férmulas
de Runge-Kutta de ordens superiores

Em cada ordem, também havera infinitas versoes

Métodos de Runge-Kutta mais conhecidos:

32 ordem:
Yie1 =i + (ky + 4k, + k3)h/6
k, = f(x;, y;)
k, = f(x; + %h, y, + Y2k h)
ks = f(x; + h, y, - k;h + 2k,h)
4? ordem:
Vo1 =¥; + (k; + 2k, + 2k, + k,)h/6
k, = f{x;, y))
k, = f(x; + %h, y, + Y2k h)
k, = f(x; + %h, y, + Y2k,h)
k, =1(x;+ h, y, + ksh)



EXEMPLO

Usando o Método de Runge-Kutta de 22 ordem (Método de Heun),
resolvay = x —y, tal que y(0) = 2

Consideraremos h = 0,2

fxy)=x-y

Xo=0,%, =%, + 0,21

Yo =2

k1 = f(Xia Y1)

Yie1 =i + (V2K + Y2ky)h

i X Yi ky ko

0 0,0 2,0 -2,0 -1,4

1 0,2 1,66 -1,46 -0,968

2 0,4 1,4172 -1,0172 -0,61376
3 0,6 1,254104 -0,654104 -0,323283
4 0,8 1,1563652 -0,356369 -0,0850914
5 1,0 1,1122192



RUNGE-KUTTA DE ORDENS SUPERIORES

Ha um conhecido Método de Runge-Kutta de 5% ordem,
chamado Método de Butcher:

Vie1 =¥; + (Tky + 32k, + 12k, + 32k, + Tk)h/90

k, = f{x;, yy)

k, = f(x; + h/4, y; + k,h/4)

kq = f(x; + h/4, y, + k,h/8 + k,h/8)

k, = f(x, + h/2, y, — k,h/2 + kjh)

k, = f(x; + 3h/4, y, + 3k,h/16 + 9k,h/16)

ke = f(x; + h, y; - 83k;h/7 + 2k,h/7 + 12k;h/7 - 12k, h/7 + 8k h/7)

Evidentemente, é possivel obter formulas de Runge-
Kutta de ordens superiores, mas, de modo geral, o
ganho em precisiao acaba sendo contrabalanceado pelo
esforco computacional exigido no seu calculo



COMPARACAO

Dado um PVI com solucéao analitica conhecida, podemos
resolvé-lo com métodos de Runge-Kutta de 1% a 5°
ordens, com diversos tamanhos do passo h

Se compararmos os resultados obtidos com a solucao
exata, teremos um grafico semelhante ao abaixo:

- " n,é o0 numero de chamadas da funcéo
rro . ~ 2
relativo (%) A f(x,y) em cada iteracdo do método

100 = O total de chamadas reflete o tempo
gasto na execucao do método

Euler = (Conclusoes:

102 Heun Métodos de ordem superior alcancam

uma precisido maior com o0 mesmo
esforco computacional

104
RK de 32 ordem

RK de 4° ordem
Butcher Depois de um certo passo h, sua

Total de chamadas = ne(b-a)/h diminuicdo representara um ganho
muito pequeno na precisio

106

i’
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E% COES DE ORDEM §UPERIOR
ma e

quacéo diferencial y™ =f(x,y, y’, ¥, ..., yY™71) de ordem m
pode ser facilmente transformada em um sistema de equacées

diferenciais de ordem 1:

L=y =1x,y,y,y, ..,y = (x, y,z,, 2, 23, ..., Z., 1)
Sejam y; = y(x), ¥’; = y'(x), y’; = (%)), ..., y™V; = y™U(xy)
Este sistema pode ser resolvido atraves dos métodos de
passos simples ja vistos, onde as funcoes tém agora m+1
variaveis, e os calculos obedecem uma determinada
sequéncia:

Fasei:y,y,vy", ..., y™D.

Fase i+1: i1, ¥Yiet, ¥ it -0 Y Pina



UM CASO PARTICULAR

o E possivel, por exemplo, deduzir uma férmula especifica do
Método de Heun para a resolucao de uma equacao diferencial de
2% ordem:
o Sejam y” = f(x,y,y’), y(0) = y, e y(0) = y',
o Trocade variaveis:y =z =y =z =1{(x,y,y) = {(x,y,z)
o Chamando Y =[y z]T:

Y Z _ _ Y YO Y|
y-M{ﬂx,y,zﬂ—F""”"’("H y(o){zm)Hy'J_y"

= (O Método de Heun para uma equacéao é:
Yi1 = Yi + hIf(xuy) + f(x; + h, y; + hy)])/2

= No nosso caso:
Vi = Yi+ h[F(x,Y.)) + F(x. + h, Y.+ hY')]/2

= Valores que aparecem na expressao acima:

F(xi!yi) :{

Z

xi’;liﬂzi):|)

Z; vy Yi
f(XnYisZa)} F(xi+h,yi+hyi)—F(xi+h,L}+th(



UM CASO PARTICULAR
= Voltando ao Método de Heun:

yi+1 = y| +h[F(xi5yi) +F(xi +h,\/i +hy'i )]/2

Z Z

1Y h ! v |
= {ZJ " 2 [|:f(xi’ynzi):| el h,{zi} ' h{f(xi’y"z‘)})]

h ya Y, +hz

2] fx,y,z) ) T L +hf(x,y,2 J)]

hl z z +hf(x,y.,z)

2 +L‘( })

f(x,Y,2) x, +h,y, +hz,z +hf(x,y,z))

yi+1 = Y|:| +

v - y, +hz +h*f(x,y,z)/2
" | Z; +hf(x,y,,z)/2+f(x +h,y, +hz,z +hf(x,y,,z))/2

= Definindopeq:
p=hf(x.y;z) i _{Yi-l_hzi_'_hp/z}

i+1
q=hf(x, +h,y, +hz,z +p) z+(p+q)/2



EXEMPLO

Seja o PVIy” =4y’ — 3y - X, onde y(0) =4/9 e y'(0) = 7/3
Consideraremos h = 0,25
Troca de variaveis:

y =z
z =f(x,y,z) =4z — 3y — x
y y4 4/9
y = ju— ju—
u FxY) {42 3y x} Yo {7/3}

= Aplicando o Método de Heun:
q-= hf(xO+h,yO+hZO,ZO+p) ~ 0,25":(0,25, 1,028, 4,333) ~ 3,4995

y - Yo +hzo+hp/2| 14/9+025.7/3+025.2/2| 1278
Ul ozo+(p+q)/2 | | 7/3+(2+34995)/2 | |5083

= Desse modo, y(0,25) =~ 1,278 e y’(0,25) =~ 5,083



EXEMPLO RK DE 42, ORDEM EM EQUACOES DE
ORDEM SUPERIOR

Usando o Método de Runge-Kutta de 42 ordem, calcule y(0,5) e y’(0,5),
onde y” + 2y? = e*, tal que y(0)=0,y(0)=0eh=0,5

bb)

7z =y’ = eX— 2y?

Sejam (x, y,

Sabemos que x,=0,y,=0ez,=0 > Terceira varidvel

Formulas de calculo (Runge-Kutta de 4° ordem):
(o) yl = yO + (kﬂ + 2kf2 + 2kf3 + kf4)h/6
o Z]. = ZO + (kgl + Zkg2 + Zkg3 + kg4)h/6

Sequéncia de calculos que deve ser obedecida:
k¢ = (xy, ¥o, 2o) = f(0; 0; 0) =

k.1 = g(Xo, Yo, 29) = g(0; 0; 0)= eO
K, = f(x, + Yh, ¥ h)= f(0,25; 0; 0,25) = 0,25

k= g(x, + ¥6h, y, + 1/2kﬂh Zg + 1/2kg1h) g(0,25; 0; 0,25) = %25 — 2,02 = 1,2840

kpy = f(xy + ¥5h, yo + Ykph, 7, + ek ,h) = (0,25; 0,0625; 0,321) = 0,321

ks = g(x, + ¥6h, ¥, + Yekph, 2, + Yk,oh) = g(0,25; 0,0625; 0,321) = 025 — 2.0,06252 = 1,2762
kp, = f(x + h, ¥ + kg, 2, + k3h) = £(0,5; 0,1605; 0,6381) = 0,6381

k,, = g(X, + h, yo + kh, 7, + k,sh) = £(0,5; 0,1605; 0,6381) = %5 — 2.0,16052 = 1,5972

v, = Vo + (kg + 2kgy + 2Ky + ke)h/6 = 0 + (0 + 2.0,25 + 2.0,321 + 0,6381).0,5/6 = 0,1483

7, = 2o + (kg + 2k + 2k g + K, )D/6 = 0 + (1 +2.1,284 + 2.1,2762 + 1,5972).0,5/6 = 0,6481
y(0,5) ~ 0,1483

y7(0,5) = 0,6431

> Irddeterminar a
sequéncia dos cdlculos

O 0O 0O 0O 0O 0o 0o o o o o o
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METODOS DE PASSO MULTIPLO
Vimos que, para encontrar uma aproximacao de y(x., ),

os métodos de passo simples precisam apenas de y(x;),
além de calculos de y’ = f(x,y) e de outras derivadas em
varios pontos

Por outro lado, suponhamos que, além de y(x,), também
sdo conhecidas aproximacoes y(x,), ..., y(X;) em pontos
equidistantes, isto €, x,.; — x; = h, 0<i<k

Os métodos que utilizam o valor de y em mais de um
ponto sdo chamados métodos de passo multiplo

Esses métodos baseiam-se na percepcéo de que, uma vez
que o calculo tenha comecado, informacéao valiosa ja esta
a disposicao: a curvatura formada pelos valores
anteriores permite uma melhor aproximacao da
trajetoria da solucao



METODOS DE ADAMS

Entre os métodos de passo multiplo, ha uma classe
conhecida como Métodos de Adams, que se baseiam na
integracdo numeérica de y’ = f(x,y) de x, até x.,+:

><i+1 ><i+1 ><i+1

[y 0adx = [ F0xy()dx © y(x.1) = ¥0x) + [fx,y(x))dx

X:

i xi

= Por sua vez, isso pode ser feito através de dois tipos de
métodos:

= Adams—Bashforth (métodos explicitos ou formulas abertas) :
sem usar o ponto x;_

= Adams-Moulton (métodos implicitos ou formulas fechadas)
usando o ponto x.
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METODOS EXPLICITOS
Na aproximacao dessa integral, os Métodos de Adams-
Bashfort utilizam m+1 pontos x;, X. 1, ..., X,

Por isso, sdo chamados métodos de ordem m+1

Isso é feito através da integracio do polinémio

interpolador p, (x):

xi+1

Y(%ia) = YO+ (X)X

X

= A funcéao f(x,y(x)) é aproximada pelo polinémio p,,(x), que
interpola a funcao {(x,y(x)) nos pontos x; , X;_.1,, ..., Xi_m-
Basta escolher o valor de m

= Chamando f;; = f(x;;, y;,), 05j<m, podemos expressar pg(x)
através da forma de Lagrange:
" p,(x)=L_f_ +..+L(xX)f_+L&f



ORDEM 4: CASO COM ngx)

e« Pontos de 1nterpolagao (x5, ¥1)5 (X1, Vi), Ko, Vio), (X3, Vig)
o f(x,y(x)) =y (x) = ps(x) = Ls(x)f 3 + L,(x)f, + L (x)f ; + L,x)M,
L 3(x) = [(x-x;.9)(x-x;_ 1)(x-x;)//(-h)(-2h)(-3h)
L (%) = [(x-%;_3)(x-X;.1)(x-x;)//(h)(-h)(-2h)
L_;(x) = [(x-x; 5)(X-X; 9)(x-x,)//(2h)(h)(-2h)
Ly(x) = [(x-x; 3)(X-X;.9)(x-x; 1)]/(3h)(2h)(h)
Sejam s = (x-x,)/h, dx = h.ds e x = hs + x;. Entéo:
L 3(s) = -(s+2)(s+1)s/6 = -(s? + 3s? + 2s5)/6
L ,(s) = (s+3)(s+1)s/2 = (83 + 482 + 38)/2
L. (s) = -(s+3)(s+2)s/2 = -(s? + 582 + 68)/2
Ly(s) = (s+3)(s+2)(s+1)/6 = (s? + 652 + 11s + 6)/6

Substituindo na integral:
X1 Xi1 1 1 1 1
j Fx,y(x))dx = j pa(x)dx = 11 l La(s)ds+5 %, l Lo()ds -5 ! L y()ds 0 f ! Lo(s)ds

__Sh, .3h. 5%, _55h,
_[p3(x)dx 24f >4 — T2 Y fi—1+24f|

Yir =Yit §[55fi =591 ; +37f_, -9 5]



ORDEM 4: ESTIMATIVA DE ERRO

« Pontos de interpolacdo: (x;, y.), X1, Vi1);, X9y Vio), (Xi3, Vi)

e Vimos anteriormente que o erro na interpolacdo com p4(x) €
Es(x) = (x — X, 3)(X — X, 5)(X — X, )(x — x)fD(E)/4!, onde § € (x;,X; 5)
Portanto, o erro cometido é:

Xit1

()= j (X =% 30X =X )(x =% )(x = ) D V(@)X

= Com s = (x-x.)/h, dx = h.ds e x = hs + x..
1
e(Xi1) = h; [(s+3)s+2)(s+DsFO(E,y(8))ds
"0

= Como g(s) = s(s+1)(s+2)(s+3) ndo muda de sinal em [0;1], o Teorema
do Valor Médio para integrais garante que existe n € (0;1) tal que:

f (s +3)s + (s + DSF D& y(@ds = - F 9 n,y() f a(s)ds = £y 221

= Portanto: e(xi+1)=h5f(4)(n,Y(n))7 h®y®(n )52(1)



EXEMPLO

Seja o PVIy’ = 0,04y, onde y(0) = 1000
Usando o Método de Adams-Bashforth de ordem 4, aproximar y(1)

com h =0,2

x,=0ey,=1000
E possivel verificar que a solucéo exata do PVI é y(x) = 1000e004

Através dessa solugdo, podemos calcular y,, y, e y4
Em seguida, utilizamos a férmula desse método:

o Vi = v, + (55, — 59E,, + 37F., — Of, ,)/24

! % Yi fi = 1x;.y) (solug}g())( i()axata)
0 0,0 1000 40 1000

1 0,2 1008,0321 40,321284 1008,0321

2 0,4 1016,1287 40,645148 1016,1287

3 0,6 1024,2903 40,971612 1024,2903

4 0,8 1032,517487 41,30069948 1032,5175

5 1,0 1040,810756 1040,810774
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METODOS IMPLICITOS
Na aproximacao da integral, os Métodos de Adams-
Moulton utilizam os pontos x.,, X;, ..., X;

Neste caso, o método tem ordem m+2, e a integracao é
feita através de p_,,(x):

><i+1

V(1) = YO+ [ Proaa ()X

X

= O polinémio p,,,,(x) interpola f(x,y(x)) nos pontos x;, 1,
Xi, voer Xiopn
= De modo andlogo aos métodos explicitos, basta escolher
o valor de m e calcular a integracao da forma de
Lagrange:
" Pret(X) = L) i + o+ LX)y + Lo + Ly(X)fig



ORDEM 4: CASO COM }ﬁ(x)

« Pontos de interpolacao: ( X..1, Yiu1), (X, V2), (Xi 1, Vi1), (Xig, Vi)
o f(x,y(x)) = y(x) = p3(x) = Lo,(x)f 5 + L;(x)f ; + L)L, + L (x)f;
L 5(x) = [(x-x; )(x-x)(x-X;,1)]/(-8h)(-2h)(-h)
L ;(x) = [(x-x; p)(x-x)(x-X;,1)]/(h)(-h)(-2h)
Lo(x) = [(x-%; )(x-X;.1)(x-x,1))/(2h)(h)(-h)
L;(x) = [(x-x.9)(x-%;.1)(x-x;)/(3h)(2h)(h)
Sejam s = (x-x,)/h, dx = h.ds e x = hs + x;. Entéo:
L o(s) = -(s+1)s(s-1)/6 = -(s3 - 8)/6
L_(s) = (s+2)s(s-1)/2 = (83 + s2 - 28)/2
Ly(s) = -(s+2)(s+1)(s-1)/2 = -(s3 + 282 — 5 - 2)/2
L,(s) = (s+2)(s+1)s/6 = (s + 3s? + 2s8)/6
Substituindo na integral:

Xiy1 Xiy1 1 1 1 1
¢ _—h h h h
i £(x,y(x))dx = j ps(x)dx =1, l L o(s)ds +5f 4 | L 1(s)ds ~ > f ! Lo(s)ds +-f.s l Ly(s)ds

h
Yiit =Yit §[9fi+1 +19f -5f 4 +£_,]

Uy,+1 estd presente em f,,; = f(X;.1.Yi.1): formulagdo implicita



ORDEM 4: ESTIMATIVA DE ERRO

e Pontos de interpolacao: (x;,{, ¥:.1), (X, Vi), (Xi 1, ¥i.1),
(X;.9, ¥i2)

e De forma analoga, com s = (x-x;)/h, dx = h.ds e
x = hs + x;:

5 1
e(x,.1) = 1y [ (5+2)s + Ds(s - DFO(E, y(E))ds
"0

= Como g(s) = (s+2)(s+1)s(s-1) é sempre menor ou igual a
zero em [0;1], entao existe n € (0;1) tal que:

19
Y= _hovO® My
e(x|+1) h Y (ﬂ) 720



ALGUNS CASOS

e Meétodos explicitos (Adams-Bashforth):

Ordem Férmula Erro
- Vi = Vi + h(3f; - f,.1)/2 Bh3f"(€)/12
3 Y1 = Y; + h(23f, - 16, ; + Bf,,)/12 Oh4f(3)(€)/24
4 Yi1 = Y; + h(B5f; - B59f, , + 37f,, - 9f;5)/24 251h3f#)(€)/720
5 Y1 = Vi + h(1901f, - 2774f_, + 2616f,_, - 1274f 5 + 251f,,)/720 | 475h6f5)(£)/1440
= Métodos implicitos (Adams-Moulton):
Ordem Férmula Erro
2 Vi1 = Vi + h(f,,, + £)/2 h3(E)/12
Yier = i + h(5f;,; + 8f; - £;,)/12 -h4f13()/24
-19h5f¥

3
4 Yier = ¥; + h(9fi,; + 19f; - 5fi; + £5)/24

_27Th65)(E)/ 1440
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METODOS DE PREVISAO-CORRECAO
Uma das principais desvantagens dos métodos de passo

multiplo é que ndo se auto-iniciam: precisam de outros
dados, geralmente obtidos por algum método de passo
simples (Runge-Kutta ou série de Taylor, por exemplo)

Por outro lado, parece dificil utilizar métodos implicitos,
pois na expressao de y,,; aparece f. ;...

Na verdade, eles sao usados em pares previsor-corretor :
Através de um método explicito (chamado previsor), encontra-se
a primeira aproximacéo y’, ., paray,,
Calcula-se entéo £, ; = f(x,,{, y%,1)

Com um método implicito (chamado corretor), utiliza-se o valor
acima para calcular uma nova aproximacio y'.,; paray,,,

Volta-se ao passo 2, e o processo continua até que um
determinado erro relativo de y,,; seja alcancado

Caso se deseje calcular y,,,, calcula-se f,,; e volta-se ao passo 1



EXEMPLO

Seja o PVI y’ = -y2, onde y(1) = 1. Deseja-se obter valores de y com
erros relativos menores que 104

Consideremos, por exemplo, h = 0,1

Neste caso, como sabemos que a solucdo analitica é y(x) = 1/x, vamos
utiliza-la para calcular y,, y, e y3, pois usaremos métodos de ordem 4:

Xo=1 yo=1 fp=-1
x; =11 y: = 1/1,1 = 0,9090909 f, =-0,8264462
Xy = 1,2 yo = 1/1,2 = 0,8333333 f, =-0,6944443
xs = 1,3 ys =1/1,3 = 0,7692307 f; =-0,6917158

= Previsor: y0, = y; + h(55f; - 59f, + 37f, - 9f,)/24 = 0,7144362

= 10, = f(Xx4,¥%) = -(y%)? = -0,510419

= Corretor: yl, = y; + h(9f% + 19, - bf, + f;)/24 = 0,7142698

= fl, = f(x4,yl) = -(YL)? = -0,5101814

= Corretor: y2, = y; + h(9fl, + 19f; - bf, + f,)/24 = 0,7142787

= |y2, - yi1/]y%,| = 1,2591374.10-5< 104

= Calcular 24, usar o previsor no cdlculo de y%, e continuar o processo...



CONVERGENCIA
Questoes sobre os métodos de previsao-correcao:

Em que condicdes ha garantia de convergéncia para y,,?

Quantas iteracoes do corretor sdo necessarias para se atingir essa
convergéncia na precisao desejada?

Teorema: Se f(x,y) e 0f/0y sdo continuas em x e y em todo

o intervalo [a,b], as iteracoes do corretor vao convergir
desde que h. | of/oy | < 2

Na pratica, basta escolher h suficientemente pequeno...

Além disso, a experiéncia diz que, se o par previsor-
corretor for da mesma ordem e h satisfizer as condicées
do teorema, bastam apenas uma ou duas iteracoes do
corretor



VOLTANDO AO EXEMPLO ANTERIOR

Seja o PVIy’ = -y?, onde y(1) = 1
of/oy = -2y

Para que o teorema da convergéncia seja satisfeito,
h.12yl <2, ouseja, h< 1/lyl garante a convergéncia

Todos os valores obtidos para y, no exemplo anterior,
sao menores que 1, ou seja, 1/lyl > 1

O espacamento h = 0,1 satisfaz a condicido exigida para
a convergéncia
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PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO

Como vimos anteriormente, dada uma equacao diferencial de ordem
m > 1, se a funcao e suas derivadas até a ordem m-1 nao séo
especificadas em um mesmo ponto, entdo temos um Problema de

Valor de Contorno (PVC)
A forma mais geral dos PVC é:
y” = f(x,y,y)
a,;y(w) + b;y'(w) = ¢,
a,y(z) + byy'(z) = ¢,
Se {(x,y,y’)=0 e ¢;=c,=0, 0 PVC é homogéneo: tem solucao y(x)=0
Veremos a resolucao de um PVC através do Método das Diferencas
Finitas :
As derivadas sao aproximadas por diferencas finitas

A equacao diferencial transforma-se em um sistema de equacoes
algébricas que pode ser resolvidas com os métodos ja estudados para
sistemas de equacoes

a;, @,, by, b,, ¢, e ¢,: constantes reais conhecidas
a;, e b, ndo podem ser nulos simultaneamente



APROXIMACOES DAS DERIVADAS

Considerando o intervalo [a,b] dividido em n partes
iguais de tamanho h, onde x,=a e x,_=b, sdo trés as
aproximacoées mais usadas para a primeira derivada no
ponto x;:

Y (%) ® (i1 - ¥)/h
Diferenca avancada

y,(xi) ~ (Yi+1 - yi_l)/Zh
Diferenca centrada

Y (%) = (yi - yi-1)/h
Diferenca atrasada

= Podemos estimar os erros cometidos nessas
aproximacoes através da formula de Taylor de y(x) em
torno de x;, onde { estd entre x e x;
= y(x) = y(x;) + Y'(X).(x=-x;) + ... + YR(x,).(x-x; )</ k! + y,D(E).(x-x;)**1/ (k+1)!



ESTIMATIVA DO ERRO
O erro cometido no calculo de y'(x,) através da diferenca

avancada pode ser estimado com a férmula de Taylor de
y(x) em torno de x;, considerando k = 1:

y(x) = y(x,) + y'(x,).(x-x,) + y7(§).(x-x,)%/2
No ponto x = x,,; = X; + h:
Y(Xi,1) = Y(x) + Y (X).(X;, %) + ¥ (65, 1) (X, 1-%)%/2
y(Xi1) = ¥(x) + Y'(x).h + y7(§;,1).h%2
y(x) = [y(x,1) - y&)Vh + y7°(&§;,1).h/2
Se y”’(x) for limitada em [a,b], entao:
y'(x;) = (y3,1 - y/h + O(h)
Um resultado analogo pode ser obtido em relacao a
diferenca atrasada:

y' (%)) = (y; — y;.0)/h + O(h)



ESTIMATIVA DO ERRO
O erro cometido no calculo de y'(x,) através da diferenca

centrada pode ser estimado com a férmula de Taylor de
y(x) em torno de x;, considerando k = 2:

y(x) = y(x,) + y'(x,).(x-x;) + y7(x,).(x-%,)%/2 + y"(§).(x-x,)3/6
Nos pontos x.,; e X; ;:

y(x:,1) = y(x;) + Y(x).h + y’(x,).h?%/2 + y”(§.,1).h3/6

y(x, 1) = y(x,) - Y(x).h + y’(x,).h?%2 - y”(§. ;).h3/6
Subtraindo as equacoes:

y(Xi,1) - Y(X;9) = 2y°(x).h + [y7(&;,1) - ¥7(§;.1)]1.h?%/6

y(x;) = [y(x;,1) - y(x,))/2h - [y”(§,,1) - Y7(§,.1)].h?/12
Se y”(x) for limitada em [a,b], entéao:

y'(x) = (y;,1 — ¥i.1)/2h + O(h?)
Como geralmente h<1, esta férmula é mais precisa



APROXIMACAO DA SEGUNDA DERIVADA
Com a formula de Taylor de y(x) em torno de x;, agora

com k = 3, é possivel estimar o erro cometido no calculo
de y'(x;)
Nos pontos x,,; e X; ;:
y(xi,1) = ¥(x) + Y(x).h + y7(x;).h2/2! + y”(x,).h3/3! + yD(E,,,).h#/4!
y(x,1) = y(x) - Y (x).h + y’(x;).h%/2! - y"(x,).h3/3! + yD(E, ;).h*/4!
Somando as equacoes:
y(xi, 1) + Y1) = 2y(x;) + y'(x).h? + [y, ;) — y*9(E;.)].hY/24
y(x;) = [y(x;,1) — 2y(x;) + y(x;.)V/h? - [yH(E,,,) - yP(E; 1)].h?/24
Se y(x) for limitada em [a,b], entao:
Y (%)) = (¥ip1 — 2y; + ¥i.0/h? + O(h?)



EXEMPLO (PVC LINEAR)

y(x) + 2y (x) + y(x) = x, onde y(0) =0 e y(1) = -1
Usaremos as aproximacoes com erro O(h?):
o Y'(x3) = (yi1 — ¥i.1)/2h
o ¥(x) = (Yip1 — 2y; + yi.)/h?
Substituindo-as na equacéao, e considerando x = x;:
o (Vis1 — 2; + ¥i.0/h? + 2(y,,1 — ¥i.1)/2h + y; = x
© Yie1 — 2¥; + Yiq + hyi — hyiq + b?%y; = hx
o (1-h)y,; + (h%-2)y, + (1 + h)y,,; =ih3, pois x; = ih
Como x, = 0 e y, = 0, chegamos ao sistema abaixo:

'h2-2 1+h Yi h®
1-h h?-2 1+h Y. 2h?
1-h h2-2 1+h v |_| 3w y(x) = 2e*(1-x) + x - 2
1-h h*-2 1+h ||Y.2 (n=2)h’
I 1-h W -2]|Yuu]| [(n=-D1h°+h+1]
[ SOIUQ()GS com h = O’]_ X y solucdo exata erro
(a tabela ao lado nao 0,1 -0,2720 -0,2713 0,0007
esta completa): 0,2 -0,4911 -0,4900 0,0011
0,3 -0,6641 -0,6629 0,0013
0,4 -0,7969 -0,7956 0,0013




EXEMPLO (PVC NAO LINEAR)

y’ =y.seny +x.y,ondey(0)=1ey(l)=5

Usaremos a aproximacio y’(x;) = (y,,; — 2y; + y,.1)/h?

Substituindo-a na equacéao, e considerando x = x;:
o (¥ir1 — 2y; + yi)/h® = yi.sen y; + x,.y;
o Vi1 - ¥i-[2 + h%(sen y, + ih)] + y,,; = 0, pois x; = ih

Como x,=0,y,=1,x,=1ey, =5, chegamos ao sistema néo linear abaixo!
o1l-y;.[2 +h%(seny, + h)] +y,=0
0 Vi1 -V:iI2 + h%(sen y, + ih)] + y,,; = 0, 1<i<n-1
0 Vig—Vn1[2 +h%(seny, ;+ (n-1h)]+5=0

Solucdes com h = 0,1 (a tabela abaixo também néo esta completa):

Vi Resultado
V1 1,3186
Vo 1,6513
Vs 2,0037
Va 2,3803
Vs 2,7829
Ve 3,2091
N, 3,6525




