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Automata de Pilha e Maguinas de Estados

Um autdbmato de pilha é uma maquina de estados com uma pilha LIFO.

m um registrador de estado interno (controle finito) + uma fita segmentada +
cabeca de leitura + pilha LIFO

fita

cabegaI

in out
controle finito _
pilha

m fita: armazena uma cadeia de X (1 simbolo/segmento).
m pilha: armazena uma cadeia de I" (1 simbolo/segmento)
m cabeca: Ié segmento da fita

m registrador: altera estado e conteudo do topo da pilha de acordo com &, move fita
um segmento para a esquerda.

m uma computacao termina quando a cadeia da fita “acaba”.
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Um Exemplo

AP para reconhecer {a"b" | n > 0}

m Ao ler a na fita, copio-o para a pilha. Ao ler b na fita, retiro o a do topo da pilha.
m Se a cadeia termina exatamente quando a pilha esvazia, aceito a entrada.
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3| Automato de Pilha: Definicao Formal

A pilha adiciona memoria ao autdmato finito deterministico usual.
Também chamado autdmato pushdown.

Formalmente: M=(Q,%,I',5,9,,F), onde

Q = conjunto de estados

>=alfabeto da fita

I'=alfabeto da pilha (inclui um simbolo especial $, indicador de pilha vazia)

go € Q = estado inicial

d=funcéo de transicdo Q X (Z\A{e}) X (I'u{e}) em subconjuntos de Q X (I'U{e})
F=conjunto de estados finais

m  Uma computacdo em um AP é uma sequéncia de transicfes a partir da situacao
inicial.

m Cadeia é aceita pelo AP se a computacgao termina em um estado g € F.

m Cadeia é rejeitada pelo AP se a computacdo termina em um estado q ¢ F.

m  Situagao inicial: estado inicial g, e pilha vazia.

m  Primeiro passo: transicéo ¢ para colocar $ na pilha, indicando pilha vazia.
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A Funcao de Transicao o

X (Zu{e}) X (I"{e}) — subconjuntos de Q X (I'U{e})

\ /

estado  simbolo lido na \ possiveis configuragdes (estado, simbolo
fita colocado no topo da pilha) resultantes

simbolo lido no topo
da pilha e retirado

a,A/B
5(a;, a, A) = {[q; BI}: @ @

Estado q;, simbolo a lido na fita, simbolo A no topo da pilha lido e retirado.
Estado resultante g;, simbolo B colocado no topo da pilha.

Obs: Poderia ter, por exemplo: 3(q;, &, A) = {[q;, B], [g,, C]} (Um AP admite
transicdes ndo-deterministicas!)
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Representacao por Diagrama de Estados: Exemplos

Nenhum simbolo lido na fita, A é lido e retirado da pilha, nada €

' colocado no topo da pilha.
(a6, A)={a;, ¢}

b e/A Simbolo b lido na fita, nada lido da pilha, A e colocado no topo

da pilha. 5(a,.b,2)={la,, Al

Simbolo a lido na fita, simbolo A lido e retirado do
topo da pilha, simbolo B colocado na pilha.

()™ % staan-la,el
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Exemplo 1: AP para L={a"b" |n = 0}

Q={q,,9,,9,,9,}, Z={a,b}, I={0,$}, F={q,,q,}

O: | Fita a b £
Pilha 0% 3 0 $ $ £
qa, {(q,,9)}
d, {(@20)} | {(qs, €)}
s {(a, €)} {(q,, &)}
d,




Exemplo 2: AP para L={a' bl ck|i,j,k >0 e i=j ou i=k}

Q={d;,d,,03,d4,95,ds,97}, X={a,b}, '={a,$}, F={q,,q,}

G
5 g, ele g g, $/8

\_/ N

b, ele c, ale

Observe gque este é ndo-deterministico...

Pode ser provado que o ndo determinismo deste AP é essencial

para o reconhecimento de L
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Exemplo 3: AP para L={wwR |w € {0,1}"}

Q={d,,d,.05.9,}, Z={0,1}, I'={0,1,$}, F={q,,q,}

g, l$
‘ g, $le

O Copia simbolos lidos para pilha.

0 A cada passo, tenta “adivinhar” se o0 meio da cadeia foi atingido, e
retira um simbolo da pilha verificando se € o mesmo lido na fita.

O Para cadeias aceitas, a pilha vai se esvaziar no momento que
termina a leitura da cadeia termina.

0, €/0
1, e/l

0, O/¢
1, 1/
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Configuracoes em APDs

m Def. Uma configuracao instantanea de um APD é um tripla
[0i, W, a], em que g; é o estado, w é a cadeia ndo processada e o €
0 conteudo da pilha (simbolo mais a esquerda no topo).

= Def. A funcéo '|\7| é definida por [qi’ W’a] 'I\_/Ilqj’v’ 'BJ e indica que a
configuracéao lCIj,V, ,BJ pode ser obtida a partir da configuracao
[0, w, ] por uma transic&o do APD M.
A notacéo [qi’ W’a] 'I\i/llqj’v’ /BJ indica que a configuracédo lqj’v"BJ

pode ser obtida a partir da configuracao [qi , W, 06] por zero ou mais
transicoes do APD M.
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Configuracoes em APDs: Exemplos

3(q ,8,8)={[q1,$]} 5(0|1,8, 8)={[0|2,A]}

0
M: Q:{qo, ql! q2, q3} r={a,b} 8(q2,a,A):{[q2,A]}
r={As$} F={q} 5(a,b.A)={[9 ATk

° 3(a, 0.A)={[a, Al}

[qo,aabb,s] — [ql, aabb, $],— [q2, aabb, A$]_ [q2, abb, A$] |_[q2, bb, A$]_ [q3, b, A$]|_[q3, g, AJ]

Computacéo para aabb terminou em estado final — cadeia aceita pelo AP.

M: 0540 .9 q3 T={ab} S(a ee)={a, St 8 ee)={ld, Al
01234 3(a,aA)={{0 AT} 5 ee)={l0,, Al}

r={A$} F={q }
4 5(q2,b,A)={[q3,A]} 5(q3,b,A)={[q4, el}

[qo,abb,a]|_ [ql,abb,$] |_[q2,abb,A$] [ 3,bb,A$] g 3,bb,AA$] - [q4,b,A$]

Computacéo para abbb ndo terminou — cadeia nao aceita pelo AP.
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APDs e Linguagens Livres de Contexto

Teorema (Chomsky, 1962): L € uma linguagem
livre de contexto sss L € aceita por algum
APD M que aceita por pilha vazia (ou por
estado final).

Analogo ao teorema de Kleene para AFs e
linguagens regulares!

Prova: Sipser, pags. 107/114
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O Pumping Lemma para Linguagens Livres de Contexto

Seja L uma linguagem livre de contexto. Entdo existe uma constante n
(dependente apenas da linguagem L) tal que, se z €L e length(z) >
n, podemos escrever z=uvwxy de modo que:

= length(vx) > 1
= length(vwx) <n
= uviwx'y el, paratodoi>0

Corresponde ao bombeamento de duas subcadeias separadas por w.

Como no caso de linguagens regulares, posso usar o Pumping
Lemma para mostrar que uma linguagem né&o ¢ livre de contexto. A
idéia é prestar atencao especial as subcadeias bombeadas v e x,
e, assumindo que a linguagem seja LC, tentar chegar a alguma
contradicdo.
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Exemplo 1

Prove que L={a'b'c'| i > 1} ndo é livre de contexto.

Suponha que L seja LC. Entéo, vale o pumping lemma e existe um n correspondente. Seja z = a"b"c"
e L. Como length(z)>n, entdo posso escrever:

z = uvwxy, com length(vx)>1, length(vwx)<n, e uviwx'y e L

i) vx ndo pode conter a’s e C's, pois teria que colocar n b’s entre eles (impossivel, pois
length (vwx)<n).
i) v e Xx ndo podem ter apenas a’s, pois se assim fosse teriamos

uv® wx%y = uwy com n b’s e n ¢’s, mas menos do que n a’s, ja que alguns destes
estariam em vx (pois length(vx)>1). Assim, ndo poderia escrever uwy € L como ak bk
ck.

lii) vx n&o pode conter apenas a’s e b’s, pois se assim fosse teriamos

uv® wx® y = uwy com n ¢’s, mas menos do que n a’'s ou b’s, ja que alguns destes estariam
em vx (pois length(vx)>1). Assim, ndo poderia escrever uwy e L como ak bk ck,

Por raciocinio analogo a ii), v e x ndo podem ter apenas b’s ou C’s.
Por raciocinio analogo a iii), vx ndo pode conter apenas a’'s e c’'sou b’'s e C’s.

Assim, z=uvwxy e L (por hipotese), mas v e x ndo podem ser formados por nenhuma
combinacéo de simbolos do alfabeto da linguagem L: contradicdo = L néo é livre
de contexto.
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Exemplo 2

Prove que L={a' bkc'dk|i, k > 1} n&o é livre de contexto.

Suponha que L seja L.C. Entéo, vale o pumping lemma e existe um n correspondente. Seja z = a"
brchd" € L. Como length(z)>n, entdo posso escrever:

z = uvwxy, com length(vx)>1, length(vwx)<n, e uviwx'y e L

I) vx ndo pode conter mais do que dois simbolos diferentes e consecutivos, pois sendo
teriamos length(vwx)<n.

i) Se vx tivesse apenas a’s, entdo uwy teria menos a’s do que c’'s e ndo poderiamos
escrever uwy e L como ak bk ¢k dk,

lil) Se vx tivesse apenas a’s e b’s, entdo ainda assim uwy teria menos a’'s do que c's e
ndo poderiamos escrever uwy € L como ak bk ¢k d¥.

Por raciocinio analogo a ii), v e x ndo podem ter so b’s, c’s ou d’s.
Por raciocinio analogo a iii), vx ndo pode conter apenas b’'s e c’'sou c’'s e d's.

Assim, z=uvwxy e L (por hipotese), mas v e x ndo podem ser formados por nenhuma
combinacgao de simbolos do alfabeto da linguagem L: contradicdo = L néo é
livre de contexto.
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Exemplo 3

Prove que L={w € a" | length(w) € primo} n&o & livre de contexto.

Suponha que L seja L.C. Entéo, vale o pumping lemma e existe um n
correspondente: Seja z = ake L, com k um nimero primo maior
do que n. Como length(z)=k>n, entao posso escrever:

z = uvwxy, com length(vx)=1, length(vwx)<n, e uv' wx'y € L
Seja m = length(u) + length(w) + length(y). Entdo, o comprimento de
qualquer cadeia z = uviwx'y é:

length(uwy)+ length(v' x!) = length(uwy) + i length(vx) = m + i (k-m)

Em particular, length(uvk*t wxk*1y) = m + (k+1)(k-m) = k(k-m+1), que
é divisivel por k! Contradicéo...
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LLCs : Propriedades de Fechamento

Teorema: Linguagens Livres de Contexto sao fechadas sob as
operacoes de:

Uniao / Concatenacao / Fechamento de Kleene / Homomorfismo /
Homomorfismo inverso

Teorema: Seja Lz uma linguagem regular e L, uma linguagem livre
de contexto. Entdo L = Ly L € livre de contexto.

Obs: Linguagens Livres de Contexto nao sao fechadas sob as
operacoOes de:

Interseccao / Complementacéo
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