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AFs Nao-Deterministicos

= Zero, um ou mais proximos estados podem resultar de computacao.

6(dy,, a) = {a;, q;, A}
5(q,, b) =9

o

= Um dado AFN equivale a algum AF (embora mais “complicado”).

= Vantagens:
— simplifica prova de teoremas relacionados com AFs.
— facilita projeto de autébmatos reconhecedores de linguagens.
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AFs Nao-Deterministicos: Definicao
Um AFND é uma quintupla M = (Q, 2,0,q, F)

m  Q = conjunto finito de estados

m X = alfabeto

m 3 =relacdo de transicdo c Q x X x Q
m (,= estado inicial

m F c Q = conjunto de estados finais

M: Q ={q,, q;, q,} 5§ | a b
2 ={a, b} G | @) (e
F=1{a,} (o] 0 {qQ2}
d2 %) %)

[qo, ababb] | [y, babb] | [go, abb] | [a,, bb] | [ao, b] | [aq, €]
[d,, ababb] | [q,, babb] | [q4, abb]

[90, ababb] | [qq, babb] | [qo, abb] | [go, bb] Flay, b] | [ay, €]
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AFNDs: Outras Definicoes

Seja M =(Q, %, 5,q,,F) um AFND.

m Uma cadeia w € aceita por M se existir a0 menos uma
computacao que processa a cadeia e termina em estado de F.

No exemplo anterior: ababb €& aceita por M.

m Alinguagem de M, denotada L(M), é o conjunto de cadeias em
> aceitas por M.

a, b
Exemplo: . a ‘
a, b aceita cadeias

contendo subcadeias
aaoubb
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Equivaléncia entre AFs e AFNDs

Teorema: Seja L uma linguagem aceita por um AFND.
Entao existe um AF que aceita L.

Prova:
Seja M =(Q, 2, 9, qy, F) um AFND.

Idéia: Construir um AF M’” =(Q’, 2,0, q,’, F’) que
simula computacdes realizadas por M. O AF mantera
como “‘estado” o conjunto de todos os estados que podem
resultar apos uma dada computagao de M.
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Definamos:

a) Q’ = Conjunto de todos os subconjuntos de Q (Q’ = 29). Note portanto
que os estados de M’ sdo entdo conjuntos de estados de M.

Notacgao para um elemento de Q’: [q;, q,, -.- q;], onde q;, Q», ... q; €Q.
b) q," = [do]

c) F’ = estados de Q’ contendo um estado de F.

d) 6°([d;> 925 - 4id> @) = [Py, Pas - Pj] < 8({dy, > Ai}> @) = {Pys - Py

onde 6({q, ..., q;}, @) representa a aplicacdo de d a cada g, seguida da
unido dos conjuntos resultantes. Uma transi¢do em M’ produz portanto um

conjunto que contém todos os possiveis sucessores para cada possivel
estado de M.
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Provemos agora (por indugao) que uma computagdo de cadeia em M’ “imita” o
comportamento de M, isto é&: 8°(q,’, V) = [p;, ... p;] < 08(qg, V) = {py, --- P;}

i) para |V |=0: v = ¢ e &(qy’, &) = " = [q]

I1) suponha valido para | vV | < m: 3’(q0’, v)=[py, ... p] & /S(qo, V) ={py, - P;}
lil) provapara|U|=m+1,ondeu=vae|V|=m:

5°(qy’, u) = 8°(qy’, va) = 8°(3(ay’, V), )

Mas é\’(qo’, V)=[p;, -, p] & g(qo, V) = {py, ... p;} (pela hipotese ii)

e 8’ ([py, - p;l, @) = [1}, 1y, ... 1] < 8({Py5 -, P;}» @) = {1y, ... 1} (pela defini¢do d)
28 (8(q), V), a) = [1}, Ly .. 1] < 8(8(qqs V) , @) = {Ty, .. T}

.'.é\’(qo’, va) =[r,, I, ... I,| & g(qo, va) = {r,, ... I, }

Finalmente, observe que g’(qo’, V) =[py, .- pjl & g(qo, V) ={py, - D;}

implica g’(qo’, V) =[p;, ... pj] €F’ < g(qo, V) = {p;, ... p;} contem um estado de F.
Portanto, L(M) = L(M”).

A volta é trivial.
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AFNDs com Transi¢oes € (AFND-¢)

Um AFND com transi¢oes € ¢ um AFND em que
0 = relagdo de transicdo — Q x (Zwe) x Q

Ou seja: um AFND-¢ aceita transi¢cdes “ndo-for¢adas”.

Exemplo 1. Um AFND- € que aceita um nimero de zeros (inclusive 0),
seguidos por 1's e 2’s.

0 1 2
(ot

Exemplo 2. Q={ql,92,93,94}, 2={0,1}, q, = ql, F={q4}.
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Fechamento- ¢ (e-CLOSURE)

Def.: O fechamento-g (e&-CLOSURE) de um estado q ¢ o conjunto de
estados p tais que existe um caminho de q a p apenas com rotulos €.

No exemplo 1: No exemplo 2:
e-CLOSURE (qq) = {q¢,9,,9,} e-CLOSURE(q,) = {q,}
e-CLOSURE (q,) = {959, } e-CLOSURE(qy)= {9y, d35
e-CLOSURE (q,) = {q,} e-CLOSURE(q3)= {q;}

e-CLOSURE(q,)= {q,}
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Funcao de transicao estendida em AFND-¢

m Para AFs, tinhamos: 5 (q, 8) =q 5 (q, wa) =0 (5 (q, W), a)
m Para AFNDs com transicoes €:

5(q,£)=&—CLOSURE(q)  &(q,wa)=&—CLOSURE(P)
onde P={p | para algum r em §(q,w), p estd em 5(r,a)}

e-CNOSURE(p1)

O
O
O e-CLOSURE(P)
O

e-CLOSURE(p2)

O
P
O

-CLOSURE(ps)
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Equivaléncia entre AFNDs e AFNDs
com Transicoes €

Teorema: Uma linguagem L ¢ aceita por um AFN-€ se €
somente se L € aceita por um AFN

Prova: Hopcroft/Ullman, pag. 26.

Observe que a volta também vale, trivialmente.
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Relacao entre AFs e Expressoes
Regulares

Vamos agora provar que as linguagens aceitas pelos
automata finitos sao aquelas definidas pelas expressoes
regulares (ou seja, as linguagens regulares).

!
[déia: OK! AFND’s J\OK!

AF’s AFND’s com
deterministicos transigoes €

4

@ Expressoes @
Regulares




AFND’s com
1 transicoes €

$
Expressoes | .
Regulares

Teorema: Seja r uma expressao regular. Entdo existe um AFND-¢ que aceita L(r).

Prova: Usaremos PIF sobre o numero de operadores na expressao t.

1. Base (nenhum operador). Neste caso, r ¢ € (cadeia vazia), um simbolo a €X ou
& (nenhuma cadeia aceita). Os seguintes AFND-¢ servem, respectivamente:



2. Inducao. Suponha que o teorema seja valido para expressoes
regulares r com 1-1 operadores.

3. Provemos a validade para 1 operadores. Por defini¢ao, expressoes
regulares sdo formadas via U, concatenagdo ou estrela de Kleene.
Temos portanto trés casos a analisar:

3.1r=r, Ur,,onder, er, tem até i-1 operadores.

Neste caso, serve o seguinte AFND-¢:
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32r=r,1,,0nder, er, tem ate i-1 operadores.

Neste caso, serve o seguinte AFND-¢:
e
O v,

3.3r=r,*, onde r, tem até 1-1 operadores.

Neste caso, serve o seguinte AFND-¢:
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Exercicios

1. Construir AFND-¢’s para as seguintes linguagens regulares:
1.1.01"u 1

1.2. 10+(0+11)0"1

2. Construir um AF equiv. ao AFND ({p,q.r,s},{0,1},0,p,{s}),

sendo a funcao de transicio:

0 1
p pq9 P
q r r
r S -
S S S




2 AF’s
deterministicos
.| Expressdes
Regulares

Teorema: Seja L uma linguagem aceita por um AF. Entdo L € uma
linguagem regular.

Prova (informal): Um mecanismo que gera uma linguagem regular
a partir de qualquer AF. A 1d¢ia ¢ “reduzir” passo a passo o autdmato
original, mostrando que o que ele produz ao final ¢ uma expressao
regular.

Existe uma prova formal em Hopcroft/Ullman (pag. 33).



Um algoritmo para gerar expressoes
regulares a partir de um AF
Seja M um automato com Q={q,,9,,...,9,}, € S€jam o
numero de estados finais de M (ou seja, card(F)=m).

Seja w;; o rotulo (simbolo do alfabeto) associado a
transicao do estado q; ao estado q;.

Inicialmente, faga m cépias M,,M,,...,M_ de M, cada uma
com um estado final diferente.
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Para cada M, faca

— Escolha um g, em M, que n&o seja inicial ou final em M, ;

— Paratodo j,k # i (mas possivelmente j=k), faca:

Se w; #J, w; #J, w;=0 entao adicione um arco de g;a q , com
rotulo wyw,.

Se w; #J, w; #J, w;#J entao adicione um arco de g, a q , com
rotulo wi(w;)'w; .

Se j e k tém arcos w,, w,, ..., W, conectando-os, entdo substitua
todos os arcos por um Unico W, UW,U ...UW,.

Remova o no g; e todos os seus arcos incidentes em M..

Até que os unicos nés em M, sejam o estado inicial e o (Unico)

estado final. Determine entao a expresséao L, aceita por M,

A expressao regular aceita por M é formada pela unigo: L,uL,u... UL

Exemplo:
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Terminamos entao com um Teorema
fundamental da Teoria da Computacgao:

Teorema de Kleene:

Uma linguagem L é
aceita por um AF com
alfabeto X~ sss L € uma
linguagem regular
sobre X
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