Automata ¢ Linguagens Formais

1 O Reducao de problemas

O Teorema de Rice
Prof. Carlos H. C. Ribeiro O Problema de Correspondéncia de Post
OPCPeaslLLCs



mailto:carlos@ita.br

Relembrando: Problema da Parada

" Seja a linguagem composta pelas cadeias [T,0( L

correspondentes a concatenacao das descrlgoes

LT

le MTs com cadeias (:

HALTy: ={ 1,0 T é uma MT e T para com a

entrada (1}

= O Problema da Parada corresponde a saber se
existe uma MT R que decide HALT yr:

R aceita LT,0se T para com O
R(T,al)

R rejeita [T,0(1se T n&o para com O
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Relembrando: Problema da Parada

= A MT R pode ser usada na construcao da MT H que
decide a linguagem Ayr.

H = “Para a entrada [,a [

Execute R com a entrada [T,0 L1

Se R rejeitar, rejeite. // T ndo para com 0

Se R aceitar, simule Tcom ( até T parar / T para com a
Se T aceitar, aceite. Se T rejeitar, rejeite.”

= Assim, se R decide HALTy, entao H decide Ayr.

= Como Ayr € indecidivel (slides 19-21, aula 9), entao
HALT,;r € indecidivel.

= Esta demonstracao baseia-se em um processo de
reducao do problema de decisao da linguagem Ay ao
problema da parada.

hoOoDbd =
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Reducao de Problemas

= Problemas “dificeis” frequentemente podem ser
transformados (reduzidos) em outros, para os quais
uma solucao ja foi encontrada.

* Formalmente:

Um problema de decisao P e redutivel a P’ se existir um
algoritmo R que, recebendo p; como entrada, produz um
resultado p;’ tal que a resposta de P para a entrada p; seja
idéntica ou complementar a resposta de P’ para a entrada
pi’, qualquer que seja a entrada p..

Diz-se neste caso que R reduz o problema P ao problema P'.
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Reducao de Problemas

v
N

h 4

y» P’ ’ > .
Reducdo R i UP Algoritmo para

v
z

PP resolver P’

MT para P

Se P’ é decidivel e P é redutivel a P’, entao P é também
decidivel.

Se P e nao-decidivel e P € redutivel a P’, entao P’ €
nao-decidivel.
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Solucao via Reducao: Exemplo 1

= Mostrar que nao existe algoritmo que determina se uma MT
qualquer para quando uma computacao € iniciada com a fita
em branco.

Idéia: Reduzir o problema da parada em MTs a este problema

Assuma que exista uma maquina B que resolve o problema, ou seja, que
determina se uma dada maquina M’ para com entrada em branco:

M’ para com entrada €

v
nn

<M’> — ™" B
M’ ndo para com entrada €

v
Z
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Solucao via Reducao: Exemplo 1

Reduzo o problema de parada a este problema usando um algoritmo
(maquina de Turing) R que le <M, w> e produz na saida uma
representacido M’ de uma maquina que, a partir de uma fita em branco:

1. Escreve w na fita.
2. Retorna a cabeca para a posicgao inicial e no estado inicial de M.

3. Simula M.

E facil contruir R, tudo o que ela faz ¢ produzir uma representacao <M'> de uma
maquina com as mesmas transi¢oes de M, acrescidas de transi¢des iniciais para

preencher a fita em branco com a cadeia w!
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Solucao via Reducao: Exemplo 1

Note agora como resolveriamos o problema da parada:

M’ (simula M em w) para com €

A
n

<M, w> — R ——> M> — B

v

M’ (simula M em w) ndo para com €

1. Executo R a partir de < M, w>. Obtenho <M'>, que a partir da fita em branco
escreve w em sua fita e em seguida simula M.

2.1 Se B parar, significa que M' para com seu conteudo inicial (cadeia vazia). E
portanto, para se escrever w na fita em seguida.

2.2 Se B nao parar, significa que M' nao para com seu conteudo inicial (cadeia
vazia). E portanto, n&o para se escrever w na fita em seguida.

R reduz o problema de parada ao problema da fita em branco.

Logo, problema da fita em branco ¢ nao-decidivel
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Solucao via Reducao: Exemplo 2

= Reducgao do problema P: Determinar se uma dada cadeia

pertence a linguagem L={uu | u=aibicipara algum i 2 0}
ao problema P’: Determinar se uma dada cadeia pertence

a linguagem L’={u | u =aibicipara algum i 2 0} .
— Construo a maquina M’ que aceita L.
— Executo o seguinte algoritmo R:
* Copio cadeia de entrada w (entrada da maquina M) para a fita de uma

maquina Z capaz de reconhecer se w=uu, para algum u U {a, b, ¢}

— Se w = uu, limpo a fita e deixo u na entrada de M’'. Se M’ agora aceitar u, é
porque a entrada de M erauu, comu=aibici.

— Se w Z uu, limpo a fita e deixo um a na entrada de M’, que n&o sera aceito por
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Reducao: Uma Visao Alternativa

" Sejam P [J2"e Q '™ Uma reducdo é uma funcdo computavel

r: 2°— ["tal que w P sss r(w) LQ.
= Reducdes mapeiam sentencas de uma linguagem em sentencas
de outra linguagem:

Se uma sentenca € um problema de decisdo acompanhado de suas respostas, entdo a

reducado mapeia este problema e respostas em outro problema e respostas (numa linguagem
diferente).

= Redugdes nao sao necessariamente injetoras.
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Reducao: Uma Visao Alternativa

= Vendo a redugao como mapeamento sobre linguagens, podemos
reformular os teoremas de decidabilidade:

Se P’ é decidivel e P é redutivel a P’, entao P é também decidivel.
Se P é nao-decidivel e P é redutivel a P’, entdao P’ € nao-decidivel.

4

Se P’ é linguagem recursiva e P é redutivel a P’, entdo P é linguagem recursiva.
Se P nao € linguagem recursiva e P é redutivel a P’, entdo P’ € linguagem nao-recursiva.
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Exemplo 1 revisitado

= Problema da fita em branco: Mostrar que nao existe algoritmo
que determina se uma MT qualquer para quando uma
computacao € iniciada com a fita em branco.

Idéia: Reduzir a linguagem HALT = {<T,w>| T € MT e para com w} do
problema da parada em MTs a linguagem BLANK = {<M'> | M' € MT
que para com &}.

Faremos essa reducao usando uma maquina de Turing R que mapeara
cadeias de HALT em cadeias de BLANK.
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Operacao de R:

Produzo uma representacao <M'> de maquina M' que, a partir de uma fita em
branco:

— Escreve uma cadeia x da forma <T,w> na fita.
— Apaga x e escrevo w na fita.
— Simula T.

Agora, verificaremos que R de fato reduz as cadeias <T,w> de HALT a cadeias
<M'> de BLANK:

Se T para com w, significa que M' (que comegou com fita em branco) também
para (pois simula T em w). Ou seja, <T,w> LJ HALT implica <M"> [] BLANK.

Se T nao para com w, significa que M' (que comecgou com fita em branco)

também n&o para (pois simula T em w). Ou seja, <T,w> [JHALT implica <M"> [
BLANK.

HALT nao é linguagem recursiva e HALT é redutivel a BLANK, logo BLANK é
linguagem nao-recursiva e o problema da fita em branco é indecidivel!
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O Teorema de Rice: Motivacao

Idéia: Ao invés de problemas ligados a decidabilidade
envolvendo MTs e uma entrada particular
— Maquina M; para com entrada w?
— Maquina M, para com entrada em branco?

Etc, etc.

Podemos estar interessados em problemas mais
gerais, tais como:
— A cadeia vazia pertence a L(M;)?
- L(m) é 2
— L(M;) é regular?
- L(M) =2 ?
Etc, etc.
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O Teorema de Rice: Codificacao

= Qualquer MT pode ser codificada como uma cadeia
sobre {0,1}.

= Um conjunto de MTs portanto define uma linguagem
sobre 2 = {0,1}.

= As questOes anteriores podem ser reformuladas
como:

— M, pertence a linguagem L, = { M | £ U L(M)} ?
— M, pertence a linguagem Ly = {M | L(M) = L]} ?
— M, pertence a linguagem L., = {M | L(M) e regular} ?
— M, pertence a linguagem Ly = {M | L(M) = 2} ?
Etc, etc.
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O Teorema de Rice

Def.: Uma propriedade de uma l.r.e. € uma condicido que a l.r.e. pode

satisfazer. Exemplos: “conter cadeia nula”, “ser regular”, etc.

Def.: Uma linguagem de uma propriedade [ | de uma l.r.e. é o conjunto
Lo = {M | M satisfaz L] }. Exemplo: Ly é a linguagem formada por

todas as cadeias que representam as MTs que nao aceitam nenhuma
cadeia.

Def.: Uma propriedade [l de uma l.r.e. e dita trivial se a) ndo existirem
linguagens que a satisfacam ou b) todas as l.r.e.’s a satisfazem.

Teorema (Rice, 1953): Se L1 é uma propriedade n3o trivial
de linguagens recursivamente enumeraveis, entao L; nao

€ recursiva.
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O Teorema de Rice: Algumas Conseqiiéncias

= A propriedade “a linguagem € regular’ € nao-trivial: existem
l.r.e.’s que a satisfazem, e existem l.r.e.’s que nao a satisfazem.
Pelo Teorema de Rice, entao L., = {M | L(M) é regular} nado é
recursiva. Logo, nao existe MT capaz de ter como entrada
qualquer maquina M e parar com aceitagao caso esta aceite uma

linguagem regular, e parar com rejeigao caso esta nao aceite
uma linguagem regular.

= Nao existe MT capaz de ter como entrada qualqguer maquina M e
parar com aceitacao caso esta aceite a cadeia vazia, e parar
com rejeicao caso esta nao aceite a cadeia vazia.

= Nao existe MT capaz de ter como entrada qualqguer maquina M e
parar com aceitacao caso esta nao aceite nenhuma cadeia, €
parar com rejeicao caso esta aceite alguma cadeia.

Etc, etc...
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O Problema de Correspondéncia de Post

= Trata-se de um problema de domindés...

= Cada domind: primeiro e segunda metades sao cadeias de um
mesmo alfabeto.

=  Assumo um conjunto infinito de dominds de um dado tipo: jogar
um domind nao limita o numero de escolhas futuras.

= Dominds sao posicionados lado a lado, formando cadeias
completas na metade superior e na metade inferior.

= O problema: posicionar os dominés de modo que a cadeia
da metade superior fique igual a cadeia da metade inferior.

Exemplo 1: Alfabeto {a,b}, dominds [aaa, aa] e [baa, abaaa]
Solucgao:

aaa baa aaa aaabaaaaa

ab abaaa ab aaabaaaaa
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O Problema de Correspondéncia de Post: Exemplo 2
Alfabeto {a,b}, dominds [ab, aba], [bba, aa], [aba,bab]

Solucao:
Tenho que comecgar com:

ab

(Ginica maneira de ter os mesmo prefixos)

aba

Domind seguinte ndo pode ser [bba,aa). Tenho entao duas possibilidades:

ab ab ab aba
aba aba aba bab
Nao serve: quarta posi¢ao Agora, tenho que comegar com b na metade de cima...
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O Problema de Correspondéncia de Post: Exemplo 2

ab aba bba

aba bab aa

Com problema na sétima posicao... Problema sem solucao !!!

Vemos portanto que o Problema de Correspondéncia de Post pode
ou nao ter solucao, dependendo do alfabeto e dominds.

A questao é: existe um algoritmo para determinar se uma dado
P.C.P. tem solugao?

Em outras palavras: O P.C.P. e decidivel?

O P.C.P. é base para varios teoremas envolvendo decidabilidade
(especialmente p/ ling. livres de contexto, como veremos...)
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Formalizacao do P.C.P.

Seja um alfabeto 2. e um conjunto de pares ordenados [u;, V], i=1,2,...,n onde
u;, v L] 2+. Uma solucéo para o sistema de correspondéncia de Post é

uma sequéncia i, i2, ..., ik tal que

Uit Uio ... Uk = Vi1 Vio ... Vi«

O problema de se determinar se um sistema de correspondéncia de Post tem
alguma solucao é chamado de

Problema de Correspondéncia de Post

Teorema (Post, 1946): Nao existe algoritmo para se determinar se
um dado P.C.P. tem uma solugao, ou seja: o P.C.P. € um
problema nao-decidivel.

Aula 10



Relembrando: Gramaticas Livres de Contexto

Uma G.L.C. é uma gramatica G=(V,T,P,S) em que cada producao € da
forma A - w,emque AldVewl(VL)).

Uma dada G.L.C. (gramatica tipo 2 segunda a hierarquia de Chomsky)
produz cadeias de uma linguagem livres de contexto, que € por sua vez
reconhecida por um autémato Pushdown.

Uma derivagao de uma sentenca em uma gramatica em que a variavel
transformada € sempre aquela mais a esquerda € dita derivacao a
esquerda. Qualquer cadeia terminal de uma G.L.C. pode ser obtida via
derivacdes a esquerda.

Uma G.L.C. é dita ambigua se existir alguma cadeia w U L(G) que pode ser
obtida por duas derivagdes a esquerda distintas.
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Gramaticas Livres de Contexto Ambiguas

Uma G.L.C. é dita ambigua se existir alguma cadeia w J L(G) que pode ser
obtida por duas derivagdes a esquerda distintas.

Exemplo:
G;: S - aS | Sa | a (ambigua, pois aa tem duas deriva¢gdes a esquerda).

G, S - aS|a (ndo ambigua, e equivalente a G,).

A ambiguidade € uma propriedade da gramatica, e nao da linguagem.
Porem , podemos definir:

Uma linguagem livre de contexto € dita ser inerentemente ambigua se toda
G.L.C. que a gera for ambigua.
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P.C.P. e Gramaticas Livres de Contexto

Seja (2, [us, V4], [Ua, Val,..., [Un, Va]) um sistema de correspondéncia de Post.
Considere as seguintes gramaticas livres de contexto:

Gy: Vu = {Su}
S,=S0{1.2, .0
PU={SU—>UiSUi,SU—) Uii} (i=1,2, ...,n)

Gy: Vy = {Sy}
2,=201{1,2 ..,n}
PV={SV—)ViSVi,SV—>Vii} (i=1,2, ...,n)

Gy gera as cadeias da metade superior dos dominds.
Gy gera as cadeias da metade inferior dos domindés.
Os digitos (i) registram a sequéncia de dominds que gera a sequéncia.
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P.C.P. e Gramaticas Livres de Contexto

Uma solugao do problema de correspondéncia de Post corresponde a uma
sequéncia iy iy ... i i tal que Uy Uiy ... Ujeq Uk = Vi Via ... Vi Vik Nesse caso,
as gramaticas produzem as derivagoes:

SU |:| Uit Uio ... Ujk-1 uikik ik_1 i2 i1

SV |:| Vi1 Vi2 ... Vik1 Vikik ik_1 i2 i1
Ccom Ujq Uiz ... U4 Uik ik ik_1 i2 i1 = Vi1 Vi2 ... Vik1 Vik ik ik_1 i2 i1

Ou seja: L(Gy) N L(Gy) # L. Por outro lado, se w LI L(Gy) N L(Gy) entdo w =
W iy iq ... 1o 14. A cadeia W = Uj; Ui ... Ujq Ui = Vig Vig ... Vieq Vi € UMa
solugcao para o problema de correspondéncia de Post.
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P.C.P. e Gramaticas Livres de Contexto

Teorema: Determinar se duas linguagens livres de contexto sao disjuntas é
um problema nao-decidivel.

Prova: Assuma que o problema seja decidivel. Entao existe um algoritmo para
resolvé-lo, e o problema de correspondéncia de Post poderia ser resolvido
da seguinte maneira:

1. Construa as gramaticas G, e G, como indicado no slide anterior;
2. Use o algoritmo para determinar se L(Gy) N L(Gy) = L.

3. Se L(Gy) N L(Gy) # LI, tenho a solucdo (w’) para o P.C.P. em quest&o. Se
L(Gy) N L(Gy) = L1, ndo tenho a solucéo (w’) para o P.C.P. em questao.

Mas ja vimos (teorema anterior) que o P.C.P. é ndo-decidivel! Contradicao...
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P.C.P. e Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo: Gramaticas G, e Gy para o sistema de Post [aaa,aa], [baa,abaaal]:

Gy: Sy - aaa Sy 1| aaal | baaSy 2 | baa2

Gy: Sy » aa Sy 1| aal| abaaaS, 2 | abaaa2

Derivacdes que produzem solugao para o problema de correspondéncia:

S, U aaa S, 1] aaabaa S;21 I aaabaaaaa 121
S, [l aa S, 1] aaabaaa S,21 [ aaabaaaaa 121

Outros teoremas provados a partir da construcéo das gramaticas Gy e Gy, :
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Um Teorema...

= N&o existe algoritmo para determinar se a linguagem de uma
G.LC.ex".

Prova: Um algoritmo paralL = Z*equivale a um algoritmo paraE =X
Seja portanto C um PCP. Como L(GV) e L(GU ) sdo GLCs, entéo

L = L(G )U L(G ) também é GLC. Pela Lei de De Morgan,

L =L(G, )uL(G,)=L(G,)nL(G,)

Assim, ter um algoritmo para determinar se L=y equivale a ter um
algoritmo para determinar se L(GU )m L(Gv )

Mas este ultimo € um problema n&o-decidivel. Assim, nao existe
algoritmo para determinar se L=yg (ou | = Z ).
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Observacao

Mas ha algum tempo vimos que existe um algoritmo de
decisao para linguagens regulares:

“Seja M um AFD com k estados. Entao, L(M) é ndo-vazio < M aceita
uma cadeia z com length(z) < k.”

O que mudou agora?

= N&o existe mais um AFD de k estados que aceita L, pois L € GLC.

= Logo, nao tenho como limitar a inspecao de cadeias z aquelas com
length(z)<k.

= Assim, teria que verificar todas as infinitas cadeias em 2*ao APD
que reconhece a linguagem L, para determinar se a linguagem de L

é mesmo L. Mas um algoritmo deve terminar, e tentar operar
sobre um numero infinito de possiveis argumentos € naturalmente
um processo que nao terminal
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Mais um Teorema...

= N3&o existe algoritmo para determinar se uma G.L.C. é ambigua.

Prova: Sejam G, e G, as GLCs associadas a um PCP C. Suponha que
combinemos estas gramaticas para gerar uma terceira gramatica da forma:

G:V={S, S, Sy}2=2cP=P,UP,[U{S - S,,S - Sy}

Note que:

1. Todas as derivagbes de G sdo a esquerda, ja que qualquer forma
sentencial contéem no maximo um simbolo ndo-terminal.

2. Gy e Gy sado ndo-ambiguas, pois derivagées distintas produzem diferentes
sequéncias de inteiros.

Assim, G sera ambigua apenas se e somente se existir alguma cadeia em
L(Gyn L(Gy). Assim, um algoritmo para determinar se G é ambigua

corresponde a uma algoritmo para determinar se L(Gy)N L(G,). Mas ja
vimos que determinar se duas LLC s&o disjuntas é nao-decidivel!
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