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1. (4.0 pontos) Considere Z, ={0,1,....,.n-1} .

a) Mostre que (Z2 ,@) € um grupo, onde @ é aoperacao “ou-exclusivo”.

b) Mostre que a operacdo ou-exclusivo bit-a-bit em palavras de 3 bits forma um grupo.
c) O grupo do item (b) éciclico?

d) O grupo do item (b) € abeliano?

a)

1) associativa
Verificando-se exaustivamente os resultados de a® (b@®c) e de (a®b)® c para todas
possives triplas de valores (a,b,c) conclui-seque a® (b®c)=(a®b)dc.

ii) elemento neutro
Verifica-se adotando o e emento O como identidade:
a®0=0®a=a

iii) elemento inverso
Oinversode0éOeoinvarsodel él

b)
Trata-se do produto direto de grupos e portanto € um grupo, como pode-se verificar:

1) associativa
[(a,b,c)® (d,e f)®(g,hi)=([a®d]Dg,[bDe®h[cd f]Di)=
=(a®[d®g],bd[ed f],c®[f @i])=(a,b,c)®[(d,e ) D (g,h,i)]

i) elemento neutro (0,0,0)
(a,b,c)® (0,00)=(a®0,b®0,c®0)=(0®a,0®b,0®c)=(0,00)® (a,b,c)=(a,b,c)

iii) elemento inverso
O elemento inverso de (a,b,c) é o proprio (a,b,c) paratodas possiveis triplas.
(a,b,c) @ (a,b,c) =(a®a,b®b,c®c)=(0,0,0)




C)
N&o éciclico.

O ciclo gerado pelo elemento neutro (0,0,0) contém apenas o proprio.

Os demais ciclos, gerados por (ab,c) diferente da identidade contem a identidade e o
proprio elemento (a,b,c).

Dessa forma, ndo é possivel encontrar um elemento gerador de todos elementos do
conjunto.

d)
Sim, é abeliano.
Veificaseque a®b=b®a.

Deformaque
(a,bc)@(d,ef)=(a®d,b®ecd f)=(dDaedb, f ®c)

=(d,e f)®(a,b,c)



2. (3.0 pontos) Quanto ao isomorfismo de grupos.
a) Mostre que dois grupos finitos isomorfos tém a mesma ordem.

b) Mostre que se G, e G, sdo grupos isomorfos, entdo dado H, <G, existe H, <G,
isomorfoa H, .

¢) Responda justificando, considerando a operagdo “soma médulo n”: o grupo formado por
Z, e o grupo formado por Z, x Z, séo isomorfos? (Dica: o que acontece com (0,3) +(0,1) )

a)

Por definicdo, existe uma bijecdo f entre grupos isomorfos A e B. Por ser fungdo, cada
elemento de A esta associado a um elemento de B. Por ser sobrejetora, ndo ha elementos de
B que n&o estgjam relacionados a um de A de forma que | A B|. Por ser injetora, cada

elemento de A estarelacionado aum elemento de B distinto de formaque | B 2| A|.

Assm: | f E| A B

(No caso de conjuntos infinitos, a igualdade das cardinalidades de dois conjuntos é por
defini¢do a existéncia de uma bijecdo entre eles.)

b

C)sl,G2 isomorfos= 3f : G, > G, | f(a,b) = f(a) f (b), f injetoraesobrejetora
H, subgrupode G,

VheH,, f(h)e H, = H, éaimagem def com dominio H, .

Por constru¢do de H,, f ésobrejetorade H, para H, .

Por hipétese, f éinjetora f(a) = f(b) < a=Db

H, éfechadacom aoperagéo do grupo de G, pois:

vh,h, e H, = f(h), f(h,)eH,

hh, eH, = f(hh,)eH,

f(hh,) = f(h)f(h,) e H,

Verificando as propriedades de grupo

1) associativa

f(a)[f(b)f(c)= f(a)f(bc)= f(a(bc)) = f((ab)c) = f(ab)f(c)=[f(a) f(b)]f(c)

ii) elemento neutro
f(e)f(h)= f(eh)= f(he)= f(h)f(e)= f(h)

iii) elemento inverso
f(h)yf(h™)=f(hh™)=f(h™h)=f(h™")f(h)= f(e)

c)

Héa vérias possivels respostas, porém basta notar que em ambos os grupos qualquer
elemento elevado a oito resulta na identidade e apenas para 0 segundo grupo qualquer
elemento elevado a quatro resulta na identidade. Dessa forma, € impossivel encontrar uma

associagdo no segundo conjunto parao nimero 1, pois 1* =4 0



3. (2.0 pontos) Seja (G,-) um grupo finito e (H,’) um subgrupo de G. Definimos em
GxG arelagigo~tal que x~yse x-y ' eH.

a) Mostre que ~ € umarelacdo de equivaléncia.

b) Determine em quantas classes de equivaléncia G ¢é particionado e o tamanho de cada
classe.

a)

1) reflexiva

X~ X< xx ' =eeH , verdade porque H é grupo.
ii) simétrica

X~y= Xy’1 eH

(xy )t eH (existénciado inverso)
xyH)r=yxTeH = y~x

i) transitiva
X~y=>xy'eH
y~z=>yz'eH

yN)NyzheH=x(y'y)z'=xz'eH =zeH

b)
sendo ~ uma relacdo de equivaléncia, é induzida uma particdo em G em N conjuntos
distintos e com intersec¢éo nula:

N
|G- lel G |
Dado um elemento x em G e 0 sub-grupo H,
Paracadaelemento he H , existeum tnico y tal que xy * = h.
X=hy > y=h"x
Essey € Unico paracadah, pois
y= hi_lxz hz_l)(:> h =h,
Logo cadaclasse G, possui exatos | H | elementos

N |G|
IGEDIGENIH| —» N=-—
= |H |



4. (1.0 ponto) Sgja 7; apermutacdo que faz apenas atroca daposicdo i com aposicéo j de
formaque 7;, éaidentidadeei, j >1.

Mostre por indugéo finita em N que a fungéo f :Z,xZ,x---xZ, — S, definida por
(05K 2) = 7o, Taun Takeny - Ty » € DIjEtOra, onde S € o conjunto das
permutagcdes de N elementos.

Para N=2
f,:Z,—>S,

1 2
f(0)2721:(2 :J

12
f@ =1, :(1 ZJ

Esgotadas as possibilidades, a funcéo € bijetor a.

Supondo f,, bijetora, mostrar que f ., ébijetora.
fu (s J5 Ko 2) = T,y Tagjuny Tageny -+ Tnzeny COMTESPONde atodas permutagbesem S .

fuals ) K ZW) = £ (0 ], Ky, D)7 (gyweyy  COITESponde a trocar o elemento de indice
N+1 de cada uma das permutacbes em S, por um dos elementos de 1 até N definido por

w+1 ou manter o N+1 sem trocar se w=N. Dessa forma, todas permutagdes em S,;,, podem

ser construidas (ja que inserimos um novo elemento de toda forma possivel) e todas
permutagdes construidas com indices distintos so distintas (verdadeiro por hipotese para
os indices i...z e verdadeiro para w porque cada w gera uma permutacdo diferente das
anteriores).
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