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3.4 Algebra booleana, ordens parciais e reticulados

Seja A um conjunto nao vazio. Uma relagao binaria R sobre A é um subconjunto de A x A, isto é,
RC Ax A. Se (z,y) € R, denotamos xRy (lé-se z-erre-y).

Relacao de ordem parcial

Uma relacao bindria < sobre A é uma ordem parcial se

1. (reflexiva) x < x, para todo z € A
2. (anti-simétrica) Se z < y e y < x, entdo x = y, para todo z,y € A
3.

(transitiva) Se x <y e y < z entdo x < z, para todo z,y,z € A

Se < é uma ordem parcial em A, entao a relacado > definida por, para quaisquer x,y € A,
x >y se e somente se y < x é também uma ordem parcial em A.

Conjunto parcialmente ordenado (poset)

Um conjunto A munido de uma relagdo de ordem parcial < é denominado um conjunto
parcialmente ordenado (ou poset) e denotado por (A,<). Se (A,<) é um poset, entao
(A, >) também é um poset.

Exemplo 1: A relagdo de ordem < usual definida no conjunto dos niimeros reais é uma
ordem parcial (na verdade é uma ordem total, pois todos os elementos sdo compardveis
dois a dois). A relacgdo < nao é uma ordem parcial pois ela nao é reflexiva.

Exemplo 2: A relagéo de inclusdo de conjuntos C é uma ordem parcial.
Diagrama de Hasse

Escrevemos = < y quando x < y e ¢ # y. Dado um poset (4,<) e x,y € A, dizemos que
y cobre x se, e seomente se, x < y e nao ha outro elemento z € A tal que z < z < y. Um
diagrama de Hasse do poset (A4, <) é uma representacao grafica onde vértices representam
os elementos de A e dois elementos x e y sao ligados por uma aresta se e somente se y
cobre . Em um diagrama de Hasse, os elementos menores (com relagao a ordem parcial)
sao em geral desenhados abaixo dos elementos maiores.

Exemplo: O diagrama de Hasse do poset ({a,b, c}, C) é mostrado na figura 1.

Elementos notaveis de um poset

Seja (A, <) um poset.
e Chama-se menor elemento de A um elemento 0 € A tal que 0 < x para todo z € A.

e Chama-se maior elemento de A um elemento 1 € A tal que z < 1 para todo = € A.

Teorema: Em um poset (A, <), se existe um menor elemento, ele é inico. Similarmente, se existe
um maior elemento, ele é tinico.

PROVA: Suponha que 01 e 02 sdo menores elementos de (A, <). Entao, terfamos 0; < 02 (pois 01 é
menor elemento) e 02 < 0; (pois 02 é menor elemento). Pela propriedade anti-simétrica da relacao <,
concluimos que 0; = 02. A unicidade do maior elemento prova-se de forma andloga. [
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{abc}

{ab}  {ac {bgc}

{a} {b} C}

{1
Figura 1: Diagrama de Hasse de ({a,b,c}, Q).
e Chama-se elemento minimal de A um elemento a € A tal que elemento algum de A precede
estritamente a, isto é, para qualquer x € A, se z < a entdo x = a.

e Chama-se elemento maximal de A um elemento a € A tal que elemento algum de A sucede
estritamente a, isto é, para qualquer x € A, se x > a entao x = a.

Teorema: Se 0 é o menor elemento de (A4, <), entdao 0 é o Unico elemento minimal de (A4, <).

Seja (A, <) um poset e seja X C A.
e Chama-se limitante inferior de X em A a todo elemento a € A tal que a < x para todo x € X.

e Chama-se limitante superior de X em A a todo elemento a € A tal que =z < a para todo
r € X.

e Chama-se infimo de X em A o maior elemento dos limitantes inferiores de X em A. O infimo
de X é denotado A X. O infimo de {z,y} é denotado = Ay. O operador A é chamado conjuncao.

e Chama-se supremo de X em A o menor elemento dos limitantes superiores de X em A. O
supremo de X é denotado \/ X. O supremo de {z,y} é denotado xVy. O operador V é chamado
UNLA0.

Exemplo: Seja S = {a,b, c} e considere o conjunto de todos os subconjuntos préprios de S, conforme
ilustrado no diagrama abaixo.

{ab}  {ac} {bc}

{a {0} {c}

{1

Este conjunto tem trés elementos maximais, {a, b}, {a,c} e {b,c}. O menor elemento deste conjunto
é {} e, conforme teorema acima, é o tinico elemento minimal. O conjunto nao possui maior elemento.
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Exercicio: Mostre o teorema “Se 0 é o menor elemento de (A, <), entao 0 é o tinico elemento minimal
de (A, <)".

Este teorema é véalido com respeito ao maior elemento ?

Exercicio: Mostre que a configuracao abaixo nao pode ocorrer no diagrama de Hasse de nenhum
poset.

Exercicio: Seja R uma ordem parcial sobre A e seja X C A. Mostre que S = RNX x X é uma relagao
de ordem parcial. (em outras palavras, qualquer subconjunto de um poset é também um poset).

Exercicio: Seja a relagao de divisibilidade | definida sobre os inteiros positivos da seguinte forma:
para quaisquer x,y inteiros positivos, z|y se, e somente se, x divide y.

a) Mostre que | é uma relacao de ordem parcial

b) Desenhe o diagram de Hasse de {1,2,3,4, 6,12} com respeito a relagdo parcial |.
Exercicio: Liste os elementos da relagao de ordem cujo diagrama de Hasse é o seguinte:

e f

Reticulados

Um poset (4, <) no qual cada par de elementos possui um infimo e um supremo em A é
um reticulado (ou seja, para quaisquer x,y € A, z Ay e zVy estdo em A).

Um reticulado (A4, <) é distributivo se as operagoes de uniao (V) e conjuncao (A) sao
distributivas, isto é, para quaisquer x, y e z em A,

zAyVz)=(@Ay)V(eAz) e zV(yAz)=(@Vy AV z2).

Um reticulado (A,<) com 0 e 1 é complementado se todo elemento em A possui um
complemento, isto é, para todo x € A existe T tal que x VT =1exz AT =0.



Notas de aula de MAC0329 (2003) 26

Teorema: Um reticulado (A, <) distributivo e complementado é uma algebra booleana.

PROVA: Considere um reticulado distributivo e complementado (A, <) com as operagoes de uniao V e
conjungao A como definidos acima, e complementagao ~. Claramente V e A definem operacoes bindrias
em A. Sejam ainda 0 e 1 o menor e o maior elementos de (A4, <).

Vamos verificar que os axiomas de Huntington sdo satisfeitos. As operagdes V e A sdo comutativas por
definicao; sao distributivas pois o reticulado é distributivo; o axioma 4 é satisfeito pois o reticulado é
complementado, e o axioma 3 é satisfeito pois V0 =x e x A 1 = x para qualquer x € A. [J

Exercicio: Mostre por inducao que todo subconjunto finito de um reticulado tem um infimo e um
supremo.

Relagao de ordem em uma algebra booleana

Seja (A,+,-,7,0,1) uma algebra booleana. Definimos uma relacdo bindria < em A da
seguinte forma:
Ve,y € A, x <y seesomentese r+y=1y (1)

A relacao < definida pela equacdo 1 é uma relagdo de ordem parcial. De fato, pela lei
de idempoténcia = + x = = temos que x < z para todo x € A; se x < y e y < x, entdo
r+y=yey+x=xe, portanto, pela comutatividade de +, segue que r =y;se z <y e
y < z, entao

2 > y+z (pois y < 2)
> (z+4vy)+z (poisz <y)
= x4 (y+2) (associatividade de +)
> x4z (pois y < 2)
Logo, = < z.

Exercicio: Mostre que em qualquer algebra booleana, x + y = y se, e somente se, xy = . Expresse
essa relagao na algebra dos conjuntos.

Teorema: Sejam z,y elementos de uma algebra booleana (A, +,-,7,0,1). Entao os elementos = + y
e xy sao respectivamente o supremo e o infimo de {z,y}.

Exercicio: Prove o teorema acima.

Teorema: Toda algebra booleana (A, +,-,7,0,1) é um reticulado.

PROVA: Qualquer subconjunto {z,y} de A tem supremo z + y e infimo xy (teorema anterior). Logo
(A,+,-,7,0,1) é um reticulado. OJ

Exercicio: Mostre que em qualquer algebra booleana
a) zy <z < x4y, paratodo z e y em A,
b) 0 < x <1, para todo x em A.
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Atomo

Um dtomo de um reticulado (A4, <) é um elemento nao nulo = que nao pode ser expresso
na formar=yVzcomz#yex#z.

Exemplo 1: Os dtomos de (P(S),U,N,°, 0, S) sdo todos os conjuntos unitarios.

Exemplo 2: A dlgebra booleana relativa ao conjunto B™ de todas as n-uplas bindrias tem
como atomos as n-uplas com exatamente uma coordenada igual a 1.

Teorema: Um elemento nao nulo = de um reticulado (A, <) é um dtomo se e somente se nao hé
elemento y em A tal que 0 < y < z.

PROVA: Suponha que = é um atomo e que y < z. Entdo, r =2 A1=(yVz)A(yVy) =yV (zAT).
Como x é um atomo, entdo ou y = x ou (x AgY) = z. Como x # y por hipétese, entao (z Ay) = z.
Consequentemente y =x Ay = (x AY)Ay=axA(GAy) =xA0=0.

Agora suponha que nao hé elemento y em A tal que 0 < y < z e (suponha por absurdo) que x nao
é um atomo. Entdo, x = y V z para algum y e z diferentes de z. Como y < y V z = z (um dos

exercicios acima), temos que y < z. Além disso, y = 0 (pois caso contrario terfamos 0 < y). Logo,
x =0V z=z%#x (absurdo). O

Teorema: Seja (A, +,-,7,0,1) uma algebra booleana finita com conjunto de atomos {ai,az,...,an}.
Cada elemento nao nulo x de A pode ser escrito como o supremo de um conjunto de atomos

T =a; Va,V---Va;,

Mais ainda, tal expressao é Unica, a menos da ordem dos dtomos.

A demonstragdo é por contradigdo. Suponha que existem elementos que ndo sdo expressos como
supremo de dtomos. Seja z um desses elementos. Entdo como x nao é atomo, temos que z =y V z
para algum y < x e z < x, e mais ainda, pelo menos y ou z nao sao atomos. Supondo que y nao é
atomo, novamente temos que ele é supremo de dois elementos menores que ele, dos quais pelo menos
um nao é atomo. Assim, hd uma seqiiéncia de elementos nao-atomos g = x > 1 =y > T2 > ....
Mas, como A é finito, haverao indices k e m, com k < m tal que x; = x,,. Pela transitividade de <
em Ty > Tpyl > ... > Ty Segue que Ty > Ty, contradizendo xy = x,,. Portanto, podemos concluir
que todos os elementos ndo-nulos em A podem ser expressos como supremo de dtomos.

Para mostrar a unicidade, primeiro devemos mostrar que
x:\/{aeA:aéétomoeaSw}

isto é, x pode ser expresso como o supremo de todos os 4tomos menores ou igual a ele. (A demonstracao
fica como exercicio).

Agora, suponha que z = a;, V a;, V ---V a;, ¢ uma expressao de x como supremo de dtomos. Entao
ai; < x, e, portanto, a;; € {a € A : a édtomo}. Agora, seja a um atomo tal que a € {a € A :
a é atomo}. Entao,

O#a=aNz=aAl(a,Va,V---Va;,)=(@aNaj)V(aNay)V---V(aAa;)

Pelo menos um (a A a; j) precisa ser diferente de zero. Logo, a A a;; = a = a;; uma vez que ambos sao
atomos. Ou seja, a ¢ um dos atomos em {a;,, @iy, ..., a;, }. O
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Exercicio: Seja (A, +,-,7,0,1) uma &dlgebra booleana finita com conjunto de dtomos {a1,as, ..., a,}.
Sabendo que cada elemento nao nulo x de A pode ser escrito como o supremo de um conjunto de
atomos

T =a; Va,V--Va;,

mostre que, mais especificamente,
x:\/{aEA:aéétomoeagm}

isto é, x é o supremo de todos os dtomos menores ou igual a ele.

Dica: Comece expressando 1 como um supremo de dtomos e use o fato de que x = x A 1.

Isomorfismo de algebras booleanas

Uma funcao bijetora ¢ entre duas dlgebras booleanas (A1, +1, -1, 1,01, 11) € (A2, 42, -2, 2,02, 12)
que satisfaz

Pz +1y) = ¢(x) +2 ¢(y)

(1Y) = d(x) 2 (y)

é um isomorfismo de algebra booleana.

Duas algebras booleanas sao isomorfas se existe um isomorfismo entre elas.

Teorema: Sejam duas algebras booleanas com o mesmo numero de dtomos e sejam
{ay,a9,...,a,} e {b1,ba,...,b,} respectivamente os seus conjuntos de dtomos. Entao,
existe um isomorfismo ¢ entre eles tal que ¢(a;) = b;, para todo i € {1,2,...,n}.

Teorema: Qualquer dlgebra booleana finita cujo conjunto possui n elementos é isomorfa
a édlgebra booleana (P(S),U,N, ¢ 0,S) onde S é um conjunto com cardinalidade n.

Revisao dos principais conceitos através de um exemplo: Considere a &dlgebra booleana

<P(S)7U)mvc)®)5>'

e A seguinte relagao bindria ¢é definida em P(S5):

VX, Y eP(S), XCY <<= XUY =Y

e a relacdo C é uma ordem parcial. Logo, (P(S),C) é um poset
e 0 maior elemento de P(S) é S
e 0 menor elemento de P(S) é ()

e o supremo de dois conjuntos X,Y € P(S) é dado por X UY
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o infimo de dois conjuntos X,Y € P(S) é dado por X NY
(P(S), <) é um reticulado booleano (distributivo e complementado)
os dtomos de (P(S),U,N,%,0,.S5) sdo os conjuntos unitérios.

qualquer elemento de P(S) pode ser expresso como uniao de conjuntos unitarios

3.5

Funcgoes Booleanas

Variaveis e literais

Dada uma algebra booleana (A, +,-,7,0,1), uma varidvel booleana é uma variivel para
a qual pode-se associar elementos de A, ou seja, a variavel booleana toma valores em A.

Dada uma varidvel booleana z, o complemento de x, denotado T, é uma variavel booleana
tal que T = @ sempre que x = a para qualquer a € A.

Um literal é uma variavel booleana x ou o seu complemento Z.

Expressao booleana

Dada uma algebra booleana (A, +,-,7,0,1), as seguintes sao expressoes booleanas em n
variaveis xi,xo, ..., Tn:

e 0s elementos identidade 0 e 1,

e as variaveis booleanas x1, xo, ..., In,
e x+y, x-y, T, onde x e y sdo expressoes booleanas nas variaveis x1,xs, ..., Ty
Observe que uma expressao booleana em n varidveis x1,xs,..., T, Na0 necessariamente

contém todas as n varidveis.

Se uma expressao pode ser derivada a partir de outra aplicando-se as regras (leis) da
algebra booleana um nimero finito de vezes, entdo elas sao ditas equivalentes. O valor
de expressoes equivalentes, para cada atribuicao de valores as varidveis booleanas, é o
mesmo.

Expressoes booleanas definem uma funcao. Expressoes equivalentes definem uma mesma
funcgao.

Funcgao booleana

Dada uma algebra booleana (A, +,-,7, 0, 1), uma fungao booleana em n variaveis 1, xs, . . ., T,
é uma fungao f : A" — A tal que f(z1,x2,...,2,) é uma expressao booleana. O valor
da funcdo f para um elemento a = (a1, az,...,a,) € A" é calculado substituindo-se ca-
da ocorréncia de x; na expressao por a;, para ¢ = 1,2,...,n e calculando-se o valor da
expressao.

No caso da algebra booleana (B, V, A,~,0, 1), vimos que h4 exatamente (2)2" fungdes boo-
leanas em n variaveis.

Em geral, hé (JA])4" funcoes booleanas em n varidveis.
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Exemplo: A funcdo f : B2 — B, definida pela expressao f(z1,22) = 1 + o2 pode ser representada
pela tabela-verdade a seguir, a esquerda. Note que ela é igual a tabela-verdade da expressao z1 +7Z1xs.
Logo, as expressoes x1 + z2 € 1 + T2 sao equivalentes (ou seja, definem uma mesma fungao).

T X2 ‘ T+ T2 T X2 ‘ 1 Ti1x2 X1 +2T1X2

0 0 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 1 1

1 0 1 1 00 0 1

1 1 1 1 1 0 0 1

H4 (2)22 = 16 fungdes de 2 varidveis para (B, +,-,7,0, 1), conforme mostrados a seguir:

v x| fo fi o fo fs fu fs fo fi o fs fo fio Su fiz fis fu fis
0 oo o o o o o o0 o 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 o o0 o0 o0 1 1 1 1 0 O 0 0 1 1 1 1
1 0|0 0 1 1 0 0 1 1 0 O 1 1 0 0 1 1
1 1 o 1 o0 1 o 1 0 1 o0 1 0 1 0 1 0 1

Formas de expressao

Um produto é uma expressao logica que é ou uma literal, ou uma conjuncao de duas ou mais literais,
duas das quais nunca envolvem a mesma variavel.

Um produto ¢ é subproduto de um produto p se cada literal que aparece em ¢ também aparece em
p. Por exemplo, zy é um subproduto de zyz. Ja 2y nao é subproduto de xyz.

Soma de produtos ou Forma normal disjuntiva (FND)

Um expressao E é uma soma de produtos (SOP) se ela é um produto ou se é uma
disjuncao de dois ou mais produtos tais que nenhum deles é subproduto de outro.

As expressoes xy, T + yz, zyw + Tz + yz estdo na FND, enquanto que z(y + z), zy + yzx
nao estao.

Teorema: Qualquer expressao que nao é uma contradicao é equivalente a uma expressao na forma

SOP.

Exemplos: Expressar f(z,y,z,w) = (vz + y)(2w + W) na forma SOP:
[y, 2,w) = (22 +y)(zw + )
= (xz+4vy)zw+ (zz+y)w (distributiva)
= zzw+yzw + z2zw0 +yw (distributiva)

Expressar f(z,y,2) = [(z +J) + z|(z + J)T na forma SOP
fl,y,2) = [(@+79)+2(z+7)T
= [(z+y) +2(z+y)T
= (& +7) + 2] (=T +yT)
= [(z+79)+2lyz
= TYT +YyyT + zyT
= 040+ z2yx

= TYz
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Observagao: Os nomes termo produto, produto fundamental, conjungao fundamental e
produto normal também sao utilizados em lugar de produto.

Os nomes Soma de produtos normais e forma normal disjuntiva sdo também usados em vez
de soma de produtos.

Uma soma fundamental, ou simplesmente soma, define-se de forma andloga (é um literal ou a
disjungao de dois ou mais literais, duas das quais nunca envolvem a mesma varidvel). Qualquer
expressao é equivalente a uma expressao na forma produto de somas (POS).

Mintermo (ou produto completo ou produto candnico ou produto padrao) em n varidveis
T1,T9,...,T, ¢ uma expressao booleana formada pelo produto de cada uma das n varidveis ou dos
respectivos complementos (mas nao ambas). Ou seja, consiste do produto de n literais, cada um
correspondendo a uma varidvel (se x; estd presente no produto, entao T; nao estd, e vice-versa).

Maxtermo (ou soma completa ou soma candnica) em n varidveis z1, s, ..., x, tem defini¢ao
similar ao mintermo: em vez de produto, consiste de soma de n literais, cada um correspondendo a
uma varidvel.

Exemplo: Supondo 3 varidveis x1,x2,x3, T1Tax3 € x1x2x3 sao exemplos de mintermos, enquanto
T1 + To + T3 € T1 + o9 + x3 sao exemplos de maxtermos.

Teorema: H& 2" mintermos e 2" maxtermos. Nao ha dois mintermos equivalentes, e similarmente,
nao ha 2 maxtermos equivalentes.

PROVA: Como um mintermo consiste de n literais, cada um podendo ser uma varidvel x ou o seu
complemento x, ha no total 2" possiveis combinagoes.

Denote = por ! e Z por 2°. Assim, qualquer mintermo m pode ser expresso por m(x1, T2, ..., Ty) =

it x5? ... xgr onde e; € {0,1}. Para

{1, see =1,
€T, =

0, see; =0.

temos m(z1,2,...,,) = 1, pois todos os literais x;' em m tem valor 1.

Qualquer outro mintermo tem pelo menos um literal que é complemento do correspondente literal
em m. Portanto, substituindo os valores de x; definidos acima neste mintermo, havera pelo menos
um zero no produto. Isto quer dizer que este mintermo vale zero para estes valores em particular.
Portanto, para quaisquer dois mintermos, ha sempre uma atribuicao de valores as varidveis que torna
um deles 1 e o outro 0. [

Exercicio: Liste todos os mintermos em 3 varidveis.

Teorema: Qualquer funcao booleana que nao seja identicamente nulo pode ser expressa na forma de
soma canoénica de produtos (soma de mintermos).

Teorema: Qualquer funcao booleana que nao seja identicamente 1 pode ser expressa na forma de
produto candénico de somas (produto de maxtermos).
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Observagoes: Os nomes Soma padrao de produtos, forma normal disjuntiva completa ou
forma mintermo também sdo usados em vez de soma canénica de produtos (SOP canodnica).

Note que alguns autores usam o nome forma normal disjuntiva em vez de forma normal disjun-
tiva completa.

Nés usaremos soma de produtos e soma candénica de produtos; produto de somas e produto
canodnico de somas.

Exemplos: Escrever f(z,y,z,w) = (zz + y)(zw + W) na forma SOP canonica:
flx,y,z,w) = (zz+y)zw+ (zz+y)w
TZW + Yzw + TZW + Yyw
row(y +9) + (@ + D)yew + 2y + 7)20 + (@ + Dy(z + )
= zyzw + rYzw + cYzw + Tyzw + Y20 + 2Yzw + zy(z + 2)w + Ty(z + Z)w
TYZW + TYZW + TYZW + TYZW + TYZW + TYZW + TYZW + TYZW + TYZW
= YW + TYRZW + TYZW + TYZW + TYZW + TYZW + TYZW + TYZW

Escrever x + z + yw na forma POS canonica.

flz,y,z,w) = z+z+7gw

z+ (z +yw)

r+ (2 +7)(z +w)

= @tz 4Rtz +m)

(z4+7+z+ww)(z+yyg+ 2+ W)
+y+z+w)((z+y+2z4+w0)(c+y+2z+w0)(x+y+2z+w)
(+7+z+w)((e+7+2z+W0)(z+y+2+W0)

Exercicios: a) Escreva f(a,b,c,d,e) = (ac + d)(b + ce) na forma SOP.

b) Escreva f(a,b,c,d) = (a + b)ed + (a + b)ed na forma SOP canénica.

c¢) Escreva f(z,y,z,w) = 4+ z + yw na forma SOP canonica. Qual a relagdo entre a forma SOP
canodnica e a forma POS canénica ?

d) Lembrando que z < y < [(xr — y) A (y — )], e que z — y < (—x V y), escreva (a V b) < —c na
forma SOP canonica.

e) Ache a expressao na forma SOP candnica que define a fungao dada pela tabela-verdade abaixo.
Vocé consegue simplificar esta expressao e obter uma outra equivalente e mais curta ?

vy 2| flay2)
0O 0 O 0
0O 0 1 1
0O 1 O 0
0 1 1 0
1 0 O 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1
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4 Tabela dos principais axiomas e leis

Al rT+Yy=y+zx

Ty = yx

A2 z(y +2) = xy + xz
r+yz=(x+y)(r+2)
r+0==x

A3
r-l==x

Ad r+x=1

zx =0

Idempoténcia Trr=2

Tr =T

r+1=1

Identidade

Complemento do um | 1 =

(zero) | 0 =

Absorc¢ao

Involucao | T =«

Associatividade
z(yz) = (zy)z
De Morgan rhy=ay
TY =7T+YyY

TY +yYz + T2 =Yy + T2
(z+y)y+2)T+2)=(@=+y)([T+2)

Teorema do consenso
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