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Morfismos

Defini¢cao: homomorfismo
Dados G ¢ G’ grupos quaisquer.
Um homomorfismo de G em G’
¢ uma fungao ¢ : G — G tal que

Vx,yeG vale p(xy)=p(x)p(y)

Importante

Ha duas operagoes binarias subentendidas na formula acima:
uma operagao * de G
¢ outra operacao *" de G .
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Exemplo

Grupo M1, (IR)

A funcao determinante ¢ homomorfismo?

Vale det (AB)=det (4) - det (B).

Mas ainda falta especificar:

homomorfismo de M/, (IR) em qual grupo G"?

Resposta: sim, determinante € homomorfismo de M/ (IR) em (IR*,")

Exemplo
¢:G— G talque p(x)=¢ paratodo xe G
Vale ¢p(xy)=e=¢e"*¢'=@p(x)p(y) paratodo x,yeG.

E chamado homomorfismo trivial.
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Exemplo
(]Ra_l_) — (]Ria)
X e

¢ homomorfismo?
Xty e =¢e e
Reparar que as operacdes binarias de cada grupo sao diferentes.

Resposta: sim, ¢ homomorfismo.
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Propriedades
Seja ¢ : G — G° homomorfismo.

As seguintes propriedades valem.

(1) ple)=¢€

2) p(x ) =[px)]" VxeG

B HLSG=p(H)G

4) K<G= go_l(K) <G

onde

o(H)={p(h)|he H} = imagem de H pela ¢

¢ (K)={xeG|p(x)e K} =imagem inversa de K pela ¢
Obs.:

Isto ¢ apenas uma notagdo. Nao significa que ¢ seja inversivel.
Demonstracao

Sao 6timos exercicios ©
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Defini¢ao
Dados grupos G ¢ G’ com elementos neutros e € e’

Seja um homomorfismo ¢ : G — G
Definimos ker ¢ =nucleo de p =1x € G| @(x) =€’}

Teorema
@ ¢1injetora < kerop = {e}

Demonstracao

(1) Suponha que ¢ ¢ injetora.
Sabemos que ¢ (e) =e¢”’

mas e e kerp = {e} =ker ¢
pois ¢ ¢ injetora.
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(2) Suponha que ker ¢ = {e}.
Temos

p(x)=p(y)=
= o(x)-[p(M] =e(»)-[eON]"
= px)-p(y ) =¢

= p(xy ) =¢
= xy~ ekerg
= xy_l =e ( pois ker ¢ = {e} )
=Xy y=ey
= xe=y
= X=y

Ouseja, p(x) = p(y) = x =y
Portanto ¢ ¢ injetora. [CQD]
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Defini¢ao: 1somorfismo

Seja ¢ : G — G homomorfismo
Se ¢ ¢ injetora € sobrejetora,

entdao ¢ ¢ isomorfismo de G em G

Exemplo

Existe um isomorfismo entre

Grupo (Z,,®) Grupo ciclico de ordem 4
@0 1 2 3 *le a b c
0 O 1 2 3 e |l e a b c
1 1 2 3 0 a |la b ¢ e
2 12 3 0 1 b | b ¢ e a
313 0 1 2 c | c e a b
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Defini¢ao
Se existe isomorfismo entre dois grupos, dizemos que

tais grupos sao “isomorfos”.

Exemplo

Ja vimos:

(C, +), grupo dos complexos com operagdo soma
¢ 1somorfo a (IR, +) X (IR, +)
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Notacao
Simbolo G= G’

Observacao

Isomorfismo ¢ relagao de equivaléncia entre grupos!

Demonstracao
(Esboco)

VG vale GG
VG,G" vale G=rG=G=G
VG,G',G" vale GG e G=G" = G=G”
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