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Grupos ciclicos



Grupos ciclicos

Questao:

Dado um grupo G, encontrar alguns subgrupos.

Primeira tentativa:

ec H
~ -1
sec aeH entao a e H

a*ae H
—1 —1
a *a e H

a*a*ae H etc...

CTC-20 Estruturas Discretas Armando Gouveia



Grupos ciclicos

Definicao
(e ,sen=0

a'=Jda""*a ,sen>0

(a H"  sen<0

Propriedades

Exemplo
(1) al" *aS :al”+S (Z, +)
(2) (an)_l =a" Quanto valem 5° e 571 2
3) (a') =a” 53=5+5+5=15
. 51 =-5
Demonstracao 53%5-1=15_5=10=52
Exercicio.

Usar definicao.

CTC-20 Estruturas Discretas Armando Gouveia



Grupos ciclicos

Defini¢ao

Dado um grupo G ¢ um elemento a em G, define-se

<a>=1{..,a",a'ea,a,a,..}
= subgrupo ciclico de G gerado por a.
Demonstracao
Devemos provar que < a > ¢ subgrupo.
* Fechado: Sejam x,ye<a>

xe<a>=dr|x=a’

=S x*y=a"*a"=a" e <a>
ye<a>=ds|y=a

« Elem. neutro: € €< a > por definicao

* Inversas: Seja xe<aq > entdo Jr|x=a’
-1 r\—1 -7 -1
logo X = (a ) =—a =X e€<a> [CQD]
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Grupos ciclicos

Defini¢ao

a ¢ chamado “gerador” de <a >

Observacao

Possotera#b mas <a>=<bH>?

Sim. Exemplo: G = (Z, +)
<5>=<-5>=1{..,-10,-5,0,5,10,15, ... }

Observacao 2

Se H<G e ae H entao <a> <H

Definicao

Se ocorrer que < a > ¢ o proprio G

entdo G ¢ chamado grupo ciclico

1sto ¢, gerado por algum dos seus elementos.
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Grupos ciclicos

Exemplo

(Z,+) € grupo ciclico,pois Z=<1> = <—-1>
Observacao

Z ¢ gerado apenas por esses dois elementos.
Exemplo

Um grupo ciclico finito?

Javisto: | * | e a b ¢
e e a b C
a | a b ¢ e
b | b C e a
c | ¢c e a b

Qual o gerador? a (ou c¢).
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Grupos ciclicos

Grupo Z,

Sejaoconjunto Z, ={0,1,2,....,n—1 }.
Seja @ a soma modulo n.

Exemplo: Z,={0,1,2,3,4 }

3D4=2

pois 3+4=7=2(mod)>5)
Observacoes
Para todo n,

Z, € um grupo
Z, ¢ ciclico,pois Z, =<1>
Z & abeliano, pois a®b=bDa

(mesmo “resto” na divisao por n).
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Grupos ciclicos

Teorema

Todo grupo ciclico € abeliano.

Demonstracao

G=<a>

xeG dr|x=a'
—

yeG) 3Fsly=a’ = x*y=a"*a’=a"" =a""
Sly=a

:as*al’:y*x [CQD]
Algoritmo da Divisao
Teorema
Dados m,ne Z, com m >0
Existem ¢q,re/ n=m-q-+r

_ tais que
g,r unicos 0<r<m
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Grupos ciclicos

Teorema

Todo subgrupo de um grupo ciclico ¢ também ciclico.
Demonstracao

Temos H<G=<a>

Caso 1: Se H={ e}, ok.

Caso2:Se |H|>2,

consideremos o menor inteiro positivo m tal que a” € H. (*)
Seja ¢ = a™.

Provaremos que H =<c¢ >.

. ; e n
Seja um elemento genérico @ € H.

Pelo Algoritmo da Divisdo, dg,r € Z taisque n=m-q+r
com 0<r<m (*%)
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Grupos ciclicos

Entdo ¢" = o™ =a™*a"=(a")"*a’
LOgO ar _ an *(am)—q

[ S W —

e H e H —a eH

Mas (*) e (**) implicam que
se a' € H entao r=0.

Temos a”" = a™* =a™ =(a")? = ¢*

Ou seja, dado um elemento genérico a” € H

provamos que ele ¢ da forma 9.
Portanto H = <c¢>=<ag" >
e, assim, H ¢ ciclico.

[CQD]
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Grupos ciclicos

Observacao

Por que o nome “ciclico”?

a ., g°

P \
NI

ad

Isso “sugere” que existe um inteiro n tal que a” = e.

Mas 1sso nao ocorre se o grupo ciclico for infinito.

Por exemplo, (Z, +).

CTC-20 Estruturas Discretas Armando Gouveia

11



Grupos ciclicos

Questao

Seja G um grupo ciclico com n elementos.
G={ea, .. a'}

a'=e

Quantos elementos tem o subgrupo < gk > ?

Exemplo

|G| =12

G={ea a* ..,a''}

<a®>= {e a’} ;tamanho 2.

<@>= {ea,a’ aad a,a’al,a* a’,a’,a } =G
<a*>= {e,a* a®} ;tamanho 3

<a®>= {eab, a*}=<a*>
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Grupos ciclicos

Teorema
Grupo ciclico G={e¢, a, ..., a" '}
a’=e
~ k n
Entao o subgrupo < a*> tem elementos.

mdc(n, k)

Ordem de um elemento
Em um grupo (G, *)
para cada elemento @ € G

definimos o (a) =ordem do elemento a
= menor k> 0 tal que a* = e.
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Grupos ciclicos

Exemplo
|G| =12
G={ea a* ..,a''}

0 (a)=12, pois |q" #e, para 1<n<I1

12
a’ =e
o (a*) =3

o(a’)=12

Exemplo

Grupo de Klein
o(e)=1
o(@a)=o0(b)=o0(c)=2
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Grupos ciclicos

Exemplo

(O%, )

o(l) =1

o (2) = 1nfinito
0 (456) = 1nfinito
o(—-1) =2

Exemplo
Ze=10,1,2,3,4,5,6,7 }
o(0) =1
o(l) =8
o4 = 2
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Grupos ciclicos

Observacao

Em um grupo ciclico infinito G =< a >

pode ocorrer a” =a* com r #s ?

Resposta: nao.

Demonstracao

Supor a” = a* com r £ s.

Sem perda de generalidade, » > s.

Entao a” 5 =e.

Considere o menor natural n # 0 tal que a”" = e.

Tal n existe, poisn <r — s.

Entdio G=<a>={e,a,a’, ...,a" ' } seria finito. [Contradicdo]
. n+tl _ nx % . _
pois) @ =a Ta=e¥a=a
k k k k
a""=a"*a" =e*a" =a
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