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Kruskal

Arvores geradoras de custo minimo

Problema:
Dado um grafo G conexo com custos nas arestas
encontrar 7 uma arvore geradora de G
de custo minimo.

Onde custo (7)) =soma dos custos das arestas de T.

Aplicagoes?
- Circuitos eletronicos
- Internet?
- ConexoOes via fibra otica

- E 0 modo “mais barato’ de tornar conexo.
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Observacoes
Minimum Spanning Tree
Arvore espalhada minima
Arvore geradora de custo minimo
Como resolver?
Estratégia “greedy”
= ganancioso = guloso ©

Algoritmo de Kruskal
Entrada:
G = (VG, AG) conexo
f:AG — IR /* funcao custo */
Saida:
I'=VT, AT) /* arvore T geradora de G com f(7') minimo */
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Algoritmo de Kruskal

Inicio:

ordene as arestas de G segundo o0s custos.
Supor que sejam aq,,a,,..,a,
tails que f(a)<f(a,)<..<f(a,).

VT < VG,

AT « ;

para 1 = 1,.__.,m
se G[AT U{a,;}] é aciclico
entdo AT <— AT Uia,}

return 7' =T, AT);
Fim.
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Teorema

O subgrafo criado pelo Algoritmo de Kruskal

¢ uma arvore geradora de custo minimo.

Demonstracao

(1) T ¢ aciclica.
Obvio.

(1) T ¢ conexa.
Se ndo fosse, poderiamos acrescentar alguma aresta
sem formar circuito.

(i11) Temos VT'= VG portanto T € arvore geradora de G.
e, por (1) e (11), 7'¢€ arvore

(1iv) Falta demonstrar que 7' possui custo minimo.
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Seja n = |VG|.

Seja 7, . uma arvore geradora de G de custo minimo

tal que s=|A4T N AT, | seja maximo.

Ses=n-—1,
entdo '=T, . e, portanto, 7' ¢ minima.

Suponhamos, entao que s <n —1.
Sejaa € AT — AT, ;, de menor custo.
Seja C o unico circuitode 7, ;. + a.

Por que existe?

Por que ¢ unico?
Como T ¢ aciclico, entdo AC — AT # D
Sejaa,, € AC — AT.
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Kruskal

Sejaa,. € AC — AT.

Afirmagdo: f(a) > f(a,;,)
Prova: Suponha que f(a) < f(a
Neste caso, considere 7, +a — a,,;,.

min)'

Observe que esse subgrafo ¢ uma arvore geradora de G

cujo custo € estritamente menor que o custode 7, .. [Contradigdo]
Afirmacgdo: f(a) < f(a,,;,).
min & AT
Isso significa que, em certo instante no Algoritmo de Kruskal,

Prova: a

quando tentamos adicionar a aresta a,,;, a0 conjunto A7,
notamos que 1sso levaria a formagao de circuito.
Mas o algoritmo considera as arestas em ordem crescente de custo;

entao as arestas de tal circuito custavam no maximo o custo de a,;,.

LOgOf(d) < f(amin)°
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Das afirmag¢0es anteriores, concluimos que f(a) = f(a,,,)
Agora consideremos 7=7,. +a—a,,;,.
Entao 7" ¢ arvore geradora
(Prove ©)
Temos custo (7") = custo (7).
E reparemos que | AT N AT

min

| > 5.

Contradicao!

pois escolhemos 7, ;, tal que s fosse maximo.

[CQD]
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Simulacao

custo (1) =37
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