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Algebra

Defini¢cao

Uma operacao binaria em um conjunto 4

¢ uma funcao h: Ax 4 — A.

Defini¢cao

Uma operacgao n-aria (n > 1) em um conjunto 4

¢ uma funcao de A” em A.

Exemplo 1

A soma, no conjunto dos naturais.
2+2=4 (2,2)—> 4
3+5=28 g3,5)HSJ

operacao + : IN X IN — IN
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Algebra

Exemplo 2
A subtracao
8—5=3
8§—10=? mas —-2¢IN
A subtracdo € operagao binaria?
em [N ? Nao.
em /? Sim.
Exemplo 3
Unido e intersec¢ao de conjuntos: sao operacoes binarias?
Resposta: dado um conjunto A, podemos dizer que
U € M sdo operagoes binarias em P (A4).
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Algebra

Func¢ao composta
J(x)

g(x)

geo f(x)=g(f(x))

Propriedade associativa

ho(ge f)=(hog)of

Propriedade sempre ¢ valida.
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Algebra

Exemplo
f(x)=x+1
2(x)=3x
h(x)=x"

Temos Por outro lado,

ho(ge f)(x)=h(g(f(x))) (hog)o f(x)=[h(g(x))]e f(x)

=h(g(x+1)) =[A(3x)]° f(x)
=h(3(x+1)) =(3x)°o(x+1)
=[B(x+DI’ =[B(x+DI’
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Algebra

Propriedade comutativa

(go H)x)=(f°og)(x) NAO ¢ valida.
Contra-exemplo

f(x)=x+1

g(x)=3x

Temos Por outro lado,

(g f)(x)=g(f(x)) (f og)x)= f(g(x))
=g(x+1) = f(3x)
=3(x+1) =(3x)+1
=3x+3 =3x+1

Conclusao

(g0 /)x)#(fog)(x) neste caso.
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Algebra

Defini¢cao
Uma relagdo de equivaléncia em um conjunto 4
¢ uma relacao ~ tal que

se X, y, z sao elementos de A4 entao

(1) x~x (reflexiva)

(2) sex~yentdo y ~x (simétrica)

(3)sex~yey~zentdox ~z (transitiva)
Exemplo 1

[gualdade entre inteiros
(1) VxeZ, X=X
(2) Vx,yeZ, x=y=>y=X
(3) Vx,y,zeZ, X=y e y=z=>XxX=2Z
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Algebra

Exemplo 2
Semelhanca de triangulos.

Seja T o conjunto de todos os triangulos
e seja S « 7' xT o subconjunto formado por todos os

pares ordenados (x, y) tais que x ¢ semelhante a y.
S € relacdo de equivaléncia?

Sim.

Notacao

Para equivaléncia: ~,=,&
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Algebra

Exemplo 3

Conjunto Z. Relacdo x~y sse x —y ¢ divisivel por 3.
E relacdo de equivaléncia?
(i) x—x=0,divisivelpor 3. Logo, x ~ x. Retlexiva OK.
(11) x ~ y = x—y = a, para algum a divisivel por 3.
= y—x=—a édivisivelpor3= y~x  Simétrica OK.
{x — y = b, para algum b divisivel por 3
(1) x~y e y~z= .
y —z = ¢, para algum c divisivel por 3
=S x—z=x—y+y—-z=(x-y)+(y—2z)
=b+c ¢édivisivel por 3.
(pois b e ¢ sao divisiveis por 3)

Logo x ~z.
Transitiva OK.
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Algebra

Notacao

a | b significa “a divide 6”, ou “b ¢ divisivel por a”.

Defini¢ao formal
Sejam a € b inteiros.

Dizemos que a | b se existe algum inteiro x tal que ax = b.
Observacao

- . . b oo .
Uma defini¢do alternativa seria: a | b se  for inteiro.

Mas esta definigdo nao € equivalente a anterior.
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Algebra

Defini¢ao

Uma parti¢do um conjunto 4, 4 # J,

¢ uma colecao P = { P,, P,, P;, ..., P, } de subconjuntos de 4
tais que

(1) P Viell,...,n}

() FNP =0 Vi, jell,...,n} comi#

(iii) 013. = 4
1=1

Exemplo
A=1{a b c d e f g}
P={{af} {bdeg} {c}}¢éumaparticio de A.
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Algebra

Questao

E possivel relacionar “relacdo de equivaléncia” e “particdo” ?
a) Dada uma relagdo ~, obter uma particao ?
b) Dada parti¢ao P, obter alguma relagao de equivaléncia ?

Teorema

Conjunto 4

ParticaoP={ P,, P,, P;, ..., P, } de A4

Arelagdo x~y sse P eP tq xeP e yelP,
¢ uma relagcdo de equivaléncia.

Demonstracao

Provar (1), (11) e (i11).
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Algebra

(1) Trivial.
(M) x~y=3P tq xeP e yeP

=dP tq yeP exeP=>y~x
(1)) x~y e y~z

—(3dP, tq xeP, ¢ yeP)e (3F tq yeF, ¢ zeF)

. ou(a)j=k
mas P € uma parti¢ao; entao .
ou(b) j£keP NF =0
Sabemos que y € P, N F,. Logo (b) ¢ falsa.
Entdo vale(a) j =k. Logo P, =F, eassimz e P,.
Portanto 3P, tqxe P, eze P,. Logox ~z. gy,
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Algebra

Voltando as questoes:
(b) Esta provado.

(a) Dada uma relacao ~, podemos definir uma partigdao. Qual?

Teorema

Seja ~ uma relacao de equivaléncia no conjunto A.

Paracadaxe AsejaS_={ye 4|y~ x}
Seja P={S|S =S, paraalgum x € 4}
Entiao P ¢ uma parti¢ao de A.

Demonstracao
Provar (1), (11) e (111).
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Algebra

(1) Seja § € P,entdo S =S paraalgum x € 4.
Valex ~x logoxe S _entdo S, #O e,portanto S # .

(111) Queremos provar que U S=A4
SeP

Primeiramente, vejamos U Sc A
SeP

Trivial, pois Vx, S, < 4.

Em segundo lugar, vejamos 4 C U S.
SeP

Basta provar que Vx e 4,35 e Ptqx € S.

Facil, pois x € S| e, por definicdo, S, € P.
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Algebra
(i1) Sejam §,T € P,entdo Ixe 4 tq S=S_,
dvedtq T=3,.

SeS,. NS, =D ok
SeS. NS, #D entdo queremos provar que S, =5,
SejazeS NS,
. |Z€8, mz~x=>x~2z
entao —>X~Z € Z~)Y DX~
A Sy —>Z~Yy

1.¢, ha um elemento em S € um elemento em 7 que sao equivalentes.
Consideremos agora um elemento generico w e S entio w ~ x.
Mas ja provamos x ~yentdo w~x € x~ )y = w~ ).
Logo, Vwe S, vale we S,
Portanto S.cC S ..

X =y S=T.

Analogamente S,  S.. [CQD]
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Algebra

Observacao

Existe uma relacao biunivoca entre
“relagcdo de equivaléncia” e partigao.
Demonstracao

O que fizemos nao ¢ suficiente para demonstrar 1sso.
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