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Definição: produto direto
Sejam  ( G , º ) e ( H , * ) grupos.
Definimos a operação  · em G×H por

(g1, h1) · (g2, h2) = (g1ºg2 , h1*h2).
Então (G×H, ·) é um grupo

e é chamado “produto direto de G e H”.
Demonstração

Exercício  ☺
Exemplo
G1 = (Z, +)
G2 = (IR*, ·)

G1 × G2 =

⎭
⎬
⎫

),(),(*),( 21212211 bbaababa ⋅+=
  *},|),{( IRbZaba ∈∈

Vejamos:  (3,4) * (2,2) = (5,8)
elemento neutro = (0,1).
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Generalizando
Sejam G1, G2, …, Gk grupos 
com elementos neutros  e1, e2, …, ek respectivamente.
O conjunto G1× G2 × … × Gk é um grupo
com a operação binária

(a1, a2, … , ak) * (b1, b2, … , bk) = (a1b1, a2b2, …, akbk),
onde aibi representa a operação no grupo Gi.

O elemento neutro do grupo é (e1, e2, …, ek).
Os elementos inversos são

(a1, a2, … , ak)−1 =  (a1
−1, a2

−1 , …, ak
−1).
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Exemplo: Z2×Z3

=× 32 ZZ
),(),(  :doSubentendi 32 ⊕×⊕ ZZ

}}2,1,0{  e  }1,0{|),{( ∈∈ baba
)3mod)(,2mod)((),(*),( 21212211 bbaababa ++=

Tabelas:

1022
0211
2100
210Z3

011
100
10Z2

(0,1)(0,0)(0,2)(1,1)(1,0)(1,2)(1,2)

(0,0)(0,2)(0,1)(1,0)(1,2)(1,1)(1,1)

(0,2)(0,1)(0,0)(1,2)(1,1)(1,0)(1,0)

(1,1)(1,0)(1,2)(0,1)(0,0)(0,2)(0,2)

(1,0)(1,2)(1,1)(0,0)(0,2)(0,1)(0,1)

(1,2)(1,1)(1,0)(0,2)(0,1)(0,0)(0,0)

(1,2)(1,1)(1,0)(0,2)(0,1)(0,0)Z2×Z3

•
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é abeliano?32 ZZ ×•
Sim.  Pois =),(*),( dcba )3mod)(,2mod)(( dbca ++

)3mod)(,2mod)(( bdac ++=
),(*),( badc=

32 ZZ ×• é cíclico?
Procuramos a tal que     < a >  = Z2×Z3

ou seja  (x, y) tal que < (x, y) > = Z2×Z3.
Temos < (x, y) > = { e, (x, y), (x, y)2, (x, y)3, (x, y)4, (x, y)5 }.
Como encontrar?
Testar um por um… 
< (0,1) > = { (0,1), (0,2), (0,0) }
< (1,1) > = { (1,1), (0,2), (1,0), (0,1), (1,2), (0,0) }
Resposta: Z2×Z3 é cíclico, gerado por (1,1) 

e também por (1,2) e só por eles.
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ordem dos elementos•
o ( (0,1) ) = 3, pois < (0,1) > tem 3 elementos ( é subgrupo ).
o ( (1,1) ) = 6, pois < (0,1) > = Z2×Z3 tem 6 elementos.

inversas:•
(1,1)−1 = (1,2)
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Outro exemplo
(IR, +) é grupo.
O que é IR×IR?

},|),{( IRyxyx ∈
),(),(*),( 21212211 yyxxyxyx ++=

Isso se parece com algo conhecido?
Intuitivamente, o produto direto IR×IR é semelhante ao 
grupo dos números complexos para adição,
pois idbcadicbia )()()()( +++=+++

{      {      
IR∈ IR∈


