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Grafo aciclico

¢ um grafo que nao contém circuitos.

Arvore

¢ um grafo aciclico conexo.

Floresta

¢ um grafo aciclico.

Folha

¢ um vértice de grau 1.

Obs.:

Em “Estruturas de Dados”, as arvores armazenam informacoes
¢ estudamos algoritmos de busca e inserc¢ao.

Aqui, na Teoria dos Grafos, o enfoque sera diferente.
Nao ha necessidade de definir uma “raiz” da arvore.

Trataremos especialmente de problemas de conexidade.
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Proposi¢ao

Se G ¢ um grafo conexo com pelo menos dois vertices
e| AG |<| VG | entao

G possul um veértice de grau 1.

Demonstracao

Exercicio.

Proposi¢ao

Todo grafo conexo com #n vertices
possul pelo menos n — 1 arestas.
Demonstracao

Por inducdo finita ©
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Observacoes

« A proposi¢do diz: G conexo = |AG| = |VG|-1

* Por¢m |AG| = |VG|-1 5 G conexo.

e Paratodon>1 existe a0 menos um grafo conexo
com| VG |=n

c|AG|=n—1. ~ O—O—0-- - 0—O0—o0

Questao
Quais sao TODOS os grafos conexos nao-1somorfos
com n vertices € n — 1 arestas?

n=1 O
n=>2 O——0O
n=23 O—0O—-—=0
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=4  O—0—0—0 g

n=>5 Oo—0O—0CO—0-0

n==o6 Ha seis possiveis grafos conexos nao-isomorfos.

Observacao

Nenhum dos grafos acima contém circuitos.
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Teorema
Um grafo conexo G € uma arvore
se € somente se |[AG|=|VG| — 1.
Demonstracao
(<)
Se |[AG|=|VG|—1 e G € conexo,
quero provar que G nao contém circuitos.
Inducdo em |V G].
Base: |VG|=1.
Trivial.
Hipotese de indugio:
Se |VG| <k, G conexo e |AG| = |VG| — 1,

entao G aciclico.
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Passo da inducao:

Sejak>1¢
seja G tal que |VG|=k+ 1
e |[AG| =*k.
Temos G conexo ,
= (G possul alguma folha u.
AG| < |VG]

Tomemos G ' =G — u.

Entao G’ é conexo.
(H.L)

AG|=|VG'|—-1 {= G’ nio contém circuitos.
VG| <k

J

Mas G =G —u } entao também G nao contém circuitos.

€ gG(M) =1 Por qUé? © [Provamos (<=) ]
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(=)
Supor que G ¢ arvore (grafo conexo € sem circuitos).
Quero provar que |AG| = |VG| — 1.
Pela proposi¢cao, sabemos que
G conexo = [AG|=|VG|— 1.
Inducdo em [AG].
Base:
lAG| = 0.
Grafo ¢ trivial: |VG| = 1 e vale a propriedade.
lAG| = 1.
Como G ¢ conexo, entao

G ¢ laco ou G ¢ caminho com uma aresta.
Mas G arvore = G nao contém circuito = G nao ¢ laco.
Logo Ge¢ O—O e, portanto, |AG| = |VG| — 1.
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Hipotese de indugio:
Se |[AG| <ke G ¢ arvore
entdo |[AG| = VG| — 1.
Passo da inducao:
Seja k> 1
e seja G tal que |[AG|=k+ 1.
Seja oo = uv uma aresta em AG.

Considere o grafo G = G — «a.

Suponha que existe um caminho P de v at¢ u em G’

entdo P (u,0 v) seria circuito em G (absurdo).

Logo u e v estao em componentes distintas, digamos C, e C, de G

(—)
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Logo u e v estao em componentes distintas, digamos C, e C, de G

Temos
C, e C, sdo conexos (pois sdo componentes).
C, e C, ndo contém circuitos (pois G ndo contém).
Assim, pela Hipdtese de Inducio,
AC | =VCi|—1e
AC| = VG| — 1.
Logo
AC| +|AC| = VC| + [VCy| =2
AG —a| = VG| — 2
AG| —1=|VG|—2
AG| = VG| — 1.
[CQD]
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Corolario

Toda arvore nao-trivial tem pelo menos duas folhas.
Demonstracao

Supor que seja falso.

Entdo existem |G| — 1 vértices v tais que g(v) > 2.

Entéo Zg(v) >2(1VG|-1)+1

velG
Por outro lado, Zg(V) =2|AG| = 2(|VG[-])
vel'G
(T Usar o [Contradic¢io]
Teorema)

[CQD]

CTC-20 Estruturas Discretas Armando Gouveia 11



Arvores

Teorema
As seguintes afirmagodes sao equivalentes para um grafo G.
(1) G ¢éuma arvore.
(11) G nao tem lagos e
entre quaisquer dois vértices de G existe um unico caminho.
(111) G ¢ aciclico e
para ¢ € AG, G+ o contém exatamente um circuito.
(1v) G ¢ conexo e
se ¢ € AG entao G — a € desconexo.
Observacoes
Em outras palavras, o teorema diz que
se G ¢ arvore, entdo - G ¢ aciclico maximal;
- G ¢ conexo minimal;

- todas as arestas sao de corte.
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Demonstracao do Teorema
©

No total temos 12 condicdes “‘se e somente se”
mas basta demonstrar quatro “direcoes”.

Por exemplo:

(i) = (i) = (iii) = (iv) = (i)
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Arvore Geradora
¢ um subgrafo gerador que € uma arvore.
Obs.:

Spanning Tree

Corolario

Todo grafo conexo contém uma arvore geradora.
Demonstracao

Seja G um grafo conexo.

Seja H um subgrafo gerador de G tal que H ¢ conexo minimal.
Entdo para qualquer aresta @ € AH temos H — a desconexo.

Pelo teorema anterior, H ¢ uma arvore.
[CQD]
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Teorema
Seja G conexo, com | VG| > 2
entdo existem x,y € VG com x # y tais que
G —x — y € conexo.
Demonstracao
[Primeiro modo]
Seja P = x,x, X, ... x,, um caminho de comprimento maximo em G.
Afirmo que G —x, — x,, € conexo.
Sem=1,entdo G=K,. Trivial: G—x, —x, =
Se m > 2, suponha que a afirmagao seja falsa.
EmG—x,—x,,

seja C; a componente contendo x, ... , X,,_;;
seja C, uma outra componente qualquer.
(—)
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EmG—x,—x

m

Seja C; a componente contendo x; ... x,,_;.

Seja C, uma outra componente qualquer.

Em G
existe um caminho de um vértice ve C, até x, € C,
e esse caminho passa por x, ou por x,,..

Assim, P ndo ¢ o caminho mais longo possivel.
[Contradicao]

[CQD]

Demonstracao
[Segundo modo]

Pode usar o seguinte teorema.
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Teorema
Seja um grafo G conexo.
Suponha 1 <k < |V(]
entdo existe um subgrafo conexo H de G tal que |H|=*.
Demonstracao
Escolher 7" — G tal que T ¢ uma arvore geradora.
Se tirarmos uma folha, o que sobra
continua conexo € continua sendo arvore.
Basta tirar sucessivamente folhas...

até obter um subgrafo com £ vértices. [CQD]
Exemplo
VG| =8 k=3
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