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Classes laterais



Classes laterais

Dados um grupo (G, *)
um subgrupo H <G
um elemento fixo a € G

Definicao
conjunto aH = {a*h|h e H} =classe lateral a esquerda
Ha= {h*a|heH} =classe lateral a direita

Observacao
Em inglés: coset
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Classes laterais

Exemplo
Grupo S;

H =100}

Calcular todas as classes laterais a esquerda.

— {popo,popl,popz} — {,00,,01,,02} —
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Classes laterais

Exemplo

Grupo S;

H ={u}

Calcular todas as classes laterais a esquerda.

poH = oottt = {1} 2

mH == ipyy 7
NAO atende a definicao!
Pois neste caso H ndo € subgrupo de S;.

Outras observacoes

. De modo geral aH # Ha.

e G abeliano — aH = Ha.

« aH=Ha nao implica H abeliano.
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Classes laterais

Questao

Como sera o formato das classes laterais, em geral?

Proposi¢ao
Dados um grupo G € um subgrupo H <G,
as classes laterais a esquerda de H

determinam uma particao de G.

Demonstracao
Quero provar que P ={aH | a € G} ¢ particio.

(1) VaeG,aH # Q& ?
H subgrupo > eceH —aeceaH —acaH=aH =#J

CTC-20 Estruturas Discretas Armando Gouveia



Classes laterais

(i) (JX =G ?

XeP

Provar < é trivial

pois G grupo — fechado —» aH c G.
Para o temos:

VaeG,iX =aH € P talque ae X.
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Classes laterais

(ii) Va,be G vale aH nbH =@ ou aH =bH (?)

Se aH NbH =& entao OK.
Caso contrario, seja ¢ € aH nbH
entao 3h e H tqah, =¢
dh, e H tqbh, =c
Seja um elemento d € aH genérico
vale 3he H tqd =ah
entio d =ah =ahh'h
=ch'h
=Dbh,h'h

%r—/

cH logo d ebH.

Conclusao: Vd eaH vale d € bH entio aH =bH.
Analogamente, Vd'e bH vale d’e aH

[CQD]
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Classes laterais

Observacao
Ja provamos um teorema que nos diz que
toda particdo em um conjunto nos fornece

uma relacao de equivaléncia.
Defini¢ao

As classes laterais sao chamadas

“classes de equivaléncia”.
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Classes laterais

Exemplo
Grupo (£, +)
Subgrupo (5Z,+)=1{...,—10,-5,0, 5, 10, ...}

{..,-9,-4,1,6,11, ...
—8,-3,2,7,12, ..
—7,-2,3,8,13, ..
—6,-1,4,9, 14, ...
,—5,0,5,10, 15, ...

Quais sao as classes laterais? {..

{...

{...

N {...

Notagao

Escolhemos um representante X de cada classe

para designar o conjunto, usando X.

No exemplo, temos 0= {..,—10,-5,0,5, 10, ...}
1=1{..,-9,-4,1,611,..)

Dizemos X = classe de equivaléncia do elemento X.
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Classes laterais

Exemplo (novamente)
Grupo (Z, +)
Subgrupo (52, +)=1{...,-10,-5,0, 5, 10, ...}

Observacao
Sabemos: particao < relagao de equivaléncia.
Pergunta: com a particdo acima, qual relacao de equivaléncia obtemos?
Resposta: soma modulo 5.
Ouseja, a~b sse a=b(mod)5)

Importante
Recordagdo: Z,={0,1,2,3,...,n—1}
com operagao a*b = (a+b) modn
No “conjunto” Z, temos um representante de cada classe.
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Classes laterais

Questao
Analisar os tamanhos das classes

para | G | finito e infinito.

Teorema
Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G.

Entdo, para qualquer a € G,
H ¢ aH tém o mesmo numero de elementos.

Demonstracao

Basta mostrar uma bijecao entre H ¢ aH.
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Classes laterais

Basta mostrar uma bijecao entre H ¢ aH.
Seja a funcao f:H — aH
f(hy=a*h
Sobrejetora : Obvio.
Injetora: f(h)=f(h)=
a*h =a*h, = h =h,

Cancelamento

[CQD]
Teorema de Lagrange
Seja G um grupo finito
¢ H um subgrupo de G.
Entdo | H | é divisorde | G |.
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Classes laterais

Corolario
Dado G um grupo finito,
a ordem de qualquer elemento de G

¢ divisor da ordem de G.

Demonstracao

(informal)

aecG = <a><G

mas o(a) = |<a>| édivisordo |G]|. [CQD]

Corolario
Todo grupo de ordem prima ¢ ciclico.
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Classes laterais

Teorema

Para cada primo p,

Z, ¢ 0 “unico” grupo de ordem p.
Observacao

Acima, “Unico” significa que

qualquer outro de ordem p sera isomorfo a ele.

Defini¢ao
Seja um grupo G ¢ um subgrupo H < G.
O numero de classes laterais determinadas por H

chama-se indice de H em G ¢ ¢ denotado (G : H).

G
|H |
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