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CT-200 Fundamentos de Linguagens
FormaiS e AUtomata Aula 01 - Introducéao

Segunda Aula

(updated just now by YourName)

Propriedades de Relagoes
Particoes

Seja A={1,2,3,...,10}
e os subconjuntos B = {1, 3}, By, = {7, 8, 10}, B3 = {2, 5, 6}, By = {4, 9}

B= {B1, By, B3, B4} familia de conjuntos com as propriedades:

4
e 4= U B= U Bi:BlUBzUB3UB4
i=1

* Para quaisquer conjuntos B;, B; em 5 comi # q;:

B,jﬂBj =0
(V B, bj € B, B = Bj\/B,ijj = @)

B € entdo uma particdo de A e cada B; € um bloco de A.

Relagao de Equivaléncia

Arelagdo R em X é chamada uma relagdo de equivaléncia sse R for
1 - Reflexiva: V x € X, xRx

2 - Simétrica: V x, y € X, xRy — yRx

3 -Transitiva: V x, y, z € X, xRy ¢ yRz — xRz

Se R é uma relagéo de equivaléncia, a classe de equivaléncia contendo x é:
RIx] = {y]y € X e xRy}

Uma relacdo de equivaléncia em X particiona X em classes de equivaléncia disjuntas.
1 - Suponha que x € R[y] e x € R[z].

2 - Isso implica que yRx e que zRx.
3 - Pela propriedade simétrica de R, temos que xRz.
4 - Pela propriedade transitiva de R, temos que yRx, xRz — yRz = y € R[z].

5 - Assim R[y] c R|[z].
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6 - De forma analoga, obtemos que R[z] c R[y].

7 - A partir de (5) e (6) conclui-se que R[y] = R[z]
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8 - Pela propriedade reflexiva, V x, x € R[x], ou seja, a partigdo cobre todo o conjunto X.

O ranque de R é o numero de classes de equivaléncia.

Composicao de relagoes

Ry C XxZ, Ry C ZxY

X(RiRy))ye 3z€Z, xRz e zRyy

Fechamento da composicao de relagdées no caso de fungoes

(,2)ERe®Iy€EB|(x, Y)Efe(r2)EgQ

féfungdo 4 — B
g éfungéo B — C

Provar que h é funcgéo.
h=fog:4—C

Equivale provar que
(x, VVEhe(x,2)Eh—>y=z

(x,))Eh—3k€eEB|(x, Ef e (kyEg
(x,2)Eh—3IEB|(x, DEf e (,2)Eg

(x,Defe(x,k)efeféfuncio —/=k
(k, v)ege (l,z)=(k,z)Eg egéfuncdo — y=z

Propriedades em potencial de relagoes

Para relagdes podem ou nao ocorrer as seguintes propriedades:

reflexiva: vV x € S, xRx

antissimétrica: V x, y € S, xRyAyRx = x =y
transitiva: vV x, y, z € S, xRyAyRz = xRz
comparabilidade: V x, y € S, xRyVyRx
simétrica:Vv x, y € S, xRy = yRx

ok w0d =

Para operagbes, as seguintes propriedades podem ou nao ocorrer:

associativa: V x, y, z, €S, xo(yoz)=(xoy)oz
elemento neutro ou identidade: 3
existéncia do inverso:V x € S, 3 y €S, xoy=yox=¢
comutativa: Vx, y € S, xoy=yox

o gk wh =

distributiva a direita: V x, y, z € S(y ® z)ox = (yox) ® (zox)

e€ES, VXxES, xoe=eox=x

distributiva a esquerda: vV x, y, z € Sxo (y ® z) = (xo ) ® (xo2)
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Exercicio: mostrar que o elemento neutro, se existe, é unico.

Exercicio: qual o inverso do elemento neutro?

Ordenagao

Umsistema < P, < > é parcialmente ordenado sse satisfaz as propriedades "antissimétrica”, "reflexiva" e "transitiva".
Se satisfaz a propriedade de "comparabilidade", diz-se que o sistema é totalmente ordenado.

Exemplos:

1 .
<2“’2’3', c > - ordem parcial
<7, < > -ordem total

Fechos de Relagoes

Seja R c SxS.

Fecho transitivo de R é R +, definido por
1) aRb — aR™"b

2)(a, b)ER e (b,c0)ER—(a, ) ER™

3) Nada mais em R " que ndo venha de (1) ou de (2)
R inclui R, é transitivo e € minimo.

Fecho reflexivo e transitivo R * de R:
RYU{(a, a)la € S}

Exemplo R={(1,2),(2,2),(2,3)} e S={1,2,3}
RT ={(1,2),(2,2), 2, 3), (1, 3)}
R* ={(1, 1), (1,2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), 3, 3)}

Cardinalidade de Conjuntos Infinitos
Cardinalidade (geral)

Dois conjuntos tém o mesmo tamanho se existe uma correspondéncia (1:1 e onto) entre eles.

Pode-se dizer que os dois conjuntos sdo equivalentes (cardinalidades iguais definem classes de equivaléncias entre
conjuntos).

Conjunto infinito

Um conjunto ¢é infinito sempre que for equivalente a um subconjunto préprio de si mesmo.
Caso contrario, o conjunto é finito.

Conjunto infinito contavel

€ aquele pra o qual existe uma correspondéncia com o conjunto dos nimeros naturais
N={0,1,2,3, ..}
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Dize-se que sua cardinalidade é X,

Exemplo

SejaN* = {1, 2, 3, ...} o conjunto dos naturais positivos e E o conjunto dos naturais positivos pares.
Mostre que ambos possuem o mesmo tamanho.

Determinar f(n)=2n

Mostrar que f é injetora e sobrejetora (de N em E)
f(a)=2a

f(b)=2b

Sea#b=2a+2b= f(a)# f(b)

Seja x elemento de E, % € um natural positivo, entao j(%) =X.

Conjunto contavel é o que tem 0 mesmo tamanho que N.

Exemplo - numeros racionais

Q" s&o os racionais positivos

m
QJr {—m, ne€ N+}
n

Provar que Q tem o mesmo tamanho que N.

I Encontre uma fungao (enumeragao) que associe a cada elemento de @, umde N.

Construir uma matriz com -, onde i € a linha e j é a coluna
J

1 11 1
12 3 45
2 2 22 2
12 3 45
33 33 3
12 3 45
4 4 4 4 4
12 3 45
5

1

Escrever os elementos da matriz na forma de lista, percorrendo na diagonal, pulando elementos repetidos.
(12131432151)

12 1r3yr2y4aers

Exemplo - numeros reais

4 de 12 14/3/2010 09:31



CT-200 Fundamentos de Linguagens Formais e Automata - Aula 01 - In... http://www.comp.ita.br/~forster/CT-200/ct-200-aula-01.html

Mostrar que R é incontavel.

Prova por contradigéo.

Supor /' : N — R uma correspondéncia. (condigao necessaria e suficiente para R ser contavel)
Encontrar x € R, x # n, V n € N, considerar caso 0 < x < 1, assim podemos escrever x na forma
0,DDDDDD.... onde D é umdigitode 0 a 9

Por exemplo, o inicio de uma enumeragéo poderia ser

f(1)=0,100100100... (dizima periddica)

f(2)=0,31415926 ... (pi dividido por 10)

):
f(3)=0,44444444.... (dizima periodica)
f(4)=0,000500000 ... (racional)

Vamos construir o numero real x de forma que o j-ésimo digito de x é diferente do j-ésimo digito de f(j), assim garantimos que x
¢é diferente de todos os demais numeros.

Assim, x é construido diferente de f(1), f(2), f(3), f(4) porque o digito j o faz diferente de f{(j).

Escolhemos arbitrariamente os digitos de 1 a 4 desde que respeitem a regra dada e sejam diferentes de 0 e 9.

0,4256...

Como x € um numero real, entdo, por hipétese, deve haver uma enumeracao f(n)=x pra ele.

Entretanto, por construgéo, o n-ésimo digito de x deve ser diferente do n-ésimo digito de f(n) e portanto x # (), 0 que nos

leva a uma contradigao.

Assim, a hipdtese de que os nimeros reais sdo enumeraveis € absurda.

Nocgao da cardinalidade de R

Vamos encontrar uma bijecao entre o intervalo [0, 1] e o conjunto 2N,
Escrevendo um numero real entre 0 e 1 na forma binaria:

r=0, dydydzdy ...

Sao infinitos digitos ¢; com valor 0 ou 1.

Cada digito corresponde a um numero natural.

A correspondéncia procurada é dada pela fungéo /' 2N, [0, 1]
f(©)=0, djdydrdy ...d; ...|d; = {0 calsgccéiéario

Exercicio:

O conjunto NxN é enumeravel.
O conjunto 2N hao & conjunto enumeravel.

A cardinalidade do intervalo [0,1] é igual a cardinalidade de R.
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Estruturas de dados
Sequéncias
(7,21,57) - tupla (no caso uma 3-tupla ou tripla), seqiiéncia finita.

(2,4,6,8,10,...) - seqiéncia infinita.

Diferentemente dos conjuntos, a ordem dos elementos é importante e pode haver repeticdes de elementos.

Grafos

Um grafo G=(V,E) é uma tupla onde

V é um conjunto de vértices e

E < V<V é o conjunto de arestas que conectam 2 vértices. (uma relagao)
Exemplo

V={1,2,3,4,5}

E={(1.2),(2,3),(3,4).(4,5),(5,1)}

Exemplo (desconexo)

V={1,2,3,4,5}
E={(n,m) | n+m=4 ou n+m=7}

I Desenhar os grafos representando os vértices por circulos e as arestas por cenexdes entre circulos.

Definicoes

sub-grafo: subconjunto de V e de E que também é um grafo.

caminho: seqliéncia de vértices vy, v, ...v;, k = | tais que existam as arestas, isto é, (v;, v;+1) € E
com 1 < < K. O comprimento do caminho é k-1.

ciclo: caminho com v = v,

arvore: grafo sem ciclos

Conectividade

Um grafo é conexo se existe caminho de um vértice a qualquer outro
I Utilizar o fecho de E para obter a conectividade

Grafos disjuntos: ndo existe caminho para dois nds escolhidos.

Grafo direcionado (digrafo)

Pares ordenados v| ~ v, formam as arestas ou arcos.
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Exemplo G = ({1, 2, 3, 4}, {i = jli<j})

Exemplo:

V=11,23,4,5,6)
E={1r2),0+=5,2=1),2»4),5m4),(5=6),06~1),(6-3)}
Grau de um vértice é o numero de arestas ligadas ao vértice.

Grau de entrada do né (fan-in) € o numero de arcos destinados ao né.
Grau de saida do n¢6 (fan-out) € o nimero de arcos originados no né.

Arvore com raiz e indugio de diregées

A escolha de um vértice como raiz na ‘rvore induz um direcionamento das arestas, representando a relagéo "é filho de".

Arvore binaria: maximo ndmero de filhos por n6 é 2.
Os filhos podem ser ordenados: filho a esquerda e filho a direita.

Tipos de Demonstragao
Demonstragao por construgao

Teorema: para qualquer nimero par n>2 existe um grafo formado por apenas n vértices de grau 3

Prova: Construa um grafo G=(V,E) da seguinte maneira:
v={0,1,....,n-1}

E={{ii+1}para 0 <i<n—1}U{{n-1,0}} u{{i,i+n/2} para 0 <i < g -1}

I Desenhe o grafo e verifique.

Demonstragao por contradigao
Teorema: 2 é irracional

- . . m . . s
1 - Supor 2 racional, assim, posso escrever na forma — fragao irredutivel com m e n inteiros.
n

- m -
2-R2=—=2=m> 2)12 :mz
n

3-m’é par, assim, m também é par porque o quadrado de um numero impar é sempre impar.
4 - m =2k comKk inteiro

5 - Substituindo m=2k
2 _ 2 _ 42

2n“ = (2k)” =4k

;12 = 2k2

6 - n é portanto par.
m .. ., . ~
7 - — nao é irredutivel, pois m e n sao pares.

n

8 - \2 ndo pode ser racional.

7 de 12 14/3/2010 09:31



CT-200 Fundamentos de Linguagens Formais e Automata - Aula 01 - In... http://www.comp.ita.br/~forster/CT-200/ct-200-aula-01.html

Demonstragao por indugao

noo5 nn+1)2n+1)
Demonstrar que P(n): > i“ = B E—
i=0

a) demonstro P(0)

0
POy 2 120, 0(0+1;(o+1) o
i=0

b) demonstro P(n), supondo P(n-1) verdade

nol, (= DHm@2n-2+1)

P(n-1): > i
i=0 6
Somar »” em ambos os lados
i ) 23 =202 —n2—n+6n2 2m3+3n%+n 11(2112 +3n+1) n@2n+1)(n+1)
i = - - -
i=0 6 6 6 6

Termos usados

Teorema: afirmagdo matematica provada verdadeira, geralmente de interesse particular.
Lema: como o teorema, mas com significado de resultado intermediario.

Corolario: como o teorema, mas com significado de resultado decorrente de uma afirmagéo mais importante.

Outro exemplo de indugao

Prove que 3 é um fator de n3—n +3,vn€eN
i) Para n=0 (base da indugéo)

03-0+3=3

ii) passo indutivo
assumir verdadeiro: 7> —n +3 = 3k

(12 =+ 1)+ 3=n3 4302 42043 =0 —n 3+ (n? 4 n)3 = 3k +30 =3k + 1)

Linguagens
Cadeias de Simbolos e Linguagens

Strings, cadeias ou fitas: sdo seqléncias finitas de simbolos.

Simbolos s&o entidades primitivas.
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Alfabeto € um conjunto de simbolos
2 = {0, 1}

Xy ={a,b,c,d, e, ..z}
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Uma string de um alfabeto X~ & uma sequéncia finita de simbolos do alfabeto X.

01001 é um cadeia do alfabeto ~ = {0, 1}

Se » é uma cadeia o comprimento de  é escrito |#| € € o nimero de simbolos que » contém.

A cadeia vazia tem tamanho zero e é escrita ¢ ou /.

Substring z de w se =z aparece de forma consecutiva dentro de w.

cad é substring de abracadabra.
wEWIWW3 Wy, W EX

Concatenagéo de x =x(xy ..xp € y = Y1) ..V, ©

Xy = X1X2 ..XnV1)Y2 - Vm

Concatenagao multipla de x com si préprio
<k = xxx ..x k vezes.

Ordem lexicografica:

"ordem do dicionario", strings mais curtas precedem strings mais longas

(e, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, ...)

Linguagens

Linguagem é o conjunto de strings sobre um alfabeto
¢ é uma linguagem
{¢} € uma linguagem

I Qual a diferenga entre as duas?

O conjunto dos palindromos no alfabeto {0,1} € uma linguagem

{e, 0, 1, 00, 11, 000, 101, 010, 111, ...}

O conjunto de todas as strings sobre o alfabeto = é designada por = *.

Para X = {a}, > = {e, a, aa, aaa, ...}
Paraz={0, 1}, 2" =?
Definigao

Neex™
iiySeweEX* eu€y, entdo wa €L

iii) w € = apenas se puder ser obtida por um niimero finito de aplicagdes de (i) a partir de «.

Uma linguagem L sobre 3 é um subconjunto de = *.
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Concatenacgao de Strings

Sejam ue v € 2*. A concatenagdo uv é uma operacéo binaria definida em = * da seguinte forma.
i)Se\v\:0$ uv =u
ii) Seja v de comprimento n > 0. v = wa, onde w é string de tamnhon-1ea € X, € uv = (uw)a

Concatenacgéo € associativa, com elemento neutro «.

Reverso

R=@, -1 ..up)yonde u= (ujuy ...upn)

Defini¢ao recursiva:
i)ySe|u=0= uR=¢
i) Se |u| = n> 0, entdo u = wa para alguma string w, [v]|=n—1ea ez e uf =awk.

Propriedade: (uv)X = /R R

Demonstragao:

Base da Indugao

lW]=0= v=2¢, ()R =uR
Analogamente, vRuR = guR = 4R

Passo indutivo:
lv| = n+ 1, provar (u)R = vR.R

v=wa, |w=nea€X

(uv)R = (u(wa))R = ((uw)a)R = a(uw)R = a(wRuR) = (awR)uR = (wa)RuR = v R R,

Especificagoes finitas de linguagens
Expressao légica

Ly ={x€Xf|x=wa, wEZ],a€{1,3,579}},2={0,1,2,3, ..,9}

Representagao recursiva

35 = {a, b} - Strings de comprimento par comegando por a.

(laaeab €L,
(i) Se u € Ly, entdo uaa, uab, uba € ubb € L,
(iii) u € L, apenas se pode ser obtida a partir dos elementos de (i) por um numero finito de aplicagdes de (ii)

Exemplo

X3 = {a, b} - Cada b é imediatamente precedido por um a.
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(eely
(II) u € L3 = ua, uab € L3
(iii) u € L3 apenas se obtido a partir de ¢ por um namero finito de aplicagdes do passo recursivo (ii).

Concatenacao de Linguagens

A concatenagéo das linguagens X e Y, denotada XY, é a linguagem
XY ={u|u€EX e vEY}

A concatenagéo de X consigo n vexes é denotada X". x0 = {e}.

Exemplo:
X={a,b,c} e Y={abb,ba}, entdo

XY={aabb, babb, cabb, aba, bba, cba}
X0 = (e}
x! =X={a,b,c}

X2=XX={aa,ab,ac,ba,bb,bc,ca,cb,cc}
XuY ={a, b, c, abb, ba}

Fechamento de Kleene

Se X é um conjunto, entédo

Notar que X " = XX *
X={a, b, c} > X*= {e, a, b, ¢, aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, ...}

X ndo contémo ¢

Reverso da linguagem

XR = (uRlu € x}

Representacao da lingaugem com operadores

Linguagem das strings que contém a substring bb
{a,b}*{bb}a,b}"

Cadeias que comegam e terminam com a e que contém pelo menos umb

{aH{a,b}*{b}Ha,b}*{a}

Cadeias sobre {a,b} comegando com aa ou terminando com bb
{aa}{a,b}* U {a,b}*{bb}
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Cadeias sobre {a,b} de comprimento par.
{aa,bb,ab,ba}*
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