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Permutacoes

Defini¢ao
Uma permutacdo de um conjunto 4

¢ uma funcao o : A—A bijetora.

A 2345 Ouseia, o(1)=3
o o(2) =4
21 4 o(3)=2
=132 o(4)=1
il Notacao 7=
Clad 1 2 3 45
77 {3 4 2 1 5}
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Outro exemplo

Conjunto Z.
funcao x> x+1
¢ uma permutacao de um conjunto infinito.

Notacao
S, = conjunto de todas as fung¢des bijetoras de 4 em 4.

Observacao

Se A4 ¢ finito com |4| =n
entdo |S,| = n!
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Grupo de Permutacgoes
S, com operagdo “composi¢do de fungdes” € um grupo.

Demonstracao
e Fechamento

oced . . e
N g0 u €S, pois compostas de bijetoras ¢ bijetora.

HES,
e Associativa
(Cop)ov=0ce(uov)
sempre vale, pois dominios € contra-dominios compativesis.
e Flemento neutro
funcdoidentidade 1€ §, talque coi=0=100 Voe§,
pois ¢ ¢ bijetora.
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e [nversas

Sim, pois toda funcdo bijetora ¢ possui inversa o ~! tal que
- -1
cooc ' =1=0"'o0 Vo €S,

e 0 €S,

pois inversa de fun¢do bijetora também ¢ bijetora. [CQD]
Notacao

_ A—+>A—>A4
Ol = (0o u)(x) = o(u(x)) -~
oo U |

Notacao
S, grupo das permutagoes de 4.
S, : grupo das permutagoes de n simbolos. {1,2,...,n}

ou grupo simetrico de »n elementos.
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Exemplo

Grupo §;

Os elementos do grupo sao
123 12 3]

P23 M s 2
123 123

P72 3 1] %7321
123 123

2731 2] BT21 3

Ha 6 elementos. Sao todas as permutagdes possiveis.
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A operacao no grupo ¢ a funcao “composta’.

12 3 12 3
S T Pl 3
(o (D)= (2)=3

H, (/01 (2)) = H, (3) =2 Portanto 4, °© p; = U,
(P 3) = (1) =1

o =1 1 23] [t 23] [1 23]
AT 3 1% 3 2T 1 3

Cuidado para fazer as operagdes na ordem correta.

N

Hiopp ="
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Tabela \) 3 Po P1 /%) Hy 12%) U3

Po Po P1 P2 Hy Hy H3
P1 P1 P2 Po H3 Hy Hy
P2 P2 Po P1 Hy H3 Hy
Hy Hy Hy H3 Po P1 P2
Ho Hy H3 Hy P2 Po P1
H3 H3 Hy Hy P1 P2 Po

Observacao
Este € 0 menor grupo ndo-abeliano que existe ©
Ou seja, os grupos de ordem 1, 2, 3, 4 ¢ 5 sdo todos abelianos.
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Teorema de Cayley
Dado um grupo G genérico,

G € 1somorfo a um subgrupo de algum grupo de permutacoes S ,.

Intuicao?

Lembrar que, quando estudamos “tabelas™, percebemos

que em cada linha/coluna nao aparecem elementos repetidos!
Ou seja, cada linha/coluna contém

uma permutagdo dos elementos do grupo ©

Enunciado (outra forma de apresentar)

Todo grupo ¢ 1somorfo a algum grupo de permutacoes.
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Demonstracao
Idéia: considerar as fungdes f, (x) = ax.

Formalmente: consideremos a fun¢do f, : G — G

tal que f (x) = ax, onde a € um elemento de G.

Provemos que € uma permutacao.

(1) Sobrejetora:
Queroprovar:Vxe G dyeG tq f,(y)=x
Basta tomar y=a'x pois f,(y)= a(a 'x)=x
Mas y e G?
Sim, pois xe G

-1
aeG:aleG} —a xeG
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(11) Injetora:
Sejam x,,x, € G
entdo f, (x)=f,(x,)= ax,=ax, = X =x,.

Cancelamento
Portanto, de (1) e (11) temos que as fungdes f, sdo permutagoes.
Consideremos agora o conjunto H ={f |a e G}.

Obviamente, H = S, e S, € grupo.
Queremos provar que H ¢€subgrupode S,.

(a) fechamento

Ja EH}:‘V’xeG vale f,(f,(x))=a(bx)=(ab)x = f,(x)
f,eH

e f,€H pois abe G afinal a,b e G ¢ G fechado.
Logo f,o f, =/, € H.
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(b) elementoneutro
Seja e oelementoneutrode G
Vamos provar que f, €o elementoneutrode H.

Vi e H temos f,of = f pois

Vxe G vale f,(f,(x))=e*(ax) =ax = f,(x)

(c) 1nversas
Dada f, € H queremosprovar (f,)” € H.

Temos acG=a'eG= [, €
etemos f,o f , = f, pois

VxeG f,of . .(x)=a(a"'x)= ex=f,(x)
logo YVaeG (f,)" =f.€eH.
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Ainda falta mostrar o isomorfismo.
Seja ¢:G > H

p(a)=f,
e Homomorfismo:

p(ab) = [,
mas f,,(x) = (ab)x = a(bx) = f,(f,(x)) VxeG
logo p(ab) =1, f, = p(a)p(b)

e Bijetor

Sobrejetor :
Vi, € H JaeG tq ¢(a)=f, ? Sim,por defini¢do de H.

Injetor :

pla)=pb)=f,=f,= f.(x)=f,(x) VxeG
=ax=bx VxeG = age=be =>a=> [CQD ()]
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