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Definicao
Um grafo G consiste de

- um conjunto V de vértices

- um conjunto A de arestas

-uma fungao y : 4 — VxV

que associa a cada aresta um par ndo-ordenado de vértices

Exemplo

V=1{1,2,3,4}

A=1{a b c d e [ g}

a b c d e f g
25 | 425 | 42,35 | L3} | {14} | 3.4 | 3.4}

1/

G=UV,Aw)
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a b c d e f g
023 | {2) | {2,350 | {13} | {14 | {3.4) | 3.4}
Observacao

Nao faz diferenca o modo como o grafo ¢ desenhado.
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Vocabulario

nos = vertices

arcos = arestas

VG = V(G) = conjunto dos vértices do grafo G

AG = A(G) = conjunto das arestas do grafo G = E£(G) (do inglés edges)
Defini¢coes

Dado um grafo G = ( VG, AG, y,),

se existe uma arestaa € AG tq y.(a)={u,v} com u,velVG

-

u € v sdo adjacentes;

a incidde em u e v;

dizemos que : ,
aligauev,

u € v sao extremos ou pontas de a.
Obs.: Dizer que a e b estao “conectados’ significa outra coisa.
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Mais defini¢des
Arestas adjacentes
sdo arestas que possuem um extremo em comum.
Arestas paralelas (= multiplas)
possuem 0s mesmos extremos.
Laco (= loop)
¢ uma aresta cujos extremos coincidem.
Grau de um vértice
¢ o numero de arestas que incidem nesse veértice,
contando duas vezes os lacos.
Denota-se g-(v) ou g(v).
Vértice 1solado

velVG tq g,(v)=0.
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Ainda definicoes
Ordem de um grafo
¢ o numero de vertices do grafo.
ordem (G) = |VG|.
Tamanho de um grafo
¢ a soma: tamanho (G) = |[VG| + |4G|.
Muito usados

VG|=n

AG| = m.
Grafo vazio

VG =AG =
Grafo trivial

VG |=l, AG=.
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Proposicao 1
Seja G um grafo qualquer

A soma dos graus dos vértices de G € par.

Demonstracao

Cada aresta contribui com 2 unidades
na soma dos graus dos vértices de G,
inclusive os lacos;

logo %' o(v)=2| 4G |.

velG

[CQD]
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Proposicao 2
G possul um numero par de vértices de grau impar.

Demonstrac¢ao
S g(v)= D g+ Y g(w)
velG uelG welVG
g(u) par g(w) impar
>ew= 2 g0 — 2gw
wel'G velG uelG
g(w) impar . ) f(u) par )

TN

Par (Prop. 1)  Soma de pares

—

I

Par

v

Somatoria de numeros impares deu resultado par.

Entdo a “quantidade de elementos somados™ € par.

Logo o “numero de vértices de grau impar” ¢ par.
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Grafo simples
Nao tem lagos nem arestas multiplas.

Notacao:
Em um grafo simples pode-se usar a notagao a = uv

para o caso de vy (a) = {u, v}.

Importante
Alguns livros definem:
grafo = grafo simples;
multigrafo = grafo que pode ter lagos e/ou arestas multiplas.
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Grafo completo
E o grafo simples tal que

quaisquer dois vértices sao adjacentes.
Notacao:
Se |VG| = n,

denota-se este grafo por K.

Exemplo

K. :
K, : ’

(chamado triangulo)
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Grafo bipartido
E um grafo G tal que
XY =VG;
XNY=;
toda aresta de G possul um extremoem X e outroem Y.

Exemplo
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Exemplo
nao ¢ bipartido.
Exemplo
1 2
Sim. E bipartido.
Pois
4 3
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Grafo bipartido completo
E um grafo simples G bipartido tal que
X|=m
Y| =n
AG | =mn
Notacao
K

m,n

Exemplo

K5
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Grafo k-regular
Um grafo G ¢ k-regular se g(v) = k paratodo v em VG.

Exemplo

¢ 2-regular.

Exemplo
K € 4-regular.
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Grafo regular
G ¢ regular se for k-regular para algum £.

Exemplo

¢ regular.

Grafo de Petersen
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Grafo complemento
Se G ¢ um grafo simples,
entio G denota o complemento de G
e¢cdefinidopor: pG —yG
Yu,veVG, uve AG sse uve¢ AG

Exemplo

5

Obs.. AGUAG = AK

val)
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Problema 1
Considere uma festa com 6 pessoas.
Prove que existem 3 pessoas que se conhecem 2 a 2

ou 3 pessoas que nao se conhecem 2 a 2.
Resolucao
Na linguagem dos grafos:

Seja G um grafo simples tal que |[VG| =6
Prove que G ou G contém um tridangulo.

(=)
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Seja uelG
Casol: g.(u)=3.

Existem pelo menos 3 vértices v, w,¢ adjacentesa u em G.
\%

Se vw,vt ou wt € AG, ha um triangulo em G.
u w Caso contrario, temos um trianguloem G.

{

Caso 2: g(—;(”) > 3.
Isto &, existem v, w,t adjacentesa u em G.

O Se vw,vt ou wt ¢ AG, ha um triangulo em G.
Caso contrario, temos um triangulo em G.

7
Ve

Oz---O
N [CQD]
O
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Problema 2

Em um campeonato de xadrez

no maximo um jogo ¢ disputado entre cada 2 jogadores.
Prove que, em qualquer etapa do campeonato,

ha sempre 2 participantes que disputaram até entao

0 mesmo numero de jogos.

Resolucao
Na linguagem dos grafos:
seja G um grafo simples, com |VG| = n.

Prove que Ju,v e VG, com u # v, taisque g(u)=g().
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G simples= Vv elVG temos 0<g(v)<n-1.

Caso 1: dve VG talque g(v)=0
entdo Vwe VG temos 0< g(w)<n—2
pois ninguém ¢ adjacentea v.
logo, pelo Principio das casas dos pombos,
dt,s e VG, com t#s, taisque g(f) = g(s).

Caso 2: Ave VG talque g(v)=0

entdo Vwe VG temos 1< g(w)<n—1
logo, pelo Principio das casas dos pombos,
dt,s e VG, com t #s, taisque g(t) = g(s).

[CQD]
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