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Questao
Existe algum grupo de ordem finita?

Exemplo
Quadrado de cartolina, com as pontas numeradas ©
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3 4

Seja R =rotagao de 90° no sentido horario.

R’ =rotacio de 180° no sentido horario.
R ’=rotagao de 270° no sentido horario.

H = reflexao no e1xo horizontal
J = reflexao no eixo vertical

D = reflexdo na diagonal /
D’= reflexao na diagonal \
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Pensemos agora na “composi¢cdo de movimentos”.
Por exemplo,
refletir na horizontal e depois fazer rotacao de 90 °.

2 1|H|3 4/R\2 3 ¢ 1gual a fazer reflexdao D’
3 4/—>]2 1|—>|1 4

Chamemos * a essa operacao “composi¢cao’.
Exemplo: H*R = D",
Entao * € operagao binaria?
E fechada?
— falta uma: / = 1dentidade (mantém posi¢ao do quadrado)
Exemplos: R*R"'=1
H*H =1

— falta mais alguma?
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— falta mais alguma?
x y| Exercicio de contagem:
{ 7 w} Preencher sem repeticao.
Quantas possibilidades?
4-3-2-1=24, mas sO mostramos 8 operagoes.
Resposta: NAO falta operacdo alguma,
pois as nossas operagoes sempre mantém 1 € 3 na mesma diagonal
¢ 1dem para 2 ¢ 4.
Como refazer a contagem?

Fixo x, temos w definido 4.2 =8 possibilidades
fixo y, temos z definido

Conclusao:

esse conjunto de movimentos ¢ fechado com operagao * .
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Agora vamos apresentar o grupo.
SejaMoconjunto {/, R, R, R, H V,D, D"}

e * a composicao de movimentos ja descrita.
Entao (M, *) € um grupo de ordem 8.
Demonstracao:
— * ¢ fechada: ja mostramos.
— (G1: associativa: ¢ complicado mostrar @

pois precisaria verificar TODAS as combinacoes.

— (G2: elem. neutro =7 pois X*[ =X =[*X paratodo X em M.
— (33: existéncia de inversas:

podemos verificar para cada cada elemento:

a | I | R|R"|\R"|H |V | D|D’
all I |R"|R | R | H| V| D |D’
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De modo geral, um grupo finito G={ ¢, a,, a,, a5, ..., a, }
pode ser apresentado atraves de uma tabela.
e | a | a | ag a, a,
e | e | a | a | a4 a, a,
a; | 9
ad, | 9
43 | 43
a;, | a a;*a, a:*a,
a, d, d, >x<ak d, >x<an
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Exemplo

Para o grupo dos movimentos no quadrado, temos

*1 1 | R | R |R H V- |D| D’
I | I | R|R |R"| H VI D| D’
R| R |R (R"| I | D

R"| R |R"| I | R

el 71T R 1 R

H | H| D’ /

Vv /

D | D /

D" | D’ /
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Observacao

O grupo (M, *) ndo ¢ abeliano,

pois R*H =D # D" = H*R

Obs. 2:

Se a tabela de um grupo ¢ simétrica em relacao a diagonal
principal, entdo esse grupo ¢ abeliano.

Grupo Diedral
O grupo (M, *) dos movimentos no quadrado
¢ conhecido como “grupo diedral D,”.

O grupo das simetrias em um n-agono regular ¢ chamado

grupo diedral D,
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Questao

Quais sao TODOS os grupos de ordem pequena?

|G |=1

Existe grupo de ordem um?
G={e}

e*e=ce

Satisfaz as propriedades?
Sim.

E grupo. ©
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|G |=2
G={ea) Pode ser e ou pode ser a.
e*e=e Mas se for a
e *a=a entdo teremos a*a=a
N . —>a=e
a*e=a a*e=a
a*a= (7) (usamos a Lei do Cancelamento)

Portanto existe um Unico grupo de ordem 2,

pois sO ha uma tabela possivel.

* e a
e e a
a a e
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Observacao.

Nao ¢ correto dizer que ha um “Unico” grupo de ordem 2.

E mais exato dizer que ha uma tnica “estrutura possivel” para
grupos de ordem 2, embora os elementos tenham outros nomes.

Isso sera bem definido mais adiante no curso.

Exemplo
XOr 0 1
0 0 1
1 1 0
|G |=3
Exercicio.
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|G |=4

G=1{eab c}

Primeira tabela:
*1 e a b c *1l e a b c
e | e a b c e |l e a b c
a | a e — a |l a e ¢ b
b | b (?) b | b ¢ e a
c | c / c | c a e

Y

Pode ser »? Nao,pois ba=be=a=e
Pode ser ¢? Nao,pois ba=ea=>b=¢
Pode ser ¢? Nao,pois ba=aa=b=a
Obs.: Em cada linha/coluna, ndao pode haver repeticao de elemento!
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Segunda tabela:
1 e a
e | e a
a | a b
b | b (?)
c | c

Terceira tabela:

|l e a
e | e a
a | a c
b | b (7
c | c
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1 e a b c
e e a b C
a a b C e
b | b C e a
C C e a b
*l e a b c
e e a b C
a | a C e b
b | b e C a
C c b a e
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Observacao.
A terceira tabela representa um novo grupo, diferente dos outros?

Sim. (G, *;) € diferente de (G, *,)

porém... ha uma grande semelhanca!!

Afinal, se permutarmos as colunas b ¢ ¢

¢ as linhas b e ¢ na terceira tabela, veremos que
“essencialmente” obtivemos o0 mesmo grupo da segunda tabela,

a menos de mudanca de nome dos seus elementos.

Importante
Mais tarde, essa “semelhanca” serda formalizada

com o conceito de 1somorfismo.
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Vamos agora verificar a alternativa que ficou pendente
na construc¢ao da primeira tabela.

Quarta tabela:
*l e a b c *l e a b c
e | e a b c e | e a b c
a | a e ¢ b — a | a e ¢ b
b | b ¢ (7 b | b ¢ a e
c | ¢ b c |l ¢c b e a

Sim. Forma grupo!

Exercicio
Verificar que a a quarta tabela representa um grupo semelhante

a algum dos grupos anteriores (a menos de “mudanca de nome”).
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Conclusao
Encontramos no maximo dois grupos “distintos” de ordem 4.
Duvida

Mas sera que a primeira € a segunda tabela sao mesmo distintas?

*le a b c 1l e a b c

e e a b ¢ e e a b ¢

a | a e c b a | a b C e

b | b ¢ e a b | b ¢ e a

C c b a e C C e a b
Resposta

Sim. Existe uma diferenca essencial.
No primeiro grupo, temos X*x=e VxeG
J4 no segundo, ocorre x*x =e = x € {e, b}
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Nomes

O primeiro grupo ¢ chamado “grupo de Klein”.

O segundo ¢ chamado “grupo ciclico de ordem 4”.
Conclusao

Existem exatamente dois grupos de ordem 4,

estruturalmente distintos

Observagao importante
Para ambos 0s casos, apresentamos as tabelas e

afirmamos sem provar que formam grupos.

Pois ndo se fez verificagao da propriedade associativa.
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