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Interpolacao Introducao

Introducao

Temp 20 25 30 35 40 45 50

Calor Especifico | 0.99907 | 0.99852 | 0.99826 | 0.99818 | 0.99828 | 0.99849 | 0.99878

® Qual é o calor especifico da dgua a 32.5° C
® Qual ¢ a temperatura para o calor especifico de 0.99837
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Interpolacio Introducio

® Fazemos interpolacio de f(x) desconhecida por uma aproximacio g(x):

Quando sao conhecidos somente os valores numéricos da funcio para
um conjunto de pontos e é necessdrio calcular o valor da funcdo em um

ponto nao tabelado.

Quando a funcdo em estudo tem uma expressao tal que operagdes como
integracdo e diferenciacdo sdo dificeis (ou mesmo impossiveis) de serem

realizadas.
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Interpolacio Introducio

¥ problema geral de Interpolacio

® Consideremos (n+ 1) pontos distintos xp, xi, . . . , x, chamados pontos (nds)
de interpolag@o,e os valores de f(x) nesses pontos f (xo), [ (x1), . ..,f(x,). A
forma de interpolago de f(x) que veremos a seguir consiste em se obter uma
determinada polinomial g(x),tal que:
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Interpolacao Introducio

® Graficamente
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Interpolacao Introducio

® Dados os pontos (xo,/(x0)), (x1,/(x1)), (x2./(x2)), - - - (Xs.f (x4)).portanto
(n + 1) pontos,queremos aproximar f(x) por um polindmio de grau < n,p, (x)
tal que:

J(x) = pa(xe) k=0,1,2,...,n

® Existe um tnico polindmio p, (x) de grau < n,tal que :
pn(xk) :f<xk)7 k= 07 1-,27 cee an’deSde que xXi 75 Xj./j 7& k
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Interpolacio Introducio

® Formas de se obter p,,(x):
Resolugdo do sistema linear
Formas de Lagrange

Formas de Newton: Newton-Gregory
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Interpolacao Introducio

® Interpolagdo Linear
® Usamos dois pontos consecutivos i € i + 1 para determinar os coeficientes
de p1(x) = ap + arx

ao + aix; = yi = f(x;)
ao + aixit1 = Yir1 = f(xit1)
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Interpolacao Introducio

u Interpolagdo Quadrética

p2(x) = ap+ajx + arx®

® Usamos 3 pontos e resolvemos o seguinte :
2
ap + arxXi—1 + axx;_| = yi-1

2
ap + ayx; + ax; =y;

2
ap + aixi+1 + axxi | = Yit1

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007
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Interpolacio  Introducio

¥ Exemplo:

x |-1 0 2
fx)[4 1 -1

p2(x) = ap+arx + arx®

p2(x0) =f(x0) © ap—a; +ax =4
PZ(xl) :f(xl) Sag=1
pa(x2) =f(x2) & ap — 2a; + 4ar = —1
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2a0 — 2a1 + 2a, = 8
ap+ 2a; +4a; = —1

3ag + 6ar =7
4 2
“©=g=3
7

al——§
a0=1
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Assim ps(x) = 1 — Zx + 2x é o polindmio que interpola f(x) em
xo=—1x1 =0,x = 2.
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Inter laca Interpolacio pelos polindmios de Lagrange

Interpolacao pelos polinomios de Lagrange

o (sem resolver o sistema linear)

Pn(x) = yoLo(x) + y1Li(x) + - - - + yuLn(x)

onde:
n X — 1
Lk(x):Hx .
=g kT
ki
o =x) k—x) e xme) (mxgn) (R —x)

(xk —x0) (o —x1) (o —x—1) (k — X)) (o — x)

Sao polindmios de Lagrange.

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007 16/ 65



Interpolacio

® Ex: Sejan = 3 e dados xg,x| x5 € x3.
Assim:

Interpolacio pelos polinomios de Lagrange

Lo(x) =

(x—x1) (x—x2) (x—x3)
(x0 — x1) (x0 — x2) (x0 — x3)
Li(x) =

(x —x0) (x—x2) (x—x3)
(x1 = x0) (x1 — x2) (x1 — x3)
Ly(x) =

(x —x0) (x—x1) (x—x3)

(x2 — x0) (%2 — x1) (x2 — x3)
La(x) = (x—x0) (x—x1) (x—x2)

(x3 — x0) (x3 —x1) (3 — x2)
Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Interpolaca Interpolacéo pelos poli de Lagrange

® Teorema: Propriedades do polindmio de Lagrange:
Ly (x) € p, i.e. Ly(x) é um polindmio de grau 7.
I, sek=1i

Lk(x,-) =
0, sek#i

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007
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Interpolaca Interpolacéo pelos poli de Lagrange

¥ Teorema: O polinémio de grau » ou menor que interpola os pontos
(XOJO): ()C] :y1)7 SRR (xlhyﬂ) ¢ dado por:

p”('x) = y()L()()C) +y1L1 ()C) + - +ynLn(-x)

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007

19/65



Interpolacdo  Interpolacio pelos polindmios de Lagrange

u Exemplo:

X -1 0 2
fo |4 1 -1

® Usar a forma de Lagrange para obter p» (x)

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007
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Interpolacio  Interpolacio pelos polinomios de Lagrange

¥ onde :

p2(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2L2(x)

(x—x1) (x—x2)
(x0 —x1) (x0 — x2)
_ (x—x) (x—x2)
L) = (x1 —x0) (x1 —x2)
 (x—x) (x—xp)
La(x) = (x2 —x0) (x2 —x1)

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Interpolacio

Interpolacio pelos polinomios de Lagrange

B (x—2) x*—2x
(-1-0)(-1-2) 3
b= G e
=
pz(x):4x2;2x lxz—_xz—2 (_l)ngrx
px)=1- %x+ 2o

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Inter laca Interpolacio usando diferencas divididas

Interpolacao usando diferencas divididas

Seja f(x) um funcao tabelada em x(, x|, ..., xn ,n + 1 pontos distintos.

Definimos diferencas divididas por:

flxo] = f(x0) (ordem 0)
Flxo,x] = fa] =flxo] _ fG1) —f(x0) (ordem 1)
(x1 — x0) (x1 — xo)
flxo, x1,x2] = T, o] = flo, ¥ (ordem 2)
X2 — Xo
flxo, x1,x2,x3] = Tl %2, %] = flxo, ¥1, 22] (ordem 3)
X3 — X0
flxo, x1, %2, ..., %] = LULIIE S TRRFE) bt LT TETREL ) (ordem n)
Xn — X0
Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007 24/65



Interpolacio Interpolacido usando diferencas divididas

® Dizemos que f[xo,x1, ..., x| é a Diferenga Dividida de ordem k da fungio
f(x) sobre os k+1 pontos : xq, x1, ..., X

® Tabela de diferencas divididas:

® Dada uma funcdo f(x) e conhecidos os valores que f(x) assume nos pontos
distintos xg, x1, . . . , X, podemos construir a tabela:
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Interpol Interpolagiio usando diferencas divididas

Xn ord0 ordl1 ord 2 ord 3 ord n
xo [l

Slxo,x1]
x fla] Flxo, x1,x2]

flx1, xo] Slxo0, %1, %2, x3]
x  fl] Flxr,x2,x3]

flxa, x3] FIx1, %2, %3, X4]
xSl Sz, %3, 54]

Flx3, x4] flxo, X1, - Xn]
xs flxd]

SFn—35 Xn—2, Xu—1, Xn]
SPon—2, Xn—1, Xn]

-1, %]

Xn Sl

Prof. Celso HIRATA (ITA)

CCI-22 29 de novembro de 2007

26/65



u Exemplo:

Prof. Celso HIRATA (ITA)

Interpolacio

X fla)

AW NN = O

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

CCI-22

1.22
1.49
1.82
2.23
2.72

Interpolacido usando diferencas divididas
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B 13 ordem:

f[xO?xl] =
f[x17x2] -
flx2,x3] =

flxs3, x4 =

Prof. Celso HIRATA (ITA)

Interpolacio  Interpolacio usando diferencas divididas

fal —flx) _ 149-122 35
x—x  04-02
Sl —flxi] _ 1.82—1.49 _ |65
X2 — X1 0.6 -04
f[X3] —f[xz] _ 2.23 -1.82 —205
X3 — X2 0.8—-0.6
fla] —fla] _272-223 _ 540
X4 — X3 1.0-0.8
[m] = =
CCI-22 29 de novembro de 2007
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Interpolacio  Interpolacio usando diferencas divididas

¥ 2 ordem:
_f[xl,xQ] —f[xo,xl] . 1.65 —1.35 .
f[X(),X],Xz] — X — X1 = 0.6—02 =0.75
flx2, x3] — flx1,x2]  2.05—1.65
— = =1.00
i, ) Y1 08—04
f[X3,X4] —f[XQ,X3] 2.40 — 2.05
= = = 0.875
S, x4 Y — 10-06
o F = = = VAl
Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007 29/65



¥ 30 ordem:

Interpolacio

Interpolacio usando diferencas divididas

flxo, x1,x2,x3] =

flx1,x2, x3] — flx0, x1,%2]  1.00 — 0.75
= = 0.41667
X3 — X0 0.8—-0.2
flx2, x3,x4] — flx1,x2,x3]  0.875 —1.00
= = = —0.20833
Flen, 32,35, x4] X4 — %1 1.0 — 0.40
® 4° ordem:

f[XO,X1,xz,X3,X4] —

X4 — X0

f[x17x27x37x4] _f[x()vxluxZ;xﬂ
~ —0.20833 — 0.41667

1.0-0.2

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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® Na forma tabelar:

Interpolacio Interpolacido usando diferencas divididas

Xn 0 1 2 3 4

02 1.22
1.35

04 1.49 0.75
1.65 0.41667

0.6 1.82 1.00 —0.78125
2.05 —0.20833

0.8 223 0.875
2.40

1.0 272

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007
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Interpolacao Forma de Newton

Forma de Newton

® Seja f(x) continua em [a, b].

o Sejam ap = xp < x] < xp < x3 < ... < x, = b,(n+ 1) pontos.

® Construiremos o polinémio p, (x) que interpola f(x) em xq, x|, . . ., X.
Iniciaremos a construgdo obtendo py(x) que interpola f(x) em x = xj.

® E assim,sucessivamente,construiremos py(x) que interpola /(x) em
X0, X1, ...,X,k=0,1,..., n sendo que

Prr1(x) = pe(x) + g1 (x),k=0,1, ..., n.

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007
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Interpolacio  Forma de Newton

® Seja po(x) o polinémio de grau zero que interpola f(x) em x = xj.
u Entao,p (X) :f(x) :f{X()].
Teremos que,para Vx € [a, b],x # xo:

f[xo,x] _f[x)]c _J;([)XO} _ f(x))c _];(()XO)
(x — x0)f [x0, x] =f(x) —f(x0)
J(x) =f(x0) + (x — x0).f[x0, %]
po(x)  Eop(x)
Eo(x) =f(x) — po(x) = (x — xo)f[x0, x]

® Note que Ey(x) = f(x) — po(x) é o erro cometido ao se aproximar f (x) por
po(x).

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007 34/65



Interpolacio  Forma de Newton
® Seja agora construir p; (x),0 polinémio de grau 1 que interpola f(x) em x, e
X1.
® Temos que:

Flxosx1,x] = fTx1, x0, 4] :f[xo,x)]c :{CEXWCO]
= f0)
_ (x — xo) b :f(x) —f(x0) — (x = x0) fx1, X0
(x —x1) (x — x1)(x — x0)
f(x) = f(x0) — (x — xo).f[x1x0]

(x — x0)(x — x1)

flxo, x1,x] =

f(x) =f(x0) + (x — x0)f[x1, Xo] + (x — x0) (x — x1).f[x0, X1, X]
Pl(x) El()C)

o <5 = T 9aQ
Prof. Celso HIRATA (ITA) ccr-22 29 de novembro de 2007 35/65



B Assim:

p1(x) =f(xo0) + (x — x0)f[x1, x0]
E;(x) =(x — x0)(x — x1).f[x0, x1, X]

p2(x) =f(x0) + (x — x0)f [x0, X1] + (x — x0) (x — x1)f[x0, X1, X2]
E>(x) =(x — x0)(x — x1)(x — x2) .f[x0, X1, X2, X]



Interpolacio  Forma de Newton

Aplicando sucessivamente 0 mesmo raciocinio para
(x0,X1,%2,%3); (X0, X1, X2, X3, X4); - - - 5 (X0, X1, X2, X3, X4, - - - , X tETEMOS &
forma de Newton para o polindmio de grau < n que interpola f(x) em

X0y - -+ 5 Xnt

Pn(x) =f(x0) + (x — x0).fx0, x1] + (x — x0)(x — x1).flx0, X1, X%2] + ...
+(x—x0)(x —x1) .o (x = xp—1)f [x0, X1, X2, -« Xn] + En(x)

E,(x) =(x —x0)(x — x1) ... (x — xu)f [x¥0, X1, - « -y X, X]
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¥ Exemplo:

Interpolacio  Forma de Newton

p2(x) = f(x0) + (x — x0)f [x0, x1] + (x — x0) (x — x1)f[x0, %1, X2]

B Tabela:

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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pa(x) =4+ (x+1)(=3)+ (x+ 1)(x—0).2/3

2 7
p2(x) :§x2 - §x+ 1



u Exemplo:

Interpolacio Forma de Newton

Dada a tabela abaixo, determinar o valor interpolado para x = 0.4

i xi O 1 2 3 4
0 01 1.115
1.46
1 02 1.261 1.60
1.78 0.325
2 03 1.439 1.73 -0.5
2.30 0.075
3 05 1.899 1.76
2.83
4 0.6 2.182

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Interpolacio

p(0.4) = 1.115+(0.4 — 0.1
(0.4-0.1
(0.4-0.1
(0.4—0.1
=1.65125

Prof. Celso HIRATA (ITA)

Forma de Newton

1.46+

(0.4 —0.2)1.6+

(0.4 —0.2)(0.4 — 0.3)0.325+
(

)
)
)
)(0.4 — 0.2)(0.4 — 0.3)(0.4 + 0.5).(—0.5)
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Interpolacio  Forma de Newton

® Forma de Newton-Gregory para o polindmio interpolador
¥ Def. Sejam xg, x1, X2, X3, ... pontos que se sucedem com passo /, i.e.
Xj = X0 +jh

Af(x) =f(x +h) — f(x)
APf(x) =Af(x + h) — Af (x)

A"F(x) =A™ f(x 4+ h) — A f(x)

com A% (x) = f(x).

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007
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¥ Tabela:

Prof. Celso HIRATA (ITA)

Interpolacio Forma de Newton

x fx) Af(x)  AY(x)
xo  f(xo)
Af(xo)
x1 o flx) A%f(xo)
Af(x1)
x2  flx)
Af (x2)
x3  flx3)
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Interpolacio Forma de Newton

¥ Exemplo:

X f) Af(x) AY(x) AY(x)

-1 2

-1
0 1 2

1 0
1 2 2

3 0
2 5 2

5
3 10
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Interpolacio  Forma de Newton

® Teorema:
. Se xj = xo +jh,j=0,1,2,... nentdo

: A"f (xo)
f[XO,X], N ,Xn} = Tn'
® 0 polindmio de interpolacio:
B se Xip1 —xi=h,i=0,1,...,n— 1, o teorema anterior nos fornecerd, para
forma de Newton.

pn(x) = f(xo) + (x — xo)f [xo, x1]+
+ (x — x0) (x — x1)f [x0, x1, X2]+
+...+

+(X—X])---(X—Xn_l)f[X(),Xl,...,xn]

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007 45/65



N (LU FormadeNewton
® Assim,

Palx) = f(x0) + w .
+

(x = x0) (x = 11) A% (x0)

212
T+

_l’_
+

nlh

(x —x0)(x —x1) -+ (x — x—1) A" (x0)




Interpolacio Forma de Newton

® Forma de Newton Gregory do polindmio de interpolag@o de f(x) nos pontos
X0, X1+, X, igualmente espacgados.

’ ’ )
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Interpolacio Forma de Newton

¥ Exemplo:

X f) Af(x) AY(x) AY(x)

-1 2

-1
0 1 2

1 0
1 2 2

3 0
2 5 2

5
3 10
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Interpolacio Forma de Newton

(x — x0) Af (x0)

p4()€) :f(X())—FT‘i‘
(x = x0) (x — x1) A% (xo)
2h21 +
3
(x —x0)(x — XI6)}(;3C —x2).Af (x0) N
(2 = x0) (x — x1) (x = x2) (x — x3) A% (o)
24h*

h=1 f(x)=2

Af(x) = =1 A%(x) =2 Af(x) =0 A¥f(x) =0

o F

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007
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Interpolacio  Forma de Newton

pa(x)=2—(x+1)+x+1)(x—0)2/24+0+0
=2 —x—1+x2+x=x>+1
p4(0,5) = (0.5)2+1=0.25+1=1.25=(0.5)

® Observe que o polindmio resultante é de grau 2!

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007
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Interpolacio  Forma de Newton

® podemos simplificar a expressao:

o Sejas = %, x=s.h+xp

x—xj=sh+xy— (xo+j.h) =sh—jh=(s—jh

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007
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Interpolacio  Forma de Newton

® Eérmula Newton-Gregory

pu(s) =f(x0) + sAf(xo) + S(S—l)zAzf(xo) i
s(s—=1)(s=2) (s — (n— 1)) A" (xo)

+ .-+ ‘
n:

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007
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Para o exemplo anterior:

Interpolacio Forma de Newton

h = l,f(X()) = 27 Af(X())

—1, A% (x0) = 2, A% (x0) = A%f(x0) =0

p2(s) = f(x0) + sAf (x0) +

s(s — 1)A2%f(xo)
2

=25+ (s —5)2/2

+0
—5>—25+2

x=05—-5=05—-(-1)=15
pa(1.5) = 152 — 2(1.5) +2 = 1.25

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Interpolacao Estudo do Erro na Interpolacao

Estudo do Erro na Interpolacao

® Quando aproximamos f(x) por p,(x) temos um erro.
® E.(x) = f(x) — pu(x) por Vx nos intervalos [x, x,,]
® Caso de interpolacdo linear:

v
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Interpolacao Estudo do Erro na Interpolacio

® O mesmo polinémio p; (x) interpola f; (x) e f>(x) em xo, x|

E3(x) < Ej(x)

® 0 erro depende da concavidade das curvas, ou seja, de £/’ (x) e f3'(x).

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 29 de novembro de 2007

56/65



Interpolacao Estudo do Erro na Interpolacio

¥ Teorema (Erro de Truncamento):

Sejam xp < x; < --- < Xx, ,n+ 1 pontos.

Seja f(x) com derivadas até ordem (n + 1) para x € [xg, x,].

Seja p,(x) o polindmio interpolador de f(x) nos pontos xq, xi, . . . , X,.

Entdo em qualquer ponto x pertencente ao intervalo [x, x,| o erro é dado por:

En(x) = f(x) — pn(x)
_ (x —x0)(x — x1)(x —x2) -+ (x — xn)fnJrl(g)
(n+1)!

Onde ¢ € (xo, x,)
® Prova: Ruggiero
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Interpolacio Estudo do Erro na Interpolacio

® 0 erro de truncamento diminui quando 7 aumenta.
® Sabemos também que o erro de arredondamento aumenta a medida que n
aumenta pois temos mais computagao a fazer.
® Dessa forma, ndo é suficiente aumentar o grau polindmio interpolante para
aumentarmos a exatiddo do resultado! .

()

(n+1)!
® pode-se estimar este termo pelo mdximo dos médulos diferencas divididas
de ordem n + 1.

" Em geral ndo se tem f(x) e ndo se pode portanto calcular
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Interpolacio Estudo do Erro na Interpolacio

® Exemplo: Seja a tabela abaixo

x |02 034 04 052 06 072
f@) [016 022 027 029 032 037

a) Obter f(0.47) usando um polindémio de grau 2
b) Dar uma estimativa de erro.
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Interpolacio Estudo do Erro na Interpolacio

by Ordem (0 Ordem1 Ordem2 Ordem 3
0.2 0.16
0.4286
0.34 0.22 2.0235
0.83333 —17.8963
0.4 0.27 —3.7033
0.1667 18.2494
0.52 0.29 1.0415
0.375 —2.6031
0.6 0.32 0.2085
0.4167
0.72 0.37
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Interpolacao Estudo do Erro na Interpolacio

® Deve-se escolher 3 pontos para interpolagdo. Como 0.47 esta entre

(0.4,0.52) tomaremos esses dois pontos. e o outro pode ser tanto 0.34 como
0.6 (eqiiidistante). Tomaremos 0.6.

pa(x) = 0.27 + (x — 0.4)0.1667 + (x — 0.4).(x — 0.52)1.0415
2(0.47) = 0.2780

x) = |(x — 0.4).(x — 0.52).(x — 0.6)|.max|dif. divididas de ordem n + 1|
) = [(x — 0.4).(x — 0.52).(x — 0.6)|.18.2492 = 8,303.10~°
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Interpolacao Fenomeno de Runge

Fenomeno de Runge

® Seja p, (x), o polinémio de interpolacio em [x, x,| de f/(x).
, X,) cobre intervalo [a, b] ou se n — o0, p,(x) converge para

Nge (x0, - - -
f(x)? 1

| . _
EXemplO.f()C) = m

fix) = 1/(1 + 25 %) —_—
polinémio regular -
polinémio de Chebyshev ~

1
!
|
!
i
I
!
{
!
1
|
!
!
i
!
!
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Interpolacio Fenomeno de Runge

® Teorema:
® para qualquer conjunto (x;, y;) existe uma func¢@o continua g e para algum
X € |a, b] tal que p,(x) ndo coverge a g(x), quando n — oc.
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Interpolacio Fenomeno de Runge

B Existem duas alternativas:

Aproximar por uma outra fun¢ao nio polinomial por exemplo:
f(x) = 1/pa(x)
Trocar aproximagdes com pontos igualmente espagados por
aproximagdes em nés de Chebyshev:

_ Xp+Xp | Xp— X0

Xi = 5 + 5 &, i=0,1,---|n

. 2i + 1
T "

Esse espacamento distribui mais homogeneamente o erro.
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