2. Sistemas lineares |

2.1 Conceitos fundamentais.

2.2 Sistemas triangulares.

2.3 Eliminacao de Gauss.

2.4 Decomposicao LU.

2.5 Decomposicao de Cholesky.

2.6 Decomposicao espectral.

2.7 Uso da decomposicao.

2.8 Métodos iterativos estacionarios.

2.9 Analise de erro na solucao de sistemas.

2.10 Estudos de caso:
[ Tensdes em circuito elétrico.

[1 Estequiometria de reacao quimica.

2.11 EXxercicios
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Conceitos fundamentais |

[1 Matriz € um conjunto de elementos dispostos em
forma retangular.

[ Tamanho ou dimensao definido pelo numero de
linhas e colunas.

[1 Elementos da matriz delimitados por colchetes ou

parénteses
aijlp ai2 ai3z - alp
a1 a2> a3 -+ a2p
A= a31 a3 a3z -+ azs,
| Am1l Am2 Gm3 - dmn |

[1 Elemento referenciado por dois indices
e O primeiro indica a linha e

e O segundo a coluna onde esta o elemento.
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Formas de matrizes I

(] Coluna: | a3y

[ Linha: a1 ai2 a1z - aim |
0O O .- O]
0 Nula: O O O
|00 --- 0|
' di; O O 0
O dyp O O
[1 Diagonal: o) O diz3 O
0 O O dnn |
1 00 0
O 10 0
[] Identidade: | O O 1 O
O 0O 1
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Formas de matrizes cont. I

_bll 0 O
] Triangular inferior: b2:1 b2:2 O
_bml bm2 bmm_
[ c11 c12 -+ Cim |
(] Triangular superior: O 02:2 CQ:m
0 0 - cmm
3 @) 1 —9 ]
_ 5 8 —5 4
[1 Densa: 1 _o 6 5 |
7 1 O 3
(2 0 0 1]
_ O 1 50
[1 Esparsa: 000 3
‘000 8
[] Simétrica
3 1 0 4] 3 1 0 4]
|19 502 r |195 2
M=19586|°M T|05 386
_4 2 6 [ _4 2 6 7 |
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Operacoes matriciais I

[1 Transposicao

5 2 0 ] )
6 9 1 5 6 3 71
A=13 4 2]leal’'=|2 9 4 0 5
7 0O 8 |01 2 8 6]
_1 5 6_
[1 Adicao e subtracao
3 6 | (1 2]
A = 1 4 , B = 0O 3 —
' 5 7 2 1
O 8| 7 4]
C=A4+B=|17|eD=A-B=|1 1
| 7 8 3 6

[1 Multiplicacao por escalar

12 3 . [2 4 6
A_[456]eB_2A_[8 10 12]'
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Operacoes matriciais cont. I

[1 Multiplicacao por vetor

(1 2| | 5
A= |3 4 ,v=[2] —sx = Av=| 11
| 5 6 17
[1 Multiplicacao por matriz
S
Azlg ! g],B: 40| —
L 3 5 -
6 12
C=AB= [41 48]'
[1 Produto interno e externo
e R
rz=| -1 |,y=| 3 | —
L 2 - L 4 -
5 15 20 |
k=xly=10e M=ay!'=| -1 -3 -4
2 6) 3
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Determinante |

[1 Definicao

det(A) = ayydet(My1) —ajpdet(Miz) +--- +
(_1)n+1a1ndet(M1n)-

[] Particularmente

A= [ all } — th(A) = all,

a a
A — | 011 @12

— det(A) = aj1a00 —anialo,
| az1 az»

a11 a1z a13
A= |ao1 apy ao3z | —

a3zl az2 a3z |

det(A) = aj11(apa33 —aznanz) —
ai2(an1a33 — az1anz) +
a13(ani1a3s — aziany).

[ Exemplo

A:[i é] — s det(A)=2-5-4.1=6.

[0 Matriz singular: det(A) = 0.
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Posto I

[0 Vetores {vq,vp,...,vn} linearmente dependentes
a1v1 + aovy + - - - + apvp = 0.

[l Escalares a4, ao, ..., an, nao todos nulos.

[1 Vetores vq,vo,...,v, linearmente independentes se
a igualdade acima sO se verificar com 0s «;,
1= 1,2,...,n iguais a zero.

[1 Posto de A: o numero maximo de vetores linhas ou
colunas de A que sao linearmente independentes.

= Ol NN
0
RN NN
oNnNWH
W wwo

[ Linhas 2 e 4 obtidas pela combinacao linear das
linhas 1 e 3: L2 =L1+L3e L4=2L1— L3.

0 posto(A)=2.
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Traco I

[1] Soma dos elementos da diagonal principal

n
traco(A) = > ay.

i—1

[ Exemplo
5 —1 3|
A=112 3 1
' 0 8 9|

0 traco(A) =54+ 3 4+ 9 = 17.
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Inversa I

[0 Inversa da matriz A = A1
AATl=A"1a=1,

[1 Lei comutativa existe para o produto de uma ma-
triz por sua inversa.

[1 Exemplo
T 1 0 2 17
1 11 2
A=1_41 190 2|
2 04 3]
T 3 -2 —2 1]
1 |1 2 1 -1
A7=19 1 1 ol€
-2 0 0 1|
"1 0 0 O]
1 o100
A4 =1901 0
‘000 1
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Operacoes com transposta e inversa I

0 (AT = A.

0 A H-1=24

0 (A DT = (AT)"1 = AT,
[1 Se A = BCD, entao

AT = pTc?’BT e o1 = p-1c-1p-1.

0 (A4 B)L = AT + BT,

O (A+B)1#A14+B1
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Autovalores e autovetores I

[1 Seja a matriz

10 —4
=132 )

[1 e a igualdade
10 —4 1 — 5 1
12 —4 2 | 2

[1 Matriz A possui um autovalor A = 2 e um corres-
pondente autovetor v = [1 2]L.

[ Também é verdade para A =4 e v = [2 3]L.

[1 Relacao fundamental

Av = M.
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Problema do autovalor I

[0 Solucao nao trivial de (A — XI)v = 0.

[1 Teorema
Se M for uma matriz de ordem n, entao o sistema
homogéneo My = 0 tem solugcao nao trivial se, e
somente se, M for singular.

[] Pelo teorema e sabendo que uma matriz singular
tem determinante nulo

det(A — \I) = 0.

[] Para a matriz A dada

B 10-X —4 B
det(A—M)_detq 15 _4_)\]> =0,

(10 = A\) (=4 —)\) —12(—-4) =0 —
M-_6rx+8=O\N-2)(A—4)=0.

[0 Valores de A para os quais det(A — A\I) = 0 sao
A =2€e )\ =4,
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PolinOmio caracteristico |

[0 Determinante D, ()\) = det(A — \I),

([ a11-X a12 a1z - ain \
ap1  a22—A a3z  --- agy
Dp(M)=det | | az1 a3z a3zz—A - a3,

\ anl aAn2  4n3 cor Gnn—A /

0 Polindmio D, (\) de grau n.
0 Os n zeros \; de Dy (N\): autovalores de A.

[l Expandindo o determinante para n = 3

D3(N\) = =M +[ar1+ax+azz]r—

[(a11a00—an1a12) 4+ (an0a33—az2a23)
+ (a11a33—az1a13)| A+
la11(az2a33—azpaz3) —aiz(aziazz—
azi1az3)+ai3(azri1azr—aziann)],

0 D3(N\) = c3A3 4+ A2 4 1\ + ¢p.

O cp—1 =co =31 a; =traco(A).

0 cg = det(A).
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Relacoes de Girard I

[1 Relacdes entre raizes e coeficientes

MAX+A3+ -+ A= Z)\i:_cn—l

i=1 n

e
n
n €0
A1 A3 ... Ay = H A= (—1)"—.
i=1 n
[1 Duas importantes propriedades

e Soma dos elementos da diagonal principal é
igual a soma dos autovalores

Ch_ 1 n n
traco(A) — = Z A;; = Z )‘i°
1=1 1=1

Cn

e Determinante de uma matriz € igual ao produto
dos seus autovalores

det(A) = (_1)nz_0 — . det(A) = ﬁ A;.

n 1=1

[0 Uma matriz singular tem, no minimo, um autova-
lor nulo.
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Exemplo das propriedades I

[ Para a matriz

A=115 _4

10 —4]

traco(A) =104+ (—4) =6 = X1+ o =2+ 4,
det(A) L 10(—4) — 12(—4) =8 =My =24

[ Uma matriz com elementos reais tem seu poli-
NOMIO caracteristico com coeficientes reais.

[ Uma matriz com elementos reais tem autovalores
reais e/ou complexos conjugados em pares.
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Exemplo de autovalores I

2 2].

[1 Calcular os autovalores de A = [ 5 _1

[] PolinOmio caracteristico
2—A 2
DQ(A)_det(A—M)_detq 5 _1_)\]>,

D>(\) = A2 — )\ —6.

[0 Zeros do polindmio caracteristico D> ()

A_1i¢(1>24-1-<6>ﬁ{,\1=3
o P )\22—2.

2
traco(A) =24 (-1)=1= ) N\ =34 (-2),
=1

2
det(4) =2(-1)—-2-2=-6= ][ \; =3(-2).
1=1

[1 Calcular autovalores usando o polinOmio carac-
teristico € computacionalmente ineficiente.
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Propriedades dos autovalores I

[ Considerando que det(A) = det(A4!), entdo os
autovalores )\ de A, representados por A(A), sao
iguais a A(AT).

[1 Se A for uma matriz triangular de ordem n
det(A—AI)=(a11—A)(ag2—A)---(ann—A) =0.

[1 O posto de matriz quadrada € igual ao numero de
autovalores nao nulos.

[ Se A\, sao os autovalores de A, entao A;l SA0 OS
autovalores de A1

Av = A,
A Ay = a1y,

Tv=X2A"1y — A1y = 0.
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Normas I

[1 Expressar magnitude de vetor ou de matriz.

[1 Normas vetoriais definidas como norma-p

n
zllp = ﬂ > lzil?)
i=1

[0 Norma-1 ou norma de soma de magnitudes

n
lzlls = > @il |
i=1

] Norma-2 ou norma Euclidiana

n
2
[zl = J > =il %)

1=1

[ Norma-oo ou norma de maxima magnitude

n
[z]|oo = lim ﬂz ;[P = max [z;]|

p—oo \| £ 1<i<n
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Condicoes das normas vetoriais I

[0 Norma vetorial € uma funcao || - || : C* — R que
associa um numero real a cada vetor.

[] Satisfaz as condicdes
|z|| > 0 e ||z|| = O se, e somente se, z = 0,
|z + yll < =[] + [[yll;
[kx|| = [k,

0z, y € C" sao vetores e k € C € um escalar.

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf 20



Calculo de norma vetorial |

[1 Calcular as normas 1, 2 e oo do vetor
r=[3-5 1]7.

lzlly = 3]+ [-5] + 1] =9,

[zllo = Vl3l2 + |5/ 4+ |1|°> = 5,9161,

|z ]|co = max(|3],|-5],[1]) = 5.

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf
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Condicoes das normas matriciais I

[J As normas satisfazem as condi¢coes
|Al| > 0 e ||A]| = 0 se, e somente se, A =0,
A+ B| < [[Afl + [|B]],
[EA| = [kl All,

(] A e B sao matrizes de mesma ordem e k &€ um
escalar.
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Normas matriciais |

] Norma-1 ou norma de soma maxima de coluna

|Al1 = max Z |a23|

~

(] Norma-oco ou norma de soma maxima de linha

n
A = max ¥
I4lleo = 1g2%, 3 o

~»

(] Norma de Frobenius

mn mn 2
1AllF= | D D laijl

\z':1 j=1

~

[1 Norma-2 ou norma espectral

1A, = Amax se A = Al
2 omax se A= AT

® \max € O maior autovalor de A em modulo e
omax € O maior valor singular de A,

® Omax = \/Amax(ATA) (raiz quadrada do maior
autovalor em maédulo da matriz AT A).

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf 23



Normas consistentes e subordinadas I

[0 Norma matricial || A|| € consistente com uma norma
vetorial ||xz| se para qualquer matriz A (n x n) e
vetor z (n x 1)

[Az| < [[Al][]].
[0 Norma matricial consistente ||A|| é subordinada a

uma norma vetorial ||y|| se para qualquer matriz
A (n xn) existe um vetor y (n x 1), y#=0

| Ayl = [|All[ly]]-
[1] Se a norma for subordinada, entao
|ABI < [|A|[[|B]]-

[1 As normas matriciais 1, 2 € oo Sao consistentes e
subordinadas as respectivas normas vetoriais.

[1 A norma de Frobenius é consistente, mas nao su-
bordinada a norma-2 vetorial.
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Exemplo de norma matricial I

[1 Calcular as normas 1, oo, F e 2 da matriz

2 —1
=137

[A]l1 = max(|2] + 3], [-1] 4 |5]) = max(5,6)
~ [[A]l1 =6,
[A]lcoc = max (|2 + [-1],[3] 4 |5]) = max(3,8)

~ [|Allc =8,

1AIF = 122+ =12+ 312+ [5]2 = v/39

~ ||A||Fp = 6,2450,

| Al|2 =max (\/A(ATA)) = max(2,2284; 5,8339)

~ ||A]l» = 5,8339.
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Sistemas de equacoes lineares I

[1 Conjunto de m equacdes polinomiais com n va-
riaveis x; de grau 1

a11r1 + a12T2 +a13¢3 + -+ aiprn = b1
ap1x1 + appxp + ap3r3 + -+ axpxn = bo
a31r1 + a32r2 + a33r3 + -+ azprn = b3
aAm1T1 + amoxo + am3x3 + -+ - + amnTn = bm.

(] Forma matricial

a1l ai2 ai3z ‘- Qaip x1 b1
a1 a2p a»3 - aop 2y bo
a3z] a3» a3z3 ‘- a3p x3 | = | b3

i Aml aAm2 am3 - amn 1L In ] ] bm ]

[1 Ax = b, onde A é a matriz dos coeficientes, x € O
vetor solucao e b € o vetor dos termos indepen-
dentes.

[0 Se A for uma matriz quadrada (n xn) nao singular
Ar=b— A 1Az = A1 — = A" 1.
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Classificacao de sistemas I

[] Sistema sobredeterminado:
tem-se mais equacdoes do que incognitas

A(mxn), m>n e posto(A) =n.
[l Problema de quadrados minimos lineares

minixmize |b — Azx||o.

[1 Sistema subdeterminado:
existem mais incognitas do que equacoes

m < n € posto(A) = m.

[] Sistema nao tem solucao ou existe um numero
infinito de solucoes.

[1 Determinar a solucao de norma minima do sistema
linear.

[ Resolver um sistema de ordem n.
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Sistema com unica solucao I

[ Exemplo

~ det(A) =0 ez = [12]".

[0 det(A) # 0: sistema admite uma anica solucao.
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Geometria de sist. solucao unica

[1 Solucao de um sistema linear de ordem n € um
ponto no R™ comum aos n hiperplanos descritos
por cada uma das n equacoes

1 -3 2 1 22 |
-2 8 -1 zo | = | —12 |.
 —20 5 3 T3 | —65 |

[1 Vetor solucao x € a intersecao dos trés planos des-
critos por cada uma das trés equacoes E1, E2 e
E3: 2 =[5110]'.

Solucdo : x=[51 10]

150
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YN 20N o o <

\\\\3::::38\\‘\‘:“‘ = :“: s
S S S S S S S SO S S SO S SO S SOSOUS SIS oo S

DO S SO < <
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X
-50
-100
S <SS
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oSS S S IS SRR oS oSS SOSTI S SO SSOOTT S S
-150 -] S N I ST S S e ESSOSUS SOOI S S
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10

X2 -10 -10

x1
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Sistema com infinitas solucoes I

[ Exemplo
x1+xo =2 1 1| x| |2
21 + 2x0 =4 [2 2][%2]_[4
~det(A)=0exz=1[0 2—0] .

[0 det(A) = 0: sistema admite infinitas solucdes,
uma para cada valor de 6.
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[ Para cada valor de 0 ter-se-a uma solucao do sis-

tema linear.

Infinitas solucdes
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Sistema sem solucao I

[ Exemplo
1+ xo = 1 1 1 x1 | 1
x1+xo = —1 [1 1][$2] [—1

~ det(A)=0e 3 x.

[0 det(A) = 0: sistema nao tem solucao.
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Geometria de sistema sem solu

[ Exemplo

nunca se interceptam simulta-

0 Com det(A) =0

ima Nnao admite

O sistema ac

ou seja,

neamente,
solucao.

7
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Sistema triangular inferior I

[1 Apresenta a forma

[] Solucao via substituicoes sucessivas

(147 O O 0 |
lp1 loo O 0
31 132 33 0

: 0
_lnl ln2 In3 lnn_

C1

1171 = c1 ~ 21 = —

lo1x1 + looxp = cp ~ T =

)
l11

3121 + l3270 + I3323 = 3

N> 123 —
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Substituicoes sucessivas I

[ Generalizando

ln1x1 +lpoxo + -+l n_1Tp—1 + lnnon = cn,

cn —lp1xy —lpoxo — - =l p—12Tp—1

Ln —

lnn

[ Esquematicamente
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Exemplo de substituicoes sucessivas I

[1 Calcular a solucao do sistema triangular inferior

2 0 00][= 4
3 5 00 ro | _ 1
1 -6 8 0 r3 | | 48
-1 4 -3 9| | x4 | 6 |
4

2x1 = 4, x1=§Mx1:2,

31+ 520 =1, o = ~ xo = —1,

48 — (2) + 6(~1)

xr1 — 6xo + 8xrz = 48, r3 =

8
~ T3 = O,
—x1 + 4xo> — 3x3 + 914 = 6,
64+ (@ -4-1)+3(5)

9

0 Solucdo do sistema: z =[2 —1 5 3]L.
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Algoritmo: substituicoes sucessivas I

Algoritmo Substituig¢des Sucessivas
{ Objetivo: Resolver sist. triangular inferior }
{ Lxr = ¢ pelas substituicdes sucessivas }
pardmetros de entrada n, L, C
{ ordem, matriz triang. inf. e vetor indep. }
parametros de saida X
{ solug¢ao do sistema triangular inferior }
X(1) «—c(1)/L(1,1)
para i« 2 até n faga

Soma «+— 0
paraj« 1l atéi— 1 facga
Soma «— Soma + L(i,]) * x(j)
fimpara
X(i) < (c(i) — Soma)/L(i,i)
fimpara

fimalgoritmo
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Sistema triangular superior I

[1 Apresenta a forma

O O
O O

[1 Solucao via substituicoes retroativas

ujll ui12 -
0 wuoo -

Uln
U2n

Ul n-—1
U2 n—1

s Up—1n—1 Un—-1n

@) Unn,

dn

Unnfcn:dn’\/’wn:_ )

Unn

Unp—1n—1T¥n-1 + Up—1.ndn — dp—1

~~> xn_l p—

dp—1— Unp—1,ntn

Y
Un—1n—1
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Substituicoes retroativas

[ Continuando

UD2T2 + UP3T3 + -+ + UDpTn = do

__dp —up3x3 — ' — UDRTn
> 122 - " 9
22

U11T1 + U122 + U133 + - + UpTn = di

d1 —Uu12T2 —UI3T3 — *+* — ULpTn
Uil

N> 331 —

[ Esquematicamente
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Exemplo de substituicoes retroativas I

[1 Achar solucao do sistema triangular superior

5 -2 6 1 x1 1
0 3 7 —4 xo | | =2
O 04 b5 r3 | | 28
0 00 2| | x5 . 8 |
3

204 =8, 24 = 5o =4

28 — 5(4
drgz + bxrg = 28, x3 = 4()«»333:2,

—2 - 7(2) + 4(4)

3xo + Tx3 —4xg = —2, T0 =

3
~ xp = 0,
5r1 —2x9 + 6x3 + x4 = 1,
_ 142(0) —6(2) — (4) B
T = ~ 1 = —3.
5
[ Solucdo do sistema: z =[-3 0 2 4]
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Algoritmo: substituicoes retroativas I

Algoritmo Substituic¢des Retroativas
{ Objetivo: Resolver sist. triangular superior }
{ Uz = d pelas substitui¢cdes retroativas }
parametros de entrada n, U, d
{ ordem, matriz triang. sup. e vetor indep. }
parametros de saida X
{ solugao do sistema triangular superior }
X(n) «— d(n)/U(n,n)
parai«— N —1até 1 passo —1 faga
Soma «— 0
paraj«— i+ 1 atén faga
Soma «— Soma + U(i,j) * x(j)
fimpara
X(i) «— (d(i) — Soma)/U(i,i)
fimpara
fimalgoritmo
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Complexidade: subst. sucessivas I

[1 Considerando

~ . _n(n+1)
1= :

2

[1 Adicoes
no n(n+1 n? n
Sli-p+y="0FD
—l 2 2 2
1=

[1 Multiplicacoes
n 1 2
Z(i—l):”(”+ ) 1 ="""
= 2 2 2

] Divisoes

n
1—|—Zl=1—|—n—1=n.
1=2
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Complexidade: subst. retroativas I

[1 Adicoes
n—1
d [(n—i)+1] =
i=1

(n—1)n 2

n n

[1 Multiplicacoes

n-l N (n—1)n  n?
7;Z:I(n—z)—(n—l)n— 5 =5

N | S

L[] Divisoes

n—1
1+> 1=14+n—-1=n.
1=1
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Eliminacao de Gauss I

[1 Classes de métodos para resolucao de sistemas li-
neares.

[1 Métodos diretos: solucao obtida com numero fini-
to de operacoes aritméticas.

[1 Métodos iterativos: solucao exata somente com
numero infinito de operacoes.

[ Eliminacao de Gauss € um exemplo de método
direto.
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Sistemas equivalentes I

[1 Sistemas de equacoes lineares que possuem O mes-
Mo vetor solucao

A{2x1—|—3:132 = 8 o
1 — I = —1
2331—2£82 = -2
B{x1—|—4x2 = 9 =
A = 2B = é]=:>ANB.
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Operacoes l-elementares I

[1 Trocar ordem de duas equacoes

2x1 — 20 = —2 x1+4xo = 9
B{a:1—|—4ac2 = 9eC{2331—2x2 = -2
B =3¢ = ;]=:>BNC.

[1 Multiplicar uma equacao por constante nao nula

r1+4x> = 9 r1+4x> = 9
C{2x1—2332 = —QeD{azl—azQ = -1
¢ = 2P = [é] — C' ~ D.

[] Somar uma equacao a outra
D{;U1—|—4332 = 9eE{2x1—|—3x2 = 8

r]1—xp = —1 1 — T = -1

P = 2F = ;]=:>DNE.
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Sistema triangular equivalente I

[1 Método de eliminacao de Gauss

a1l a1 ai3 a1in X1 b1
a1 an2 an3 aon, i3y, b
a3z] azp as3 azp x3 b3
i anl anp2 ap3 ann ] In ] bn
u1] U1 U113 Ulnp x1 dq
O wupp un3 Up D do
O O |us3 U3n T3 ds3
C) C) C) Unn In (in

[1 Transformacao Az = b~ Ux = d.

[] Solucao do sistema triangular superior Ux = d pe-
las substituicoes retroativas.

[1 Vetor residuo r = b — Ax.
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Exemplo de eliminacao de Gauss I

[1 Resolver o sistema pelo método de eliminacao de
Gauss e verificar a exatidao da solucao

1 -3 2 1 11 |
-2 8 -1 xo | = | —1b |.
] 4 —6 5_ | 3 ] 29_

[1 Eliminar elementos da primeira coluna

1 -3 2 1 11 |
o 2 3 To | = 7 |.
0 6 -3 || x3| | —15 |

[0 Eliminar elementos da segunda coluna

1 -3 2 | [ 1 | [ 11 |
o 2 3 To | = 7 |.
0 0 —-12 || z3 | | —36
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Dispositivo pratico I

L multiplicador A b|Operacoes
1 1-3 2| 11
2imo1=—-(-2)/1=2|-2 8 —-1|-15
3m3z1=—(4)/1=—-4| 4 -6 5 29
4 o 2 3 7|2L1 + Lo
5/m3p=—(6)/2=-3| 0 6 —3|—15/—-4L1+ L3
6 O 0 —-12|-36|—-3L4+ Ls
[1 Sistema triangular superior

1 -3 2 [ 21 | 11

0 2 3 To | = 4
0 0 —12 ]| =3 | | —36 |
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Vetores solucao e residuo I

[1 Sistema triangular superior

1 -3 2 1 11
0 2 3 To | = 4
0 0 =12 | | z3 | | —36

[1 Substituicoes retroativas

—36
—12x3 = —36, z3 = 15 ~ 13 = 3,

7 —3(3)
2

~r LD — __]-7

200 +3x3 =7, o =

11+ 3(=1) — 2(3)
1

xr1 — 3x0 +2x3 =11, 1 =
~ ] = 2.
[ Vetor solucdo: z=[2 —1 3]1.

[1 Vetor residuo: r=b — Ax

11 | 1 -3 2 2 0
r=1|-15|—-| -2 8 -1 —1|=10
29| | 4 -6 5| | 3] | 0 |

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf

50



Exemplo de eliminacao de Gauss I

[1 Resolver o sistema pelo método de eliminacao de
Gauss e verificar a exatidao da solucao

1 6 2 4 T1 8 ]

3 19 4 15 x2 | | 25

1 4 8 -—-12 3 18

| 5 33 9 3| | za | | 72

[1 Dispositivo pratico

L multiplicador A b| Operacoes
1 1 6 2 8
2imp1=—(3)/1=-3 |3 19 4 25
3/m31=—-(1)/1=-1 |1 4 8 —12|18
4imyg1=-—(5)/1=-5 |5 33 9 72
5 O 1 -2 1 —3L1+ Lo
6 mzp=—(—-2)/1=2 |0 -2 6 —16|10|—L1+ L3
7 m42=—(3)/1=—3 0 3 -1 —-17| 32 —5L1—|—L4
8 O O 2 —-10|12|2Ls+ Lg
9|maz=—(5)/2=-2,5|0 0 5 —26|29|—-3Ls+ L7
10 O O O —1|—-2,5Lg+ Lo

[1 Sistema triangular superior equivalente

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0

Coowr

6

1
0
0

2
—2
2
o)

4
3
—10

_1_

T1
T2
T3
T4

3

1
12
—1
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Substituicoes retroativas I

[1 Sistema triangular superior equivalente

1 6 2 4 T1 3
O 1 -2 3 To | 1
O 0 2 -—-10 x3 | | 12

00 O —1|/|xa ] | —1 |

[1 Substituicoes retroativas

-1
—1:134: —1, 334:—1’\»5134: 1,

12 4 10(1
2333—10:134:12, L3 — +2 ()’\»I:g:ll,

1+ 2(11) — 3(1)
1

o —2x3+3x4 =1, 0 =
~ xo = 20,

r1 + 6x2 + 223 + 4x4 = 8,

_8-6(20) —2(11) — 4(1) _
1

1 r1 = —138.
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Vetores solucao e residuo I

[1 Vetor solucao

[ —138 |
20
11
1

[1 Vetor residuo

8] [1 62 4]1[-1387 [0]
_|25]_ |3 194 15 20 [ _| O
18| |1 48 —12 11 0
72 |53 9 3| 1] |0]

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf 53



Calculo do determinante |

[1 Determinante da matriz dos coeficientes obtido
COmo um subproduto do método de Gauss.

[1 Relacdes entre os determinantes das matrizes dos
sistemas equivalentes intermediarios obtidos pelas
operacoes |-elementares.

[0 a) Se duas linhas quaisquer de uma matriz A forem
trocadas, entao, o determinante da nova matriz
B sera

det(B) = — det(A).

2 2
A_ll 4]—>det(A)—1O,

1 4
B = [2 _2] — det(B) = —10.
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Determinante via operacoes l-elementares I

[0 b) Se todos os elementos de uma linha de A fo-
rem multiplicados por uma constante k, entao, o
determinante da matriz resultante B sera

det(B) = kdet(A).

1 4

Azlz _2

] — det(A) = —10,

1 4
B=[1 _1]—>det(B)=—5.

[0 ¢) Se um multiplo escalar de uma linha de A for
somado a outra linha, entao, o determinante da
nova matriz B sera

det(B) = det(A).

1 4

Azll 1

] — det(A) = —5,

1 4

B:[o _5

] — det(B) = —5.
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Determinante via operacoes l-elementares I

0 d) Se A for uma matriz triangular ou diagonal de
ordem n, entao, o seu determinante sera igual ao
produto dos elementos da diagonal principal

n
det(A) = a11a22033...0ann = H Qi
1=1

2 3
A—[O _1]—>det(A)_—2,
(3 0 O
B=|0 -5 0| —det(B) =15.
' 0 0 -1 |
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Determinante via operacoes l-elementares I

[0 e) Se uma matriz A for multiplicada por uma ma-
triz B, entao, o determinante da matriz resultante
C sera

det(C) = det(A) det(B).

1 -2
A_[3 4]—>det(A)—1O,

30
B [1 1]—>det(B)—3,

C

1 -2
[13 4]—>det(C)—3O.
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Exemplo de calculo do determinante I

[] Calcular o determinante da matriz

[] Sequéncia de matrizes obtidas pelas operacoes |-

elementares

A~ N

o 00 W
|

O N

1 -3 2
-2 38 -1
| 4 -6 5

oo

SN W

w wN

oo

O N W

—1

N W N

[1 Matrizes obtidas somente por combinacdes linea-
res das linhas.

[1 As trés matrizes possuem determinante com mes-
mo valor.

[0 Determinante sera igual ao produto dos elemen-
tos da diagonal, ou seja, 0 determinante sera o
produto dos pivos

det(A) = (1)(2)(—=12) = —24.
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Pivotacao parcial I

[1] Método de Gauss falha quando pivo for nulo.

[1 Consiste em escolher como pivdo 0 maior elemen-
to em modulo da coluna, cujos elementos serao
eliminados.

[1 A pivotacao parcial garante que o pivo seja nao
nulo, exceto quando a matriz for singular.

[1 Todos os multiplicadores satisfazem
—1 S m” S 1.

[1 Multiplicadores grandes podem ampliar os erros de
arredondamento.
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Exemplo de pivotacao parcial I

[1 Resolver o sistema pelo método de Gauss com pi-

votacao parcial

1
—2
4

-3
3
—6

2
—1
5

L1
L2
L3

[ Dispositivo pratico

11
—15
29

L multiplicador A b| Operacoes
1|mi1=—(1)/4=—0,25| 1 -3 2| 11
2|mo1=—(—2)/4=0,5 |2 8 —1|-15

3 4 -6 5/ 29
41mip=—-1,5)/5=0,3| 0 —1,5 0,75|3,75|—0,25L3+ L1
5 0 5 1,5/-0,5/0,5L3+L>

6 0 0O 1,2| 3,6/0,3Ls+La

[1 Sistema triangular superior equivalente

4
o)
0

—6

5 1.5
0 1,2 |

5

L1
L2

L3

29
—-0,5
3,6
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Vetor solucao I

[] Sistema triangular superior equivalente

(4 —6 5| [z ] [ 20 ]
0O 5 15 zo | = | —0,5 |.
0 0 12| | z3 | 3,6

[1 Substituicoes retroativas

3.6
1,2

1,223 = 3,6, 3 = ~ xr3 = 3,

—0,5 - 1,5(3)
5

bro + 1,523 = —0,5, o =

~ xp = —1,

29+ 6(—1) — 5(3)
4

A4rq1 — 610 + Dbz = 29, 1 =
~ 1 = 2.

[ Vetor solucdo: z=[2 —1 3]1.
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Decomposicao LU I

[1 Uma matriz quadrada qualquer pode ser escrita

como o produto de duas matrizes.

[ Exemplo
4 3| |10 4 3
8 5| |21 O —1 ¢

[1 A matriz A foi fatorada tal que A = LU.
[0 L: matriz triangular inferior unitaria.
[0 U: matriz triangular superior.

[ Resolver o sistema Ax = b

Ar =b — LUx = b,

Ly=be Ux =y.
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Calculo dos fatores |

[1 Fatoracao por eliminacao de Gauss.

[] Resolver o sistema

1 -3 271[ 11
—2 8 —1||as|=|-15
4 —06 5| | 23 | | 29
[l Dispositivo pratico
L m A Operacoes
1 1 -3 2
2lmo; = —(-2)/1=2|-2 8 -1
3im3z1 = —(4)/1=-4| 4 -6 5
4 0 2 3|2L1+ Lo
5mgy =—(6)/2=-3| 0 6 —3|—4L;+ L3
6 0 0 —12|-3L4+ Ls
[l Matrizes L e U
100 1 -3 2]
L=|-210|eU=|0 2 3|
4 31 0 0 —12
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Sistema triangular inferior Ly = b I

[1 Igualdade A = LU

1 -3 2 1 0O 1 -3 2
-2 8 -1 |=|-2120 o 2 3
4 -6 5 43110 0 —-12

[J Solucao do sistema Ly = b

1 00 Y1 11 |
-2 10 y> | = | =15 |,
4 3 1| | ys3)| | 29 |
y1 = 11,

—2y1 +yp = —15, yo = —-15+2(11) ~ yo =7,
4y1 + 3yo +y3 =29, yz3 =29 — 4(11) — 3(7)
~r Y3z — —36.

0 Vetor intermedidrio: y = [11 7 —36]L.
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Sistema triangular superior Uz = y I

[ Solugao do sistema Ux =y

(1 -3 2 1 11 |

0o 2 3 o | = 7 |,

0 0 —-12 | | z3 | | —36
—36

—12x3 = —-36, z3 = 15 ~ 3 = 3,

7 —3(3
200 +3x3 =7, o = 2()'\»982:—1,

114+ 3(—1) — 2(3)
1

x1 — 3x0 +2x3 =11, 1 =
~ 1 = 2.

[ Vetor solucdo: z=[2 —1 3]1.

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf

65



Pivotacao parcial I

[1 Evitar pivo nulo.
[1 Evitar multiplicadores com valores grandes.

[1 Decomposicao da forma
PA = LU.

[1 P: matriz de permutacoes.

[l L: matriz triangular inferior unitaria formada pelos
multiplicadores, com sinais contrarios.

[ U: matriz triangular superior.

[] Resolver o sistema Axz = b

Ar = b — PAx = Pb — LUx = Pb.

Ly=Pbe Ux=y,.
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Exemplo I

[] Resolver o sistema

1 -3 2 x1 11
—2 8 —1 xo | = | —15
4 -6 5| |x3 29 |
[ Dispositivo pratico
L m A Operacdes |LP
1lmi1=—(1)/4=-025| 1 -3 2 1
2|mp1=—(-2)/4=0,5 |-2 8 -1 2
3 4 -6 5 3|
4|\mip=—-1,5)/5=0,3| 0 —1,5 0,75|-0,25L3+L1| 1
5 0 5 1,5/0,5L3+L> 2
6 0 0 1,2(0,3Ls+ L4 1
1 O 0] I 1 0O 0]
L= | —mp1 1 0 —0.,5 1 O
| —m311 —mip 1 - 0,25 -0,3 1 |
(4 —6 5] (0 0 1|
U= 10 5 1,5 eP=]101 O
] 0 0O 1,2 | ] 1 00 |
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Sistema triangular inferior Ly = Pb I

[J] Solucao do sistema Ly = Pb

Y1
Y2
Y3

29
—15
11

_075y1 _I_ Yz — _157 Yz — —15 _I_ 075(29)

~ Y — _0751

0,25y; — 0,3y + y3 = 11,

y3 = 11 — 0,25(29) + 0,3(—0,5) ~» y3 = 3,6.

0 Vetor intermediario: y = [29 —0,5 3,6]7.
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Sistema triangular superior Uz = y I

[ Solugao do sistema Ux =y

(4 —6 5 1 29 |
O 5 1,5 xo | = | —0,5 |,
0 0 12| |=x3| | 36
1,2 3,6 3,0 3
I3 — 35,0, I3 — ~> T3 = O,
3 3 1,2 3
—-0,5-1,5(3
bro 4+ 1,523 = —0.,5; o = = ( )

4x1 — 622 + 513 = 29;

_2046(-1)-53) _
_ ) =2

L1

0 Vetor solucdo: = = [2 —1 3]7L.
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Calculo do determinante |

[1 Pelas propriedades dos determinantes

PA = LU — det(PA) = det(LU),

det(L) det(U)

det(A) = det(P) :

n n
det(L) = H l;; =1, det(U) — H Ugg s

det(P) = (—1)%,
[ p: numero de trocas de linhas necessarias para

transformar a matriz de permutacoes em identi-
dade.

[ Determinante

det(A) = (_1)]? ﬁ Uij |-
1=1
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Exemplo I

[1 Calcular o determinante da matriz

1 -3 2
A=| -2 8 -1
4 -6 5

[ Matrizes U e P

4 —6 5 O 01
U=10 5 1,5 eP=]101 0
] 0 0O 1,2 | ] 1 00 |
[1 Valor de p
p | linhas pivotais comentario
O 3 2 1 trocar 3 com 1
1|1 2 3 ordem crescente

[1 Determinante
3
det(A) = (—1)? [] ui = (-1)1(4)(5)(1,2)
i=1

~> det(A) = —24.
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Exemplo I

[ Resolver o sistema

4 -1 0 —1 7 [ &1 i 6 ]
1 -2 1 0] o | 3
0 4 —4 1 3 o —7

| 5 0 5 —10 | | xa _ | —40 |

[ Dispositivo pratico

L m A Operacoes |LP
1/mi1=—(4)/5=-0,8 4 -1 0 -1 1
2|mo1=—(1)/5=-0,2 1 -2 1 0 2
3|ma1=—0)/5=0 0 4 —4 1 3
4 5 0 5 —10 4
5/mip=—-1)/4=0,25 0O -1-4 7|—0,8Lsa+L1| 1|
6|mos=—(—2)/4=0,5 0-2 0 2|/-02La+Lo| 2
7 0 4 —4 1|0L4+ L3 3
8 0 0 -5 7,25(0,2507+Ls| 1
9|moz=—-2)/(-5)=-0,4/0 0 —2 2,5/0,5L7+Ls | 2
10 0O 0 0-04-04Lg+Lg| 2
0 Indices das linhas pivotais (LP): 4, 3, 1 e 2.
[1 Matrizes L, U e P
-1 0O 007 50 5 —107 000 17
0 1 00 04 —4 1 0010
=108 025 10| |loo-5 725 =|1000
0,2 -0,50,4 1| |00 0 -04. (0100 |
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Sistemas triangulares I

[J] Solucao do sistema Ly = Pb

1 0 0 07w —40 ]
0 1 00| |y| | -7
0,8 -025 1 0| |wys| 6
02 -05 04 1]||ya| | 8
o
36,25
L _2_

[ Solugao do sistema Uz =y

50 5 —10] [ 21 — 40
0 4 —4 1| | 2| 7
00 -5 725 || 23| | 36,25
‘00 0 -04||za]| | -2
S
~ = —3
0
L 5_
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Exatidao e unicidade da solucao I

[] Exatidao
' 6] [4 -1 0 =11 2]
3 1 -2 1 Ol —3
r=b-Ar=1 71710 a-a 1| o
| —40] |5 0 5 —-10])| 5.
"0
~rr = O
|10
_O_
[1 Unicidade da solucao
linhas pivotais comentario

4 3 1 2 trocar 4 com 1
4 2 trocar 3 com 2 |
4 3 trocar 4 com 3

3 4 ordem crescente

w N = Ol

1 3
1 2
1 2

4
det(A) = (—=1)P ] wis,
1=1
det(A) = (=1)>(5)(4)(=5)(—0,4) = —40 # 0.
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Sistema com matriz singular I

[1 Sistema com infinitas solucoes.

[] Resolver o sistema Ax = b, sendo

1 -3 2 22 |
A=| -2 8 —-1| eb=| —-12 |.
-1 5 1 10 |

[1 Decomposicao LU

L m A Operacdes |[LP
1lmi1=—1)/(—2)=0,5 1 -3 2 1
2 -2 8 -1 2
3lma1=—(-1)/(2)=-05|-1 5 1 3.
4 11,5/05L,+L1 | 1
5|/mar=—1)/1=-1 0 11,5 -05L+Ls| 3
§) O O|—-Ls+Ls 3

[1 Os trés fatores

100 —28 -1 010
L=|-0510|,U=| 0115| eP=|100
0511 00 O 00 1]
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Solucdao dos sistemas triangulares I

[1] Solucao do sistema Ly = Pb

[ Solugao do sistema Ux =y

OZC3:O’\»£U3:9,

—2 8 —1]|[ =z [ —12
01 1,5 o 16 |,
. 00 O] |z3| 0

o+ 1,503 =16~ x50 = 16 — 1,50,

—2x1 +8xp —x3 = —12,

_ —12-8(16 —1,50) + 0

1 0 0]y [ —12 | —12
—-0,5 1 O Yo 22 | ~>y = 16
05 1 1||ys| | 10| 0

A ~x1 =70 — 6,50.

—2

0 Vetor solucdo: = = [70—6,50 16—1,50 0]1.
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Sistema com matriz singular I

[1 Sistema sem solucao.

[1 Resolver o sistema Ax = ¢, sendo

1
—2
-1

-3
3
5

[1 Solucao de Ly = Pc

Y1
Y2
Y3

[J Solucao de Ux =y

[ 2 8
0 1 1,
00

-
5
O_

L1
L2
L3

—10
20
30

—10
15
70

Ox3:70—>£$3’\»ﬂ$
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Algoritmo: decomposicao LU

Algoritmo Decomposigdo LU

{ Objetivo: Fazer a decomposicao LU de uma matriz A }
parametros de entrada n, A { ordem e matriz }

parametros de saida A, Det, Pivot

{ matriz decomposta A =U + L — I, determinante, pivos }

parai« 1 até n fagca Pivot(i) «— i fim para; Det « 1
paraj <« 1 atén — 1 faga
{ Escolha do elemento pivd }
p < j; Amax < abs(A(,]J))
para K < j+ 1 até n faga
se abs(A(k,j)) > Amax enté&o
Amax <« abs(A(k,j)); p «— k
fim se
fim para
se p # j entdo
{ Troca de linhas }
para K «— 1 até n faga
t — AU, K); AQ, k) — A(p,K); A(p, k) «t
fim para
t «— Pivot(j); Pivot(j) « Pivot(p); Pivot(p) « t
Det «+— —Det
fim se
Det «— Det « A(j,])
se abs(A(j,Jj)) # 0 entéo
{ Eliminacdo de Gauss }
r—1/A(,J)
parai« j+ 1 até n faga
m «— A(i,j) xr; A(i,j) < m
para K <— j+ 1 até n faga
A(i, k) «— A(i,k) — mx A(, k)
fim para
fim para
fim se
fim para
Det «— Det * A(n,n)
fim algoritmo
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Complexidade da decomposicao LU I

[ Matriz de ordem n

Operacoes Complexidade

Tole 1.3 1. 2,41
Adicoes 3N 51N -+ AL
Multiplicacdes %n3 — %n
Divisoes n—1

[1 Desconsideradas operacoes de trocas de sinal e
multiplicacdes para o calculo do determinante.
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Algoritmo: Substituicoes sucessivas pivotal I

Algoritmo Substituig¢des Sucessivas Pivotal
{ Objetivo: Resolver sistema triang. inferior }
{ Lz = Pc pelas substituicdes sucessivas, }
{ com pivotacao parcial }
parametros de entrada n, L, Cc, Pivot
{ ordem, matriz triangular inferior unitaria, }
{ vetor independente e posicao dos pivos }
parametros de saida X
{ solu¢ao do sistema triangular inferior }
kK <+ Pivot(1)
Xx(1) « c(k)
para i« 2 até n faga
Soma «— 0
paraj<« latéi— 1 faga
Soma «— Soma + L(i,]) * x(j)
fimpara
K <+ Pivot(i)
X(i) « c(k) — Soma
fimpara
fimalgoritmo
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Decomposicao de Cholesky I

[1 Matriz dos coeficientes A simétrica e definida
positiva,

A=Al e vl Av > 0, Vv #£0.
[1 Decomposicao LU simplificada para
A=rLLT,

[1 L: matriz triangular inferior.
0 L1 matriz triangular superior.

[0 Teorema (Cholesky)
Se A for uma matriz simétrica e definida positiva,
entao existe uma unica matriz triangular L com
elementos da diagonal positivos tal que A = LLYT.
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Calculo do fator |

[0 Decomposicdo LLL = A de matriz de ordem 4

11 O
lo1 22
31 l32

| la1 a2

O O [l lo1 lz1 lar ] [ a1
O O O oo Iz lax |_| a21
I3z 0 O O 33 laz | | az
laz laa L O O O s | [ asa1

1 Elemento 44 da diagonal

131 + 13 + 133 + 134 = asa —

lag = \/&44 — (31 + G2 +153)

3
_ 2
~lga = |aaa — > 13,
k=1

[1 Elemento qualquer da diagonal de L

l:: —

JJ \

j—1
2
ajj— Z ljk? ]—1,2,...,%.
k=1
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Calculo do fator cont. |

110 0 O 111 21 131 la1 a1l aip ai13 ai4
lo1 122 0 0 || O l22 I32 lap | _| a21 a2 a23 a4
l31 l32 133 0 O O I33 143 a3 asp a3z azs4 |
| 141 lap 143 124 {0 O O g4 ] |[a41 ag2 ag3 aaq

[1 Elemento l43 abaixo da diagonal

la1l31 + lgol3o + la3l33 = ag3 —

aa3 — (la1lz1 + la2l32)

la3 = lns
2
as3 — Y laxlsy
~> a3 = s

[1 Elemento genérico abaixo da diagonal principal

7—1
aij — > Likljk
k=1

l’L]: , 17=1,2,...,.n—1e
l: . . :
¥, =3+ 1,54+2,...,n.
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Solucao de Ax = b por Cholesky I

[1 Solucao de Ax = b

Ar =b— LL1z =0b.

Ly:beLTwzy

[1 Sistema triangular inferior Ly = b

1—1
bi — > lijy;
= |
Y; = J , 1 =1,2,...,n.

Lii

] Sistema triangular superior L1z =y

n

vi— > it
= |
T; = =it ,1=n,n—1,...,1.
Lig
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Calculo do determinante |

[1 Pelas propriedades dos determinantes
det(A) = det(LL"),

det(A) = det(L) det(L!) —
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Exemplo I

[ Resolver o sistema

4 -2 2 1 3
2 10 -7 ||z | =] 11
] 2 —7 30__373_ _—31_
[] Coluna 1
a —2
11 = a1 = V4 =2, log =22 ="2=_1,
[11 2
2
3=t =12=1
[11 2
[1 Coluna 2

lop = \/a22 — 15 = \/10 —(-1)? =3,

agp —l31lo; _ —7—-(1)(=1) _
Ino 3

—2.

30 =

[] Coluna 3

I33= \/a33—(l§1 +13,) = \/30—((1)2+(—2)2) =5.

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf 86



Dispositivo pratico I

[] Sistema Ly = b

A L
iI\J 1 2 31i\J 1 2 3
1 4 1 2
2| —2 10 2 —1 3
3 2 —7 30| 3 1 -2 5
[0 Verificacdo que LLL = A
Oo0l[2 -1 1] [ 4 -2 2]
3 0 0 3 -2 |=| -2 10 -7 |.
2 5|l0 0 5| | 2 -7 30|
0 O] [ wyy | 8] [ 4]
30| |y|=] 11|~y=]| 5
—2 5_ | Y3 | _—31_ _—5_
0 Sistema Lz =y
—1 1] [ a1 ] [ 4 ] [ 3]
3 -2 To | = 5| ~x= 1
O 5_ | 23 | _—5_ _—1_

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0

OON

=N

= = N

(©2001 FFCf

87



Exatidao e unicidade da solucao I

[1 Exatidao
r==>b— Ax,
8] [ 4 -2 2] 3] [ 0 |
r = 11 | - | =2 10 -7 1| =1|0],
| —31 | 2 —7 30 ]| —1] | 0
r — 0 — solucao exata.

[1 Unicidade

3 2
det(A) = ( 11 z) = ((2)(3)(5))2 = 900,
1=1

det(A) # 0 — solucdo unica.
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Exemplo I

[] Resolver o sistema

9 6 —3 37T [ x1 ] [ 12 ]
6 20 2 22 o . 64
-3 2 6 2 T3 o 4
3 22 2 28 | | x4 | | 82 |
[ Coluna 1
6
l11=\/a11=\/§:3, l21=%=—:2,
l11 3
a31 -3 as41 3
31 lll 3 41 lll 3
[ Coluna 2

loo = \[ax — 13, = \/20 —(2)* = 4,

azx — 311 2 —(—1)(2)
l30 = = =

1,
l22 4
as2 —la1lor 22— (1)(2)
l42 = p— = 5.
l22 4
[1 Coluna 3

l33 = \/a33 — (5 +13) = \/6 —((-1)°+ (1)*) =2,
asz — (la1lz1 +la2lz2) 2 — ((1)(=1) + (5)(1))
l33 a 2

laz =

[1 Coluna 4
laa = \/a44—(54211 +132+133) = \/28—((1)2+(5)2+(—1)2) =1.
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Dispositivo pratico I

A L
1\J 1 2 3 4 | i\J 1 2 3 4
1 ) 1 3
2 6 20 2 2 4
3| -3 2 6 3/ —-1 1 2
4 3 22 2 28| 4 1 5 -1 1
[] Sistema Ly = b
30 00][wy1] [12] 4
24 00| |w|_|64]|_ _| 14
11 20]||ys| | 4 =1 -3
15 -1 1] |ya| |82 5
0 Sistema LIz =y
32 -1 17[21] [ 4 2
04 1 5||ap|_|14| _|-3
00 2 —-1||ax3]| | -3 S |
00 0 1||laa] | 5 5
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Exatidao e unicidade da solucao I

0 Exatiddo

r=>b— Ax,
127 7 9 6 =3 37 27 [0
_ |64 | 620 2 22| -3|_|0

"= a 3 2 6 2 1170
82| | 322 228 5| |0

r —= 0 — solucao exata.

] Matriz L
[ 3 0 0 0]
L=l 11 20
15 -1 1|
[J Unicidade

4 2
det(A) = ( 11 lii) = ((3)(4)(2)(1))* = 576,
i=1

det(A) = 0 — solucao unica.
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Algoritmo: decomposicao de Cholesky

Algoritmo Cholesky
{ Objetivo: Fazer a decomposicdo LLT de uma matriz A }
{ simétrica e definida positiva }
parametros de entrada n, A { ordem e matriz a ser decomposta }
parametros de saida L, Det, Erro
{ fator, determinante e condicdo de erro }
Det — 1
paraj < 1 até n faga
Soma «— 0
para K« 1 atéj— 1 faga
Soma « Soma + L(j, k)?
fim para
t «— A(,j) — Soma; Det «— Det xt
Erro—t <0
{ variavel logica: se verdadeiro tem erro e se falso nao tem }
se Erro entéo
escreva ““a matriz nao € definida positiva"; abandone
senéo
L({,J) « raiza(t); r — 1/L(3,J)
fim se
parai <« j+ 1 até n faga
Soma «— 0
para K« 1 atéj— 1 facga
Soma «— Soma + L(i, k) = L(, k)
fim para
L(i,j) <« (A(i,j) —Soma) xr
fim para
fim para
fim algoritmo
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Complexidade: decomposicao de Cholesky I

[ Matriz de ordem n

Operacoes Complexidade
AdicBes In3+in? + in
Multiplicacdes %n3 + %nQ — %n
DivisOes n

Raizes quadradas | n

[1 Desconsideradas as multiplicacdes para calculo do
determinante.
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Decomposicao espectral I

[ Uma matriz A de ordem n possui autovalores \;,

1 =1,2,...,n.
[1 Cada autovalor tem um autovetor correspondente.

[1 Generalizando a relacao Av = \v
Avi — )\Z"Ui, 1= 1,2,...,n,
AV = VA.

O A =diag(A1, Ao, ..., A\p): matriz diagonal contendo
0S autovalores ;.

[J V1 matriz, cujas colunas sao os autovetores v;.

[0 Pés-multiplicando por V1

AVVTE=VvAVTt —A=VvAV !

[1 Matriz A decomposta em termos de seus autova-
lores e autovetores.
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Calculo dos autovetores |

[]

Da relacao fundamental Av; = \;v;

(A — )\Z'I)”UZ' = 0.

Matriz (A — \;I) é singular

det(A — )\7;]) = 0.

Sistema (A — \;1)v; = 0 € homogéneo.

Ele apresenta infinitas solucdes v;.

Atribuir valor arbitrario a um elemento de v;.
Por exemplo, v;1 = 1.

Obter os demais elementos do autovetor v; pela
solucao do sistema resultante de ordem n — 1.
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Exemplo de decomposicao espectral I

[1 Fazer a decomposicao espectral da matriz

7 14 —2 ]
A= -3 —-10 2
| —-12 -28 5

[1 PolinOmio caracteristico
7 — )\ 14 —2 ]

Ds(\) =det|| -3 —-10-x 2
| —12 28 5-)

[ Desenvolvendo o determinante

D3(\) = =A34+2X2 4+ 11\ — 12.

[1 Os trés zeros do polindmio caracteristico sao o0s
trés autovalores de A

A =4, dr=1e \3=-3.

[] Matriz A contendo os autovalores

(4 0 O]
A=|01 0]
0 0 -3
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Autovetor v de \{ =4 I

[1 Matriz A =

[0 Sistema homogéneo (A — M \11)v = (A —41)v = 0.

[1 Autovetor v correspondente a \{ = 4

3 14
-3 -14
| —12 -28

—2
2
1

7 14
~3 —10
| —12 28

v1
v2
v3

—2
2
5

O
O
O

[ Equacdes 1 e 2 sao redundantes.

[J Elimina-se a segunda e faz-se vq{ =1

14 -2 vo | | =3
—28 1 vz | | 12
— vp=-—0,5; 13=—2 — v=
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Autovetor w de >, =1 I

7 14 —2 ]
0 Matriz A = -3 —-10 2
| —-12 -28 5

[0 Sistema homogéneo (A — Xol)w = (A — 1w = 0.

[ Autovetor w correspondente a \» =1

§) 14 -2 w1 O
-3 —-11 2 wo | = | 0
| —12 28 4 | | w3 | | 0 |

[1 Equacdes 1 e 3 redundantes.

[J Elimina-se a terceira e faz-se wy =1
14 -2 wy | | —6
—11 2 wz | 3

—wy = —1, wzg=—4 — w=| —1
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Autovetor > de \3 = —3 |

7 14 —2 ]
0 Matriz A = -3 —-10 2
| —-12 -28 5

[0 Sistema homogéneo (A —X3/)z = (A+31)z = 0.

[1 Autovetor z correspondente a A3 = —3

10 14 -2 z1 O
-3 -7 2 zo | = | 0
| —12 -28 8 23 0

[1 Equacoes 2 e 3 redundantes.

[J Elimina-se a terceira e faz-se zq1 =1
14 -2 zo | | —10
-7 2 23 | 3

— 2o =—1, 23 = -2 — 2= | —1
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Decomposicao espectral de A I

[1 Matriz V contendo os autovetores de A

1 1 1
V=hwzl=1|-05 -1 -1
2 -4 -2
[] Inversa de V
2 2 0 |
v1i=|-1 0 -05|
0 -2 05

0 Decomposicdo espectral A = VAV 1

7 14 -2 1 1 1
~3-10 2|=|-05 -1 -1
12 28 5 2 4 -2
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Solucao de sistema I

] Solucdo de Az = b obtida por z = A~ 1p.

z= (VAV H)~1p

~lz = (VA TV,

[1 Vetor solucao » depende de A;l.
[1 Quase singularidade da matriz A.

[1 Solucao » tem elementos muito grandes.
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Exemplo I

[1 Calcular a solucao do sistema

7 14 -2 1 —10
A= -3 —10 2 T2 | = 14
—12 -28 5 T3 29

[1 Sabendo que

z= (VA V=1,

1 1 1l[20 o 2 2 0| -10
r=|-05-1-1{{01 O0||l-1 0 -0, 14 |,
-2 -4 —2|loo0 -1 0 -2 0,5 29
2
~x= | —1
5
[1 Solucao exata
—10 7 14 -2 2 0
r= 14 | — -3 —-10 2 1 |=1|0
29 —~12 —-28 5 5 0

[l Grande custo computacional.

[ Normalmente, nao € utilizada para a solucao de
sistemas de equacoes lineares.
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Uso da decomposicao I

[1 Resolver sistemas de equacdes lineares.
[] Calcular o determinante de uma matriz.
[] Refinamento da solucao de sistemas.

[ Calculo da matriz inversa.
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Refinamento da solucao I

[]

20 solucao aproximada de Ax = b calculada por
decomposicao LU com pivotacao parcial
LUz =Pb— It = Pbe Uz =+

Fatores L e U perdem exatidao.
Solucdo melhorada z1 = 20 + 0,

cV: vetor de correcdo
Azt =b— A@EY+ ) =b — AL = b — Az°

~ AP = 0.

Parcela de correcao D é a solucao do sistema
LU =Pr% — 1t=pP0 e Ul =1

Melhor aproximacdo z2 = z1 + ¢l

cl: solucdo de Acl = »! obtida por LU = Prl.

Esquematicamente

LUx°=Pb — Lt=Pb e Uz0=t,

rF=b— Azx"

LUk =PrtF - Lt=Prk e Ucf=t ;k=0,1,2,...
chtl =gk 4 ok
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Exemplo I

[] Resolver o sistema e refinar a solucao até que

lefloo < 1073
2 3 -1 T1 —4
-3 5 6 o = 19
1 1 2 T3 11

[1 Decomposicao LU com pivotacao parcial

1 00 -3 5 6 010
=|-067 10|,U=| 0633 3|,P=|100].
~0,330,42 1 0 0274 001
] Calculo de zV
Az®=b — LU2° = Pb,
19 1,9731
Lt=Pb~» t= 8,73| e Uz’=t~ 2°=| —-0,9738|.
13,6034 49647
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Refinamento da solucao I

1,9731

% = | —0,9738 |,
49647

1O =b— Az =

xlzxo—i—co:

rl=b— Azl =

:E2=:B1—|—01=

—0,0601 | 0,0268
0|, LUL = Pr0~ ® = | —0,0262 |,
0,0712 0,0352
1,9999 |
—1,0000 |,
4,9999
0,0001 0,0001
0|, LUct = Prl~ ¢t = | 0,0000],
0,0002 0,0001
2.,0000
—1,0000 |.
5,0000

0 Final do refinamento: |[l¢!||cc = 0,0001 < 1073,
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Calculo da matriz inversa |

[ Matriz inversa satisfaz

AATt=aA"1a=1

a11 a1p -
an] app - -

| Anl An2 - -

a1n
aon

ann

[ v11 V1D -
Vo1 Voo vt

| Unl Un2 -

Uln
U2n

Unn

0V = A—1: usado para simplificar a notacao.

[1 Calculo de V pela solucao dos n sistemas

44vi:=e%/z::1,2,“.,n,

[1 v;: 7-ésima coluna da matriz inversa.

[ e;: 2-€sima coluna da matriz identidade.

[ Mesma matriz A dos coeficientes.
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Exemplo I

] Calcular a inversa da matriz

[ 4 —6 2
A=| -6 10 -5 |
2 -5 30|

1] A é simétrica.

[1 Decomposicao de Cholesky

2 00
L=]-3 10
1 -2 5
[J] Coluna 1
[ 1] [ 0,5 |
LLT?)1:€1= O| —Lt=e;~t=| 1,6 |,
| O | 0,5 |
(275 ]
LT’Ulztf\»fulz 1,70 |.
| 0,10
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Calculo das colunas de A1 I

[J Coluna 2 o ] )
0 0
LLTUQZGQZ l | — Lt=ey~t= 1 |,
| O | | 0,4 |
1,70 |
LTvo=t~uvy=1| 1,16 |.
| 0,08
[J Coluna 3 - ) )
0 0
LLTU3=€3= O| — Lt=e3~t= 0 |,
1 | 0,2
[ 0,10 |
LTvs =t~ vy =1 0,08 |
| 0,04 |

0 Matriz inversa A= =V = [v] v v3]

275 1,70 0,10 |
A~l=1170 1,16 0,08 |.
' 0,10 0,08 0,04
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Metodos iterativos estacionarios I

[1 Gerar, a partir de :z;o, uma sequéncia de vetores

{xl, 2223, 2k, ..} — =
[1 Uma série de operacoes é repetida varias vezes.

[1 Seja M a matriz de iteracao e ¢ um vetor constante

kTl =Mxk+c.

[1 Método iterativo é dito estacionario quando a ma-
triz M for fixa.

[1] Métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.
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Condicao de convergéncia I

[0 Teorema (Condicao necessaria)
O método iterativo 2T = MaF + ¢ converge com
qualquer valor inicial 29 se, e somente se, p(M) <
1, sendo p(M) o raio espectral (maior autovalor
em modulo) da matriz de iteracao M.

0 Teorema (Condicao suficiente)
E condicdo suficiente para a convergéncia dos
métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel que
a matriz dos coeficientes A seja diagonal estrita-
mente dominante, ou seja,

mn
aii] > > laiil, i=1,2,...,n.
j=1
JF

[1 Convergéncia nao depende da escolha de 2.
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Critério de parada I

[1 Solucao exata de método iterativo

lim 2 =
k— 00

X.

[1 Critérios de parada

k—xk_lH

|z < el ou [k > kmax
(e

~

[] : tolerancia,
[ Emax: humero maximo de iteracoes.

[ Adotando-se a norma-oco

max ‘x,]f — xlﬁc_l‘
1<i<n v
= —— <¢|
max ’$Z|
1<i<n

0 2F: i-ésimo componente do vetor =¥ obtido na k-
ésima iteracao.

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf 112



Metodo de Jacobi I

[1 Decompor a matriz A, tal que
A=D—-FE —F,

[1 D: matriz diagonal e ' e F': matrizes triangulares
inferior e superior com diagonais nulas.

[1 Sistema linear Ax = b escrito na forma
(D—FE—F)x=b— Dx=(E+ F)x+0b.
[1 Igualdade convertida em processo iterativo

gl = (D—l(E + F)) 4+ D1y —

g1l = JZUk+C.

[1 Matriz de iteracao do método de Jacobi

J=D"YE+ F).
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Forma analoga de deducao I

[] Sistema linear na forma

a11T1 + a12T2 + a13x3 + -+ aipTn = b1
a21x1 + a22r2 + a23x3 + -+ + aopTn = by
a31r1 + a3zpx> + az3r3 + -+ azprn = b3
an1r1 + apoxro + ap3xr3z + - + annrn = bn.

[1 Explicitar z; na -ésima equacao.

[1 Equacoes de iteracoes do método de Jacobi

k+1 _ L k k... _ k

T = g7 (—anh — szl ainzf + b1),
k+1 1 k k k

o = gos (max@l — axsaf — - — aznay + b))

it =1 (—az1zh — azoxh — -+ — azpak + b3) g
k1 — ok ko k

witt = g (—anaf — an2as ann-1%),_1 + bn) |
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Forma matricial |

[0 Forma de recorréncia zF1t1 = Jaf + ¢

p— — p— _ _ p— b —
k+1 __ Q12 _ Qi3 __ Qi k 1
L 0 Q11 a1 Q11 Ly a1
k+1 _axn __ Qo3 __Qon k by
:UQ 22 0 Q22 Q22 an 22
k+1 | — _G:m 4 ) __Q3n zk + bs
333 as3 as3 ass3 3 as3
IZ+1 ._%;._%; 1 0 _xg_ b,

L - L 4 L Ay

—— \ —~ /\_\Z;/ N——

xk'l' 1 J T C

[1 Convergéncia independe do vetor inicial 20,

[1 Vetor inicial
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Algoritmo: meétodo de Jacobi I

Algoritmo Jacobi
{ Objetivo: Resolver sistema Az = b pelo método de Jacobi }
parametros de entrada n, A, b, Toler, IterMax
{ ordem, matriz, vetor independente, }
{ tolerancia e numero maximo de iteracdes }
parametros de saida X, Iter, Erro
{ vetor solu¢dao, numero de iteracdes e condicao de erro }
{ Construcao das matrizes para as iteracdes }
parai« 1 até n faga
r— 1/A(,1)
paraj <« 1 até n faga
sei# jentdo A(i,j) «— A(i,j) xr fim se
fim para
b(i) < b(i) xr; x(i) < b(i)
fim para; Iter «— O
{ Iteracdes de Jacobi }
repita
Iter «— Iter 4+ 1
parai« 1 até n faga
Soma «— 0
paraj < 1 até n facga
se i # jentdo Soma « Soma + A(i,j) *x(j) fim se
fim para
v(i) <« b(i) — Soma
fim para
Normal <« O; Norma2 «— 0O
parai « 1 até n faga
se abs(v(i) — x(i)) > Normal entéo
Normal < abs(v(i) — x(i))
fim se
se abs(v(i)) > Norma2 entdo Norma2 « abs(v(i)) fim se
x(i) « v(i)
fim para
DifMax < Normal/Norma2
escreva Iter, x, DifMax
{ Teste de convergéncia }
se DifMax < Toler ou Iter > IterMax entdo interrompa fim se
fim repita
Erro «+— DifMax > Toler
{ variavel logica: se verdadeiro ha erro e se falso nao ha erro }
fim algoritmo
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Exemplo I

[] Resolver o sistema de equacdoes pelo método de

Jacobi com £ < 107 ° e kmax = 50

(10 3 —2 ] [ x1 [ 57
2 8 —1 o | = | 20 |.
] 1 1 5__373_ _—4_

[1 Matriz diagonal estritamente dominante

[10] > [3[+]=2], [8] > [2]+|-1] e [5] > [1[+]1].

[1 Equacoes de iteracoes

k+1 1 k k
T4 = 15 (—3x2 —- 2x3 -+ 57),

0 Vetor inicial; 29 =1[5,7 2,5 —0,8]".
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao I

15 (=323 + 223 + 57),

8
[
|

r1 = 15 (—3(2,5) + 2(-0,8) + 57) ~ 21 = 4,79;

x% — % (—2369 -+ xg -+ 20),

z3 = £ (-2(5,7) + (-0,8) + 20) ~ 21 = 0,975;
— 1
x% =5 (—az(l) — xg — 4),

v3 =1 (—(57)—(2,5) —4) ~ 2l =244

0 2! =1[4,79 0,975 —2,44]1.

[1 Critério de parada

||x1_x0||00 . maX(|4,79—5,7|, |07975_275|7 | _2744_(_078)|)
||$1||OO N max(|4,79|, |07975|7 | _2744|)

Y

|zt —2%)o  max(0,91; 1,525; 1,64)

= = 0,3424.
|2t ] 0o max(4,79; 0,975; 2,44)
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Resultados obtidos pelo algoritmo I

Solucao de sistema linear pelo

k

© 00 N O O » W N —~ O

[1 Vetor solucao

2 T NS, I R NS, I N NGO,

x1

.70000
.79000
.91950
.01015
.99552
.99869
.00013
.99991
.99998
.00000

R B, O Pk, Pk O Bk O O N

x2

.50000
.97500
.99750
.02600
.99954
.00022
.00045
.99999
.00001
.00001

r ~ 22 = [5,00000 1,00001

metodo de Jacobi

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0

x3 Epsilon
.80000

.44000 3.42380e-01
.956300 9.89938e-02
.98340 1.80933e-02
.00723 5.29725e-03
.99901 1.64413e-03
.99978 2.88007e-04
.00012 9.12629e-05
.99998 2.72243e-05
.00000 4.59167e-06
—2.00000]".
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Exemplo I

[1 Resolver o sistema pelo método de Jacobi com

e << 10_3 e kmax = 50

‘5 2 0 —1][xz1] [ 6]
1 8 -3 2 ||z | | 10
0 1 6 1||xz3| | -5

1 -1 2 9]||lzs| | O

[1 Matriz diagonalmente dominante

5[> 2] + [O] + [=1], [B|>[1]+[=3]+ 2],
61> 0] + [1[ + [1] e [9[> 1| + [ =1 + [2].

[1 Equacoes de iteracoes
xlf_l_l = % (—ng - :BlfL -+ 6>,

k+1 __
o =

0 Vetor inicial; 2° =[1,2 1,25 —0,8333 0]*.
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao I

rt = & (-229+29+6) =1 (~2(1,25) + (0) +6),
= 0,7;
zy = & (—29+ 32§ — 229 + 10)
= &(—(1,2) +3(-0,8333) — 2(0) + 10)=0,7875;
v} = §(-2§— a8 -5) = §(~(1,25)— (0) - 5),

— —1,0417;

1
v = g (—2f + a5 — 2u5)
%(—(1,2) + (1,25) — 2(—0,8333)) = 0,1907.

0 2! =[0,7 0,7875 —1,0417 0,1907]%.
[1 Critério de parada

lzt — 2%l _

[l oo

max(|0,7-1,2|,|0,7875—1,25|,|-1,0417—(-0,8333)|,|0,1907— 0|)
max(|0,7|,]0,7875/|, |-1,0417|,|0,1907|)

|zt — 29|  max(0,5; 0,4625; 0,2084; 0,1907)
|zl]]sc  max(0,7; 0,7875; 1,0417; 0,1907)

—0,4800.
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Resultados obtidos pelo algoritmo I

Solucao de sistema linear pelo metodo de Jacobi
k x1 X2 x3 x4 Epsilon

1.20000 1.25000 -0.83333 0.00000
1 0.70000 0.78750 -1.04167 0.19074 4.80000e-01
2 0.92315 0.72419 -0.99637 0.24120 2.23960e-01
3 0.95856 0.70067 -0.99423 0.19931 4.21369e-02
4 0.95960 0.70751 -0.98333 0.19229 1.10879e-02
5 0.95545 0.71323 -0.98330 0.19051 5.81305e-03
6 0.95281 0.71420 -0.98396 0.19160 2.68474e-03
7 0.95264 0.71402 -0.98430 0.19215 5.56291e-04

[1 Vetor solucao

0,95264 |

7 0,71402

—0,98430
0,19215
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Método de Gauss-Seidel |

[1 Decompor a matriz A, tal que
A=D—-FE —F,

[1 D: matriz diagonal e £ e F' matrizes triangulares
inferior e superior com diagonais nulas.

[1 Sistema linear Ax = b escrito na forma
(D—FE—F)x=b— (D— FE)x = Fx+0b.
[ Forma de iteracao

P = ((D-E)'F)"+(D-E)" b —

Tl = 5ok + q|.

[1 Matriz de iteracao do método de Gauss-Seidel

S=(D-E)"'F.
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Forma analoga de deducao I

[] Sistema linear na forma

a11T1 + a122 + a1323 + - + a1pxn = b1
a21r1 + a22x2 + ap3x3 + -+ agpTn = b
a31r1 + a3z2xr2 + a33x3 + - +azpxn = b3
an1T1 + apoxro> + ap3xr3z + - + anntn = bn.
[1 Explicitar xz; na -ésima equacao.
[1 Equacoes de iteracoes de Gauss-Seidel
.
zith = a—]1-1<—a1233]§ — a13zh — - — aypzl 4 b1),
g;é"‘l = i(—aglxﬁ_i_l - CL23£U]§ — agnwﬁ -|— 52),
z5th = a—iﬁ(—a31m§+l —aznrs Tt — - — azuak + b3>, g
phtl — $<_an1$§+1_an2x1§+1 L an,n—lxﬁi_%+bn) |

[1 Mesmo vetor inicial de Jacobi: |z
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Algoritmo: método de Gauss-Seidel I

Algoritmo Gauss-Seidel
{ Objetivo: Resolver o sistema Ax = b pelo método iterativo de }
{ Gauss-Seidel }
pardmetros de entrada n, A, b, Toler, IterMax
{ ordem, matriz, vetor independente, }
{ tolerancia e numero maximo de iteracdes }
parametros de saida X, Iter, Erro
{ vetor solu¢dao, numero de iteragdes e condi¢cao de erro }
{ Construcdao das matrizes para as iteracdes }
parai« 1 até n faga
r— 1/A(,1)
paraj < 1 até n faga
sei# jentdo A(i,j) «— A(i,j) xr fim se
fim para
b(i) « b(i) *r; x(i) <« b(i)
fim para; Iter «— O
{ Iteracdes de Gauss-Seidel }
repita
Iter «— Iter 4+ 1
parai+«— 1 até n faga
Soma «— 0
paraj < 1 até n faga
se i # jentdo Soma « Soma + A(i,j) *x(j) fim se
fim para
v(i) < x(i); x(i) « b(i) — Soma
fim para
Normal <« O; Norma2 «— O
parai« 1 até n faga
se abs(x(i) — v(i)) > Normal ent&o
Normal « abs(x(i) — v(i))
fim se
se abs(x(i)) > Norma2 entdo Norma2 « abs(x(i)) fim se
fim para
DifMax < Normal/Norma2
escreva Iter, x, DifMax
{ Teste de convergéncia }
se DifMax < Toler ouIter > IterMax entdo interrompa fim se
fim repita
Erro «— DifMax > Toler
{ variavel logica: se verdadeiro ha erro e se falso nao ha erro }
fim algoritmo
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Exemplo I

[1 Resolver o sistema pelo método de Gauss-Seidel
com e < 1072 e kmax = 50

(10 3 —2 ][ 1 [ 57
2 8 —1 xo | = | 20
11 5] |3 -4

[1 Matriz diagonal estritamente dominante
10| > [3]4+]|-2], 8] > [2|+]|—-1] e [5] > |1[+]1].
[1 Equacoes de iteracoes

it =4 ( 32k + 225 + 57)

:ES_H =1 (— k+1 —+ x3 4 20),
xg_l_l = % (—xlf—H — xg_l_l 4>.

[J Vetor inicial

=[5,7 2,5 —0,8]".
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao I

1 1 0 0
T1 = 1g (—3:1:‘2 -+ 2x3 -+ 57),

r1 = 75 (-3(2,5) + 2(-0,8) + 57) ~ 2 = 4,79;
a:% — % (—233% -+ ajg -+ 20),

z3 = £(-2(4,79) + (-0,8) 4+ 20) ~ 23 = 1,2025;

1 _ 1 1 1
m3—§(—x1—x2—4),

z3 = 3 (—(4,79) — (1,2025) — 4)~ 23 = —1,9985.

0zl =[4,79 1,2025 —1,9985]7".
[1 Critério de parada

lzt — 2%l _

1] oo

max(|4,79 — 5,7,]1,2025 — 2,5|,| —1,9985 — (—0,8)|)
max(|4,79|,|1,2025|,| —1,9985|)

)

|zt — 2%l _ max(0,91; 1,2975; 1,1985)
lzl]]ee  max(4,79; 1,2025; 1,9985)

— 0,27009.
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Resultados obtidos pelo algoritmo I

Solucao de sistema linear pelo metodo de Gauss-Seidel

k x1 X2 x3 Epsilon

0 5.70000 2.50000 -0.80000

1 4.79000 1.20250 -1.99850 2.70877e-01
2 4.93955 1.01530 -1.99097 3.78982e-02
3 4.99722 1.00182 -1.99981 1.15396e-02
4 4.99949 1.00015 -1.99993 4.55035e-04
5 4.99997 1.00002 -2.00000 9.55994e-05
6 5.00000 1.00000 -2.00000 5.32440e-06

[1 Vetor solucao

x ~ 2% = [5,00000 1,00000 —2,00000]7.
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Exemplo I

[1 Resolver o sistema pelo método de Gauss-Seidel

com e < 1073 e kmax = 50

‘5 2 0 —177[x 6
1 8 -3 2 ||z | | 10
0 1 6 1||=z3| | -5

1 -1 2 9]||lzs| | O

[1 Matriz diagonal estritamente dominante

5[> 2] 4+ |0] + | =1, [8[> 1] + | =3] + |2],
61> [0[ + [1] + 1] e [9[> 1] + [ =1 + [2].

[1 Equacoes de iteracoes

k+1 ( 2:132—|—:134—|—6>
T = % (—aflf_i_l -+ 3:10’% — 237]2 -+ 10>,

k:—|—1_1( g+1_w§_5>’

k41 _ 1 (_ b+l oy gkl 2xk+1).

0 Vetor inicial: 29 =[1,2 1,25 —0,8333 0]*.
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao I

v = ¢ (—2968 + 29 + 6) =2 (-2(1,25) 4+ (0) + 6),
0

a:% — % <—az% -+ 3:13% — 2332 -+ 10>,
= £ (—(0,7)+3(-0,8333)—2(0) + 10) =0,85;
23 = 1 (—:1:% — 29 5) = 1 (—(0,85) — (0) - 5),

—0,975;

— 1
wélt =3 (—m% + x% — 2:13%),
= £(—(0,7) + (0,85) — 2(-0,975)) = 0,2333.

0 z1 =[0,7 0,85 —0,975 0,2333]7.
[1 Critério de parada

21| oo
me|a|x(||(|),7—1,2|, 10,85—1,25|, |—0,975—(—0,8333)|,]0,2333-0|)
max(|0,7[,]0,85|,|—0,975|,]0,2333|) ’

|zt — 2%  max(0,5; 0,4; 0,1417; 0,2333)
|zl ~ max(0,7; 0,85; 0,975; 0,2333)

— 0,5128.

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf 130



Resultados obtidos pelo algoritmo I

Solucao de sistema linear pelo metodo de Gauss-Seidel
k x1 X2 x3 x4 Epsilon

0 1.20000 1.25000 -0.83333 0.00000

1 0.70000 0.85000 -0.97500 0.23333 5.12821e-01
2 0.90667 0.71271 -0.99101 0.19867 2.08542e-01
3 0.95465 0.70937 -0.98467 0.19156 4.87314e-02
4 0.95456 0.71354 -0.98418 0.19193 4.22999e-03
5 0.95297 0.71383 -0.98429 0.19216 1.61801e-03
6 0.95290 0.71374  -0.98432 0.19216 9.20739e-05

[1 Vetor solucao

0,95290 |

6 0,71374

—0,98432
0,19216 |
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Analise de convergéncia I

0 Erro € na k-ésima iteracio

[0 x: solucdo exata e z*: solucdo aproximada.

0 Para Frl1
Tl = bl _ 0 = (M2F +¢) -z,
FH = M(" +2) ¢ =,
Tl = M + (Mz + ¢ — 2).

[] Tomando o limite

lim 2Ft1 lim MCUk+C—>CL‘:MCC+C.

k— 00 k— 00

[1 Propagacao de erro na forma

ek+1 — Mek.

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf

132



Analise de convergéncia cont. I

[1 Matriz de iteracao M

Mv; = piv;.

00 Erro inicial €Y

n
Q=3 cus
=1

n n

61 — MGO — Z CiMUi — 61 — Z C; 305

[J Similarmente
n n
€2 = Me! = Z ci; Mv;, — €2 = Z ci,uz-zvz-.
1=1 1=1
n
0 Na k-ésima iteracdo: |e¥ = > cipivg .
1=1

0 ||¥|| — O se, e somente se, |u;| < 1.

[0 Taxa de convergéncia controlada por p(M).
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Comparacao dos meétodos iterativos I

[1 Seja Az = b

(05 0,6 03]/ =1 0,2 |
1 1 1 To | = 0 |.
0,4 —-04 1| |z3 | —0,6

[1 Matriz A nao é diagonalmente dominante.

[1 Matrizes de iteracao

0 —-12 —-06
J=DYE4+F)= ~1 0 -1/~
0,4 0,4 0

p(J) = 1,1200;

(0 —-1,2 —0,6 |
S={D-E)'F=|0 12 -04 |~
' 0 0,96 0,08

p(S) = 0,6928.

[0 Raios espectrais: p(J) > 1 e p(S) < 1.

Algoritmos Numéricos Cap.2: Sistemas lineares Ed1.0 (©2001 FFCf 134



Comparacao dos meétodos iterativos I

[1 Seja Az = b

(05 0,6 03]/ =1 0,2 |
1 -1 1 To | = 0 |.
0,4 —-04 1| |z3 | —0,6

[1 Matriz A nao é diagonalmente dominante.

[1 Matrizes de iteracao

0 —1,2 —0,6
J=D Y E+F)= 1 0 1|~
0,4 0,4 0

p(J) = 0,8266:

(0 —-1,2 —0,6 |
S={D-E)'F=|0 -12 04|~
0 0 04|

p(S) = 1,2000.

[0 Raios espectrais: p(J) <1 e p(S) > 1.
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Malcondicionamento I

[]

Sistema linear Az = b

A 1 099],, _[199
— | 0,99 0,98 — | 1,97 |

solucdo exata: = = [1 1]L.

Vetor b = [1,99 1,98]1 ~ b.

Solucdo exata de Ay =b é y = [100 —99]7".

Matriz

A:[ 1 0,99

0,99 0,99] ~ A

Solucdo exata de Az=0b6 2= [2 —1/99]'.

Problemas causados porque A é quase singular
(det(A) = —10—%).

Sistema linear malcondicionado.
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Interpretacio geométrica I

[1 Trés planos definidos por um sistema linear.
[1 Dois planos sao quase coincidentes.

[1 Deslocamento no ponto de intersecao.

Sisterna malcondicionado
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Problemas do malcondicionamento I

0 Solucdo exata de Az =b é x=[1 1]'.

0 Residuo para # = [0,9 1,1]1

s 199 1 099 [09
"= T= 1,97 0,99 0,98 || 1,1

T [10—3

10—3]

[ x# x, mas 7~ 0.

[ Residuo nao €& bom indicador de exatidao de x
quando Ax = b for malcondicionado.

[1 Instabilidade da solucao.

[0 Se A e/ou b forem medidas experimentais.
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Numero de condicao I

[0 Medir singularidade de A por det(A) nao constitui
boa pratica.

[0 det(A) ~ 0 pode nao indicar ocorréncia de um
malcondicionamento.

[ Numero de condicao da matriz
Condicdo(A) = w(A) = ||A||||A7 1],

O || - ||: uma norma matricial qualquer.
[0 Valor de x(A) depende da norma utilizada.

[1 Por exemplo

Amax go A = AT
)\min

/12(14) = A

gmax se A % AT

. Imin

O Xx(A—D =2"14).

[0 Sistema Az = b € malcondicionado se «x(A) > 0.
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Exemplo I

[0 Calcular x2(A) e ko(B) para

5 3 0

1 0,99
A=[ ’ ]eBz —1 8 6
0,99 0,98 4209

[0 Pela definicao de k->(A)

A(A) = (1,9801; —5,0504x107°),

11,9801

= = 3,9206x10%,
| — 5,0504x1072

~ ko(A) =

M BTB) = (2,4548x101;3,7222x101; 1,7423x102)

1,7423x107
2.4548x101

~ ko(B) = J = 2.6641.

[] A: sistema linear malcondicionado.

[1 B: sistema bem-condicionado.
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Sensibilidade da solucao I

[1 Sistema Ax = b e éb: perturbacao em b.

0 Modificacdo §z na solucdo =z = A~ 1b satisfaz
sz = A~ 160,

[J Propriedades das normas consistentes
ANzl > (o]l e lloz]| < [[A™H][6b]

[] Combinando

loxfl _ 166l
< JJANATHIS
] el
loxf 190]
(A) T |
HJJII 19]]

[1 Limite superior ao erro relativo na solucao =x.
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Exemplo I

[] Sistema Ax = b, com
o 1 0,99 1 1,99 o 0
A_[ ’ b_[ 1,97] e ob= [ 0,01 ]

0,99 0,98
0 Sejam z = [1 1]7, ko(A) = 3,9206x10%, ||bll> =
2,8002 e ||6b]|o = 10~ 2.

[] Limite superior ao erro relativo

5 5b

lSall2 _ 4 10bl2
|z||2 16]]2

) 102

I5zll2 _ 3 950610 — 1,4001x102.
1z 2.8002

[ Com &b, = variou de [1 1] para [100 —99]1 —
dx = [100—1 —99—1]1 ~s ||6z|» = 1,4072x102.

[0 Sendo ||z||p = 1,4142, na realidade,

|6zl 1,4072x107

— 9,9505x101.
2||2 1,4142

[] Esta dentro do limite previsto.
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Perturbacao em A I

[ Seja
(A+6A)(z+6z) = b —
Ax + Adx + 6A x + 0A éx = b~
A dx = —0A(x + ox).

[J Tomando as normas consistentes

|6a|| < |ATH[lI6A |z + sz,

) 0A
ol _ - 1941
|+ 6z 4]

[1 Maior malcondicionamento de Ax = b, maior in-
fluéncia de /A em A na solucao =z.

[1 Coeficientes de A conhecidos com precisao de 4
decimais e k(A) = 103, x pode ter precisdo de 1
decimal.
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Exemplo I

[] Sistema Ax = b, com

B 1 099] . [1,9 o o
A‘[o,99 0,98 ] b‘[ 1,07 ] 5‘4_[0 0,01 ]

0 Sejam ro(A) = 3,9206x10%, |[6A|l, = 1072 e

|All> = 1,9801.
1 Erro relativo
5 A
|62 < @(A)II ||2’
|z + dx]|2 |A]l2
) 102
lox]l2 < 3,9206x10% — 1,9800x102.
|z + dz|| 1,9801

[ Com JA, = variou de [1 1]1 para z =[2 —1/99]'.
0 Variacdo na solucdo éz = [2—1 —1/99—1]7.

1 Erro relativo real

|0z]2  1,4214
|z 4 sz|l2  2,0000

= 7,1070x10" 1.

[1 Esta dentro do limite previsto.
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