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Ajuste de Curvas

Notas complementares

Ajuste de Curvas

= Aplica-se nos seguintes casos:
= Extrapolagdo: valores fora do intervalo tabelado
= Valores com erros (provenientes de observagdes)
= Consiste em:

= Determinar pardmetros que definem uma fungdo
(curva) média para representar os dados

= Exemplo: Regressd linear

= Encontrar os pardmetros de uma reta que
aproxime os dados observados de um experimento

= Modelo para b medido em fungdo de t:
b=c+d-t

Regressdo Linear

= Exemplos de fendmenos modelados
linearmente:

= Movimento uniforme -- b: posigdo, : tempo, d:

= Custo de produzir pegas - b: custo total, +: nimero
de pegas, c: custo fixo para iniciar a produgdo, d:
custo dependente do niimero de pecas

= Medida de deformagdo - b: deformagdo, t: carga,
c: posigdo de repouso, d: coeficiente de
deformagdo




Regressdo Linear

= Vdrias medidas (b;,t;):
= Se tivesse apenas 2 medidas, existe uma Unica
reta: caindo no caso da interpolagdo (curva que
passa por todos os pontos)

= Havendo mais pontos, o sistema de equagdes
resultante é superdeterminado. Se ndo hd solugdo,
o sistema pode ser utilizado para encontrar valores
para os pardmetros que se aproxime o mdximo de
uma eventual solugdo assumindo que existe erro
(estatisticamente distribuido) dos dados de
entrada.

Regressdo Linear

* Para m medidas (observagoes):

c+d-t,=b
c+d-t,=b,

c+d-t,=b,

Forma matricial:

Sistema Ax=b
superdeterminado.

Pode ndo ter
solugdo, depende
ndo sé de A, mas
também de b.

Sistemas Superdeterminados

= Encontramos uma "solugdo” que minimize os
residuos
* Os residuos sdo obtidos como um vetor

= Deve-se escolher um critério para minimizar:
alguma norma vetorial

ay X, +a,x, =b, L =ay,x +apx, —b
ay X, +ayx, =b, I =y X +ay,x, —b,

X, +ayx, = b, Iy = Ay X, + dyx, — by

Critérios sobre os residuos

* Norma L-1 (Manhatan)

E =r|+[r,|+]n|

= Norma L-o (Chebyshev)

r3|}

E= max{|r1|,|r2

’

= Norma L-2 (Euclides)

2 2 2
E=\nr+r"+r




Método dos Minimos Quadrados

= Buscamos os valores dos pardmetros que
minimizam o quadrado da norma euclidiana dos
residuos:
= A func¢do é diferencidvel em relacdo ao residuos.

* O termo é quadrdtico, sendo a derivada linear,
obtemos um sistema linear a resolver.

E=r12+r22+r32 oE
— =0

v E-0 . |%
(x1,%5) - a_E_O

ox,

Método dos Minimos quadrados
E=(a,x, +a,x, —b])2 +(ayx, +ayx, —bz)2 +(ayx, +asx, —b3)2

2(ay X, + a,x, —b)ay,

oE
gz +2(ayx, +ayx, —by)a,; =0
! +2(ayx, +ayx, —by)as,
2(ay X, +apx, —b)a,
oE
—= +2(ayx, +ayx, —by)a,, =0
ox,

+2(ayx, + apx, —by)a,,

Reagrupando...

Método dos Minimos Quadrados

= Obtemos o sistema linear, chamado "sistema
de equagbes normais”, cuja solugdo ¢ a
"solugdo de minimos quadrados” do sistema
superdeterminado.

(@@, + ayay) + a3,05) %, + (Q,0y, + Ay, + A3505) X, = a,,by +ay,b, + ay by

(A0 + Aty + a3a5) X, + (A1, + Ayay + A3,03) X, = ayby +ayb, +aypbs

Minimos quadrados (forma matricial)

= A solugdo de minimos quadrados do sistema
superdeterminado
Ax=b
¢ equivalente a solugdo do sistema:
ATAx=ATb.

= Observe que ATA é uma matriz quadrada e
simétrica, levando a uma solugdo pelo método
de Cholesky.

= Como x=(ATA)!ATb, a matriz (ATA)!AT ¢
chamada pseudo-inversa da matriz A.




Regressdo Linear

= Voltando ao caso da regressdo linear:

1 g b,
Lot c| | b
: ‘M_ :
1 ¢, b,

Multiplicando ambos lados pela transposta:

1 g b,
L L - 1L g|jc| |1 1T - 1)b
|:t1 Ly = Z,Jf .|:d}_|:t1 L = Z,J E
1, b
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Regressdo Linear
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Ajuste de reta

Exemplo

c+2d=3 1 2
1 1
2 |3 A"Ax=A"b
3 2|c 5
= 7
2 6|d 6 b=
c=2, d=ﬂ
7 7

t+ |b c—d=1 1 -1
c+d=1 __, |1 1 [C}z
-1 |1 _— d

Melhor reta é
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Ajuste de pardbola

b=c+d-t+e-t*
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Mal-condicionamento da matriz de ajuste

= Supondo que o conjunto de amostra foi obtido
para todos pontos no intervalode O al,a
matriz de regressdo seria a seguinte:

1 1 L )
Idx J.xdx J.xzdx LA
R R N A A
dex Ixzdx J.XSdX /A
0 0 0
1 1 L
J‘xz o J'x3 dx J' 'dx| Queéafamosa matriz de
. 0 0 Hilbert, cujo nimero de

condigdo cresce muito rdpido
com sua dimensdo.

Aproximagdo por uma base de fungdes
genéricas

= Definimos:

= Fungdo f(x) € a que queremos aproximar e da qual
temos apenas observagdes amostradas nos pontos:
X;, l<zic=m

= Uma sequéncia de fungdes gj(x), 1<=j<=n, que forma
uma base defungdes, ou seja, sdo linearmente
independentes nos pontos x;.

= A fungdo aproximadora ¢(x) € uma combinagdo
linear das fungdes da base, cujos coeficientes q;
devem ser obtidos

¢(X) :algl(x)+05282(x)+"'+05,,8,,(x)

Ajuste por base de fungoes

= Os coeficientes sdo determinados de forma a
minimizar a norma dos residuos nos pontos
amostrados

E=|f(x)-e)|

Essa norma pode se basear no critério dos minimos
quadrados aplicado nos pontos observados

B o) = (f(x)-p(x)

i=l

2
E(al,aQ,---a,,)=Z[f<x,->—2a,-g,-<x,->J
j=1

i=1

= Calculam-se as derivadas parciais em fungdo
de cada pardmetro aj e iguala-se a zero para
obter o minimo E.

m

Vil<j Sl’l{iif:2Z|:f(x,-)_zn:akgk(x[):|’[_gj(xi)]z()

Antes de abrir o sistema de equagdes e isolar
as incégnitas (os pardmetros a;), vamos definir
uma notagdo para os somatérios dos produtos
das fungdes nos pontos observados...




= Definimos o produto escalar de duas fungdes
em relagdo a um conjunto de pontos

observados:

<g1’gz>zzgl(xi)'gz(xi)

Decorre uma definigdo de norma (ao quadrado):

<g1,g1>=i

[gl (x; )]2

= Agora, expandindo o sistema de equagdes
normais, obtemos:

(81.8) (2-8) - (gna) e [(anf)
<ngg1> (gz,_g2> 5 (gz,.g) % |_ (gzjf>

(8::81) (8.82) =+ (gmgu)]l@] [(8.1)
Observe a simetria do sistema obtido, dado que
(81:82)=(82.81)

Assim, uma vez calculados os produtos internos,
pode-se resolver o sistema por Cholesky e obter
os coeficientes que definem a fungdo ¢(x).

Exemplos de bases de fungdes

gl(x)zl
g, (x)=x
g3(x)=x2

g,(x)=1
g, (x)=x

8;(x) = %xz -3
Legendre

g (x)=1

g,(x) =cos(x)
g;(x) =sin(x)
8,(x)=cos(2x)
g5(x) =sin(2x)
8¢(x) =cos(3x)
g,(x) =sin(3x)
Trigonométrica (Fourier)

Caso continuo

- E possivel estabelecer um caso continuo, em
que se conhega a fungdo f(x) e se deseja
obter a aproximagdo ¢(x) mais aderente em
uma dado intervalo.

= O critério de minimos quadrados € entdo:

E=([[f()-pfdx

E o produto interno das fungdes é definido por

(21-82) = [ 81(x0)- g, (x)alx




Base ortogonal

* Uma base ortogonal é definida pela
propriedade:

<gi,g_,~>={ 0,sei#j

#0,sei=j (=1 se ortonormal)

Nessas condigdes, o sistema a ser resolvido passa a

ser diagonal.
<gl’gl> 0 0 a, <g1’f>
0 <g2,g2> 0 a, _ <g2’f>
0 0 - (ena) @] (g f)

Base ortogonal

= A ortogonalidade vai depender do conjunto de
pontos observados ou do intervalo de
integragdo

= A base trigonométrica serd ortogonal para
integragdo de O a 2m.

g/ (x)=1 *A base de Legendre serd

_ ortogonal para integragdo
8>(x)=x no intervalo de -1a1
g;(x) = % x* _%

Base ortogonal

* Uma base ortogonal pode ser obtida através
dos passos de Gram-Schmidt.

= Sejam as fungdes a(x), b(x) e c(x) uma base
(lin. indep. Portanto), determinamos uma base
ortogonal a'(x),b'(x),c'(x):

a'(x)=a(x)

, (d\b) ,
b'(x)=b(x) —Wa (x)

, (e.,b) ,
c(x)=c(x)- 0.5) b(x)—

<<;,’ C;>> d(x)

Decomposicdo QR

= Vamos aplicar os passos da ortogonalizagdo de
6ram-Schmidt nas colunas de uma matriz.

5 1 1
b=b-2Za=|0|-1l0|=| 0
aa - .
ol [1] |-
T T
b




Decomposicdo QR

Observe que a matriz € obtida a partir de uma
transformagdo triangular da matriz original.
Normalizamos as colunas...

AN Y5 Vg O
0 0 1 o= 0 0 1
I =40 Ja Jp°

A matriz Q € ortonormal, de forma que Q™Q=I
Podemos obter a matriz R através de R=QTA

A decomposicdo A=QR ¢ obtida, com Q ortonormal
e R triangular superior.




