7. Eq. diferenciais ordinarias |

7.1 Solucao numérica de EDO.

7.2 Métodos de Runge-Kutta.

7.3 Métodos de Adams.

7.4 Comparacao de métodos para EDO.

7.5 Sistemas de equacdoes diferenciais ordinarias.

7.6 Estudos de caso:
[1 Controle de poluicao.
[1 Deflexao de viga.

7.7 Exercicios.

Algoritmos Numéricos Cap.7: Eq. diferen. ordinarias Ed1.0 (©)2001 FFCf 1



Equacoes diferenciais ordinarias I

[J Ferramentas fundamentais para modelagem ma-
tematica de varios fenOmenos fisicos, quimicos,

bioldgicos etc.

[1 FenOmenos sao descritos em termos de taxa de
variacao.

[] Taxa de variacao da corrente : em funcao do tem-
po t, em um circuito RL

di(t) V —i()R
dt L

Y

onde V: tensao entre dois pontos do circuito, R:
resisténcia e L: indutancia.

[1 Equacao diferencial ordinaria de primeira ordem.

[1 Ordinaria visto que a corrente 2 € funcao apenas
de uma variavel independente, o tempo ¢;
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Solucao de EDO I

[1] Se funcao definida em termos de duas ou mais
variaveis, ter-se-ia uma equacao diferencial parcial

0%u(z,y) n 0%u(z, y)

92 902 — 0 (Equacdo de Laplace).
£ Yy

[ EDO € de primeira ordem quando a derivada de
maior ordem é de ordem 1.

[ Quando a equacao contiver uma derivada de or-
dem n, ela é dita EDO de ordem n

d2i(t di(t 1 dv (t

(B 4 pdi® | 1,0 AV

L —1
dt2 dt C dt

sendo C' a capacitancia do circuito.

[1 Solucao de EDO € a funcao que satisfaz a equacao
diferencial e certas condicoes iniciais na funcao.

[l Resolver EDO analiticamente € encontrar uma so-
lucao geral contendo constantes arbitrarias.

[1 Determinar essas constantes de modo que a ex-
pressao combine com as condicOes iniciais.
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Solucao numeérica de EDO I

[]

Métodos analiticos sao restritos apenas a algumas
formas especiais de funcao.

Nem toda EDO tem solucao analitica.
Métodos numeéricos nao possuem tal limitacao.

Solucao numeérica € obtida como uma tabela de
valores da funcao em varios valores da variavel
independente.

Solucao analitica € uma relacao funcional.

Praticamente qualquer EDQO pode ser resolvida
numericamente.

Se as condicoes iniciais forem alteradas, toda a
tabela deve ser recalculada.

Métodos numeéricos para a solucao de equacoes di-
ferenciais ordinarias, sujeitas as condicoes iniciais.
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Problema de valor inicial |

[0 Problema de valor inicial (PVI) de primeira ordem

{ y = f(z,v), y(a) =,

a<xr<be—oo<y<oo.

[0 Solugao do PVI é uma funcao y = y(x) continua e
diferenciavel que satisfaz o PVI.

[1 Teorema estabelece as condicOes suficientes para
a existéncia de uma unica solucao do PVI.

[0 Teorema (Lipschitz)
Seja f(xz,y) uma funcao definida e continua para
todo (z,y) na regidao D definida por a <z < b e
—oo <y < oo, sendo a € b numeros finitos, e seja
uma constante L tal que

Hf(xay)'_zf(xay*)u S;IAM/__y*H

seja valida para todo (z,v), (z,v*) € D. Entao,
para algum 7, existe uma unica solucao y(xz) do
PVI, onde y(x) é continua e diferenciavel para to-
do (z,y) € D.

[1 A inequacao é conhecida como uma condicao de
Lipschitz e L como uma constante de Lipschitz.
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Meéetodos numeéricos para EDO I

[0 Calcular aproximacao y; da solucao exata y(x;) do
PVI nos pontos

r; = a + 1h, h:7a7 1 =0,1,2,...,m,
m

onde m é o numero de subintervalos de [a,b] € h
€ O incremento ou passo.

[1 Solucao numeérica do PVI sera uma tabela conten-
do os pares (z;,vy;) sendo que

y; ~ y(x;).
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Método de Euler |

[0 Seja uma expansao da solucao exata y(x), em série
de Taylor, em torno do valor inicial zq

]’L2

y(zo + h) = y(zo) + hy'(z0) + Ey”(%) + ...

[1 Truncando a série apos o termo de derivada pri-
meira, sendo r1{ = xg + h € y; uma aproximagao

de y(z1) e sabendo que ¢ = f(z,vy)

y1 = yo + hf(zo,v0)-

[J Sucessivas aproximacdes y; de y(x;) podem ser ob-
tidas pela formula de recorréncia

Vi1 =y + hf(xi,y;) |

[] FOormula conhecida como método de Euler.

[1 Leonhard Euler prop0s este método em 1768.
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Algoritmo: Euler para solucao de PVII

Algoritmo Euler
{ Objetivo: Resolver PVI pelo método de Euler }
parametros de entrada a, b, m, yO
{ limite inferior, limite superior }
{ nidmero de subintervalos e valor inicial }
pardmetros de saida VetX, VetY
{ Abscissas e solu¢ao do PVI }
h—(b—-—a)/m;x«+a;y+«y0
Fxy « f(z,y)
{ Avaliar f(x,y) em z =29 €y =1y }
VetX(1l) «— x; VetY(1) «— vy
parai« 1 até m facga
X<«<—a—+ixh
YV «— VYV + hxFxy
Fxy « f(z,y)
{ Avaliar f(z,y) em ez =z, e y=1y; }
escreval, X, Yy, Fxy
VetX(i4+ 1) «—x; VetY(i+ 1) «— vy
fimpara
fimalgoritmo

Algoritmos Numéricos Cap.7: Eq. diferen. ordinarias Ed1.0 (c)2001 FFCf 8



Exemplo I

[1 Calcular a solucao do PVI

y =2 —2y+1, com y(0) =1,

no intervalo [0, 1], com m = 10 subintervalos.

© 00 N O O » W NN - O

-
o
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Metodo de Euler

X

.00000
.10000
.20000
.30000
.40000
.50000
.60000
.70000
.80000
.90000
.00000

©O O O O O O O O O O+

y

.00000
.90000
.83000
. 78400
. 75720
. 74576
. 74661
. 75729
. 77583
.80066
.83053

f(x,y)
.00000
. 70000
.46000
.26800
.11440
.00848
.10678
.18543
.24834
.29867
.33894
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Comparacao com A = 0,1 I

[] Solucao exata do PVI

y(x) = %(36_26 + 2z + 1).

i Xy Y; ly; — y(x;)|
O] 0,0 1,0000 0,0000
1|0,1 ] 0,9000 0,0140
210,21 0,8300 0,0227
310,3]0,7840 0,0276
410,4|0,7572 0,0298
510,51|0,7458 0,0301
60,60, 7466 0,0293
710,70, 7573 0,0277
810,8|0,7758 0,0256
90,9 0,8007 0,0233
10| 1,0 | 0,8305 0,0210

[] Método de Euler com h = 0,1 sO forneceu uma

decimal exata para o PVI.
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Comparacao com h = 0,01 I

i | Y; ly; — y(x;)]
O] 0,0] 1,0000 0,0000
10| 0,1 ] 0,9128 0,0012
20| 0,2 | 0,8507 0,0020
30| 0,3]|0,8091 0,0025
40 1 0,4 | 0,7843 0,0027
50| 0,5|0,7731 0,0028
60| 0,6 |0,7732 0,0027
70| 0,7 | 0,7823 0,0026
80| 0,8 0,7990 0,0024
90 1 0,9 ] 0,8217 0,0022
100 | 1,0 | 0,8495 0,0020

[1 Reducao do passo h para 0,01 melhorou a solucao
numeérica do PVI.

[1 Exatidao da solucao é melhorada quando o valor
do passo for reduzido.
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Definicoes I

[0 Definicao (Passo simples)
Um método é de passo simples quando a apro-
XiMagao y;41 for calculada a partir somente do
valor y; do passo anterior. Sendo ¢ a funcao in-
cremento, um método de passo simples é definido
na forma

Vi1 = ¥i + ho(xs, v h).

[ Definicao (Passo multiplo)
Sejam os p valores y;, y;—1,%i—2,- -, Yi—pt1 Previa-
mente calculados por algum método. Um método
é de passo multiplo se estes p valores vy;, vy, 1,Yi—2,
., Yi—p+1 forem utilizados para calcular y;1 1, pa-
rat=p—1, p,p+1, ....m—1.
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Definicoes cont. I

[0 Definicao (Erro local)
Supondo que o valor calculado por um método
de passo k seja exato, isto &, y; 4, = y(:L'Z-_H-) para
j=0,1,...,k—1, entao o erro local em z,,, €
definido como

itk = Y(Titk) — Yitk-

[ Definicao (Ordem)
Um método de passo simples tem ordem ¢ se a
funcao incremento ¢ for tal que

y(x + h) = y(z) + ho(z,y; h) + O(hIT1).
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Definicoes cont. I

[ Definicao (Consisténcia)
Um método numérico € dito consistente com o
PVI se a sua ordem g > 1.

[0 Definicao (Convergéncia)
Um método de passo k € convergente se, para o
PVI,

lim vy, = y(x;), th=x —a
h—>0yz y(x;)

é valido para todo = € [a,b], e os valores iniciais
sao tais que
lim vy:(h) = ' =0,1,....k—1.
h_}()y]( )=mn,J 1,0,

[1 Consisténcia significa que a solu¢cao numérica cor-
responde a solucao do PVI.

[1 Consisténcia limita a magnitude do erro local co-
metido em cada passo.

[1 Estabilidade controla a propagacao do erro duran-
te os calculos.

[ Um método é convergente se ele for consistente e
estavel.
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Métodos de Runge-Kutta I

[1 Exatidao dos resultados pode ser melhorada se o
passo h for reduzido.

[1 Se exatidao requerida for elevada, esta metodolo-
gia pode acarretar grande esforco computacional.

[1 Melhor exatidao pode ser obtida mais eficiente-
mente pela formulacao denominada meétodos de
Runge-Kutta.

[ C. D. T. Runge desenvolveu o primeiro método
em 1895.

[0 M. W. Kutta elaborou a formulacao geral em 1901.

[ Runge-Kutta sao métodos de passo simples.
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Métodos de Runge-Kutta explicitos I

[1 Forma geral de métodos explicitos de s estagios
Yi+1 = yi+ho(xi,yi h),
¢(x,y; h) =b1k1+boko+. ..+ bsks,
k1= f(z,y),
ko = f(z + coh,y + az1hk1),
k3 = f(xz + c3h,y + h(az1k1 + azoks)),
ks= f(x + csh,y + h(asikr + ... +ass—1ks—1)),

a, b, c: constantes de cada método particular.

[1 Constantes exibidas na notacao de Butcher

0
Cc2 | a21
¢z | azl1 az2
Cs | Qg1 Qg2 ... QAggs—1
by by ... bg_1 bs

Algoritmos Numéricos Cap.7: Eq. diferen. ordinarias Ed1.0 (c)2001 FFCf
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Métodos de segunda ordem I

[ Seja a expansao em série de Taylor, na qual as
derivadas em y sao escritas em termos de f, a
partir de dy/dx = f(x,y)

h2
Yi+1 = i + hf(ziy;) + Ef/(% y;) + ...

[1 Seja

=L L ) =G 1

/ — e —_ Y
f(w’y)_da; Oxdx Oydx ox

[0 Simplificando a notacao f; = f(x;,v;).

[1 Sendo
af; _ of af; _ of
10f; 1 .0f;
AP N ST N2 e JaCaC |
Yi+1 y; + hf; + <2 O +2fzay>
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Métodos de segunda ordem cont. I

[1 Forma geral em termos de k1 e ko

Yi+1 = Yi + bihf(xi, yi) + boh f(x; + coh, yi + as1hf(xi, yi)).

0 Expandindo f(x,vy), em série de Taylor, em termos
de (z;,y;).
[ Retendo somente os termos de derivada primeira

0 fi 0 fi
hf; )
5 + as1hf By

f(xi + c2h,yi + ac1hf(xi,y:i)) = fi + c2h

[1 Substituindo na equacao anterior

Ofi Ofi
o + as1hf; oy )

Yi+1 = Yi + bihfi + boh (fi + coh

[1 Rearranjando

+ boaoi fi

of; of;
yir1 = ;i + h(by + b2) f; + h° (bQCQ / / )
oz oy

[1 Comparando com

2 Ox + §fi oy

Vir1 = i + hfi 4+ h2 (18]”@' 1 8]02')-
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Métodos de segunda ordem cont. I

[1 Sistema nao linear com 3 equacdes e 4 incognitas

b1 +bp =1,
boco = 1/2,
boar1 = 1/2.

[ Variedade de métodos de segunda ordem

Yit1 = Y; T+

h(byf(zi, i) + bof(z; + coh,y; + an1hf(zi,v5)))-
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Método de Euler modificado |

[ Método de Runge-Kutta de segunda ordem

Yit1 = Y; T+

h(byf(zi, i) + bof(z; 4+ coh,y; + an1hf(zi,v5)))-

[1 Constantes do método na notacao de Butcher

o)
2

az1

b1

bo

0
— 1/2

1/2

O 1

[ Forma do método de Euler modificado

Yitl = ¥i T+ hf(

h

iUi-I-E,yz'

+ gf(% yi)) :
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Meétodo de Euler melhorado I

[ Método de Runge-Kutta de segunda ordem
Yit1 = Y; T+

h(byf(zi, i) + bof(z; 4+ coh,y; + an1hf(zi,v5)))-

[1 Constantes do método na notacao de Butcher

0 O
co | anq — 1| 1 :
b1 by 1/2 1/2

[ Forma do método de Euler melhorado

h
Yit1 = Y T E(f(ai‘z', yi)+ f(x; + h,yi+hf(x,v:))) |
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Comparacao dos métodos de Euler I

[1 Comparar a solucao do PVI

y = —2zy?, com y(0) = 0,5;

no intervalo [0, 1], com m = 10 subintervalos.

[] Solucao exata

1
y(z) = — gt

i| 2 | lyE —y(@)| | lyEMCd — y(z)| | lyEMe! — y(z;)]
0|0,0 0 0 0
1/0,1]2,49x1073| 1,24x10°° 1,24x107°
210,2|4,80x1073| 4,76x107° 2 32x107°
3/0,3/6,73x1073| 9,83x107° 2.97x107°
4/10,4|8,11x1073| 1,55x10~% 2,89x107°
5/0,5|8,88x1073| 2,06x107% 1,91x107°
6/0,6|9,04x10°3| 2,45x10°% 2 60x10-8
710,7|8,69x1073| 2,67x10% 2,70x107°
8/0,8|7,94x1073| 2,71x10~% 5,96x107°
9/0,9|6,93x1073| 2,50x10~% 9,48x107°
10/1,0|5,77x1073| 2,35x10~% 1,30x10~4
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Metodos de quarta ordem I

[1 Mesmo desenvolvimento para obter métodos de
Runge-Kutta de ordem mais elevada.

[1 No caso de quarta ordem, obtém-se um sistema
nao linear com 11 equacdoes e 13 incognitas.

[ Método classico de Runge-Kutta.

[1 Constantes na notacao de Butcher

0
1/2|1/2
1/2| 0 1/2

110 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6.
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Algoritmo: Runge-Kutta de ordem 4 I

Algoritmo RK4
{ Objetivo: Resolver PVI por Runge-Kutta de ordem 4 }
parametros de entrada a, b, m, yO

{ lim. inf., lim. sup., num. subintervalos e valor inicial }
parametros de saida VetX, VetY

{ Abscissas e solucao do PVI }

h«— (b—a)/m; xt«— a; yt«—y0

VetX(1) « xt; VetY (1) «— vyt

escreva O, xt, yt

parai+«— 1 até m faga
X «— Xt; y «— vyt
Kl «— f(x,y); { Avaliar f(z,y) }
X—xt+h/2;y—yt+h/2xkl
K2 «— f(x,y); { Avaliar f(z,y) }
y — yt+h/2 % k2
kK3 «— f(x,y); { Avaliar f(z,y) }
X«—xt+h;y«—yt+ h=x*k3
k4 «— f(xz,y); { Avaliar f(x,y) }
xt—a—+ixh;yt—yt+h/6x*(kl 4+ 2x*(k2+ k3) + k4)
escreva i, Xt, yt
VetX(i+ 1) « xt; VetY(i+ 1) «— vyt
fim para

fim algoritmo
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Exemplo I

[1 Calcular a solucao do PVI
! ___ -
y =x—2y—+1, com y(0) =1,

no intervalo [0, 1], com m = 10 subintervalos.

Metodo de Runge-Kutta - ordem 4

i X y

0O 0.00000 1.00000
1 0.10000 0.91405
2 0.20000 0.85274
3 0.30000 0.81161
4 0.40000 0.78700
5 0.50000 0.77591
6 0.60000 0.77590
7 0.70000 0.78495
8 0.80000 0.80143
9 0.90000 0.82398
10 1.00000 0.85150
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Influéncia do passo h I

Om=10—h=0,1

T Yi lyi — y(xi)]
0,0 [ 1,0000 0
0,1 0,9141 | 1,94x10°°

0,2 | 0,8527 | 3,17x10°°
0,3]0,8116 | 3,89x10°°
0,4 | 0,7870 | 4,25x10°°
0,7759 | 4,35x10°°
0,6 | 0,7759 | 4,27x10°°

0,7850
0,8014
0,8240

4, 08x10°°
3,82x10°°
3,52x10°°

COWOW~NOUAWNKR O
©
ol

0,8515 | 3,20x10°°

=

i Yi lyi — y(x;)|
1,0000 0
10 | 0,1 | 0,9140 | 1,66x1010
20 | 0,2 | 0,8527 | 2,73x10°10
30| 0,3|0,8116 | 3,35x10°10
40 | 0,4 | 0,7870 | 3,66x10710
50 | 0,5 | 0,7759 | 3,74x10710 |
60 | 0,6 | 0,7759 | 3,68x10°10
70 | 0,7 | 0,7849 | 3,51x10°10
80 | 0,8 | 0,8014 | 3,28x10°10
0,9
1,0

90 0,8240 | 3,03x10°10
100 0,8515 | 2,75x10°19
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Método de Runge-Kutta-Fehlberg I

[] Verificar se um método de Runge-Kutta produz
valores dentro da exatidao desejada.

[1 Recalcular o valor de y;41 no final de cada inter-
valo, utilizando o passo h dividido ao meio.

[1 Valor aceito se houver apenas uma pequena dife-
renca entre os dois resultados.

[1 Caso contrario, h deve ser dividido ao meio até
que a exatidao desejada seja alcancada.

[] Esta estratégia pode requerer um grande esforco
computacional.

[1 Processo proposto por E. Fehlberg utiliza dois mé-
todos de ordens diferentes, um de ordem 4 e outro
de ordem 5.

[1 Compara valores de y; 1 obtidos nos dois casos.

[ Método de Runge-Kutta-Fehlberg € considerado
método de ordem 4.
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Método de Dormand-Prince |

1 J. R. Dormand e P. J. Prince propuseram método
similar ao de Runge-Kutta-Fehlberg, porém de or-
dem 5.

[1 Acrescentada uma linha e; contendo os coeficien-
tes para calcular os erros globais.

[0 Sao as diferencas entre y; 1 obtido pelo processo
de ordem 5 e 0 de ordem 4

0

1, 1

5| 5

3] 3 9

10| 40 40

4| 44 _56 32

5| 45 15 9

819372 25360 64448 _ 212

0 | 6561 2187 6561 729

1/9017 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656

1] 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 2187 11 §
384 1113 192 6784 84

o |71 o __71 71 _ 17253 22 _ 1

i 57600 166905 1920 339200 525 40"
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Algoritmo: Dormand-Prince I

Algoritmo DOPRI(5,4)
{ Objetivo: Resolver um PVI pelo método de Dormand-Prince }
pardmetros de entrada a, b, m, y0
{ limite inferior, limite superior, num. subintervalos e valor inicial }
parametros de saida VetX, VetY, EG
{ Abscissas, solu¢cao do PVI e erro global }
{ Parametros do método }
a2l «— 1/5; a31 «— 3/40; a32 «— 9/40; a4l «— 44/45; a42— 56/15
a43 — 32/9; a51 — 19372/6561; a52 «— —25360/2187
ab3 «— 64448/6561; ab4 «— —212/729
a6l «— 9017/3168; a62 «— —355/33; a63 «— 46732/5247; ab4 — 49/176
a65 «— —5103/18656; a71 «— 35/384; a73 «+— 500/1113; a74 «— 125/192
a75 «— —2187/6784; a76 «— 11/84
c2+—1/5;c3+3/10;c4+«—4/5;,c5+8/9;¢c6«—1;c7—1
el «— 71/57600; €3 «— —71/16695; e4 «— 71/1920
e5 «— —17253/339200; e6 «— 22/525; e7 «+— —1/40
h«— (b—2a)/m; xt« a; yt — y0
VetX(1) « xt; VetY (1) « vt; EG(1) — 0
escreva O, xt, yt
parai« 1 até m faga
XXty <yt
kl «— hx f(z,y); { Avaliar f(xz,y) }
X+—Xt+c2x*xh; y+—vyt+ a2l xkl
k2 «— hx f(z,y); { Avaliar f(xz,y) }
X«—xt4+c3xh; y«—yt+a31xkl 4+ a32x*xk?2
k3 «— hx f(z,y); { Avaliar f(xz,y) }
X+—Xt+cdxh;, y«—vyt+ a4l xkl 4+ ad42 xk2 4+ a43 x k3
k4 «— hx f(x,y); { Avaliar f(xz,y) }
X«—Xt+chbxh;, y«—yt+4+ablxkl 4+ ab52 k2 + ab53 xk3 4 ab4 x k4
kK5 «— hx f(z,y); { Avaliar f(xz,y) }
X —Xxt+c6xh; y—yt+ab6lxkl4+ab62+x+k2+4+a63xk3+a64+xkd+a65xk5
k6 — hx* f(z,y); { Avaliar f(x,y) }
X+—Xt+c7xh;, y—yt+a71xkl+a73xk3+a74xkd+a75xkb+a76xk6
K7 «— hx f(z,y); { Avaliar f(x,y) }
Xt<—a—+ixh
yt—yt+a71xkl +a73«xk3+a74xkd 4+ a75x k5 + a76 x k6
ErroGlobal «+ el x k1l +e3 x k3 + e4 x k4 + e5 x k5 + €6 « k6 + e7 « k7
VetX(i+ 1) «— xt; VetY(i+ 1) «— vt; EG(i+ 1) «— ErroGlobal
escreva i, xt, yt, ErroGlobal
fim para
fim algoritmo
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Exemplo I

[1 Calcular a solucao do PVI

y =2 —2y+1, com y(0) =1,

no intervalo [0, 1], com m = 10 subintervalos.

© 00 N O O » W NN P O

I
o

P O O O O O O O O O o

Metodo de Dormand-Prince

X

.00000
.10000
.20000
.30000
.40000
.50000
.60000
. 70000
.80000
.90000
.00000

©O O O O O O O O O O+

y

.00000
.91405
.8b5274
.81161
. 78700
. 77591
. 77590
. 78495
.80142
.82397
.85150

w H» OO N O P, P = N

Erro

.100e-07
.719e-07
.408e-07
.153e-07
.436e-08
.725e-08
.325e-08
.179e-08
.240e-08
.471e-08
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Solucao por Dormand-Prince I

[l m = 10 subintervalos

i | @i Yi lyi — y(x;)]
0 1,0000 0
1 0,9140 | 1,52x10°8
2 0,8527 | 2,49x10°8
3 0,8116 | 3,05x10°8
4 0,7870 | 3,33x10°8
5 0,7759 | 3,41x10°8
6 0,7759 | 3,35x10°8
7 0,7849 | 3,20x1078
38 0,8014 | 3,00x10°8
9 0,8240 | 2,76x10°8
10 0,8515 | 2,51x10°8
[1 m = 100 subintervalos
g Yi yi — y ()]
0 1,0000 0
10 0,9140 | 1,13x10°13
20 0,8527 | 1,86x10°13
30 0,8116 | 2,27x10713
40 0,7870 | 2,48x10°13
50 0,7759 | 2,54x10713 |
60 0,7759 | 2,49x10°13
70 0,7849 | 2,38x10°13
80 0,8014 | 2,23x10°13
90 0,8240 | 2,05x10°13
100 0,8515 | 1,87x10°13
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Metodos de Adams I

[1 Classe de métodos para resolver PVI chamados
métodos lineares de passo multiplo.

[1 Método de passo k
OLY;+k + Ok 1Y;+Ek—1 -+ ...+ aQy; =
h(Brfi+k + Br—1fitk—1+ -+ Bofi),

[ o« e B: constantes especificas de um método par-
ticular, sujeitas as condicoes

ap =1 e |ap| + |Bo| # 0, sendo f; = f(z;, ;)

[J Quando g, = 0, o método é dito explicito e para
B 7= 0 ele é dito implicito.

[1 Explicitos: métodos de Adams-Bashforth.

[ Implicitos: métodos de Adams-Moulton.
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Obtencao dos métodos de Adams I

[1 Métodos de Adams obtidos pela integracao do PVI

Yi+1 — Y = /mi+1 f(t,y(t))dt.

Ly

0 Funcao integrando f(z,y(xz)) aproximada por po-
lindmio interpolador P(x).

[ P(xz) passa pelos pontos (zj, f(z;,y;))

Li4-1
Yit1l = Y; T+ P(z)dzx.

Ly
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Metodos de passo dois I

[1 Seja o polinOmio de Lagrange de grau 1, que passa
pelos pontos de coordenadas (xq, fo) € (21, f1)

T — T T — TQ

P1(z) = fo + f1

To — T T — o

0 Valor de fo = f(xzg,yp) obtido a partir de yg (con-
dicao inicial).

[0 Valor de yq para f1 = f(xz1,y1) tem que ser calcu-
lado utilizando um método de passo simples.

[1 Fazendo

r — IQ
u = 3 r — o — }l@h

x—x1=x—2x9—h=h(u-—1).

[1 Substituindo as expressoes

h(u—1)

— P1(z) = fiu+fo(1—u).

h
P1(2)= fi~-+Jo
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Adams-Bashforth de passo £ =2 I

[] Integrando

X

Y2 = Y1 +/ ® Py (x)da.

L1
[1 Fazendo mudanca de variavel de =z — u e sendo

dxr = hdu ;
v2 = w1+ [ 1w+ fo(l—w)lhdy,

_ y1+h[f1<“;>+f0<“‘%2>]

= w1+ (5h - 5/o)

h
Yo = y1+5(3f1—fo)-

2

Y

1

[ Formula explicita de Adams-Bashforth de passo
k=2

h
Yit1l = Yi + 5(3]‘}' — fi—1) |
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Formula implicita de passo dois I

[0 Método explicito obtido pela integracao de po-
lindmio no intervalo [z, x5].

[0 P(x) determinado a partir dos pontos em [zg, x1].
[1 Esta extrapolacao nao produz bons resultados.

[1 Se polindmio for construido usando pontos no in-
tervalo [xg,x5] consegue-se método mais exato.

[ PolinOmio de Lagrange de grau 2 que passa pelos
pontos (xo, fo), (z1, f1) € (z2, f2)

(r—x1)(x—22) (x—z0)(z—22)
(zo—2x1)(zo—72) h (r1—2x0)(z1—22)

P>(z) = fo +

(r—z0)(z—21)
(zp—z0)(z2—21)

J2

.. . - r —
] Definindo uma variavel auxiliar u = 0

xr—x0=hu, z—x1=h(u—1), x — 2o = h(u — 2),

WD fugue2) + T2

Pr(xz) = fo
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Adams-Moulton de passo k£ =2 I

[1 Substituindo na expressao de y; 1
L2
y2=v1+ | P2(z)dz.

L1

[1 Fazendo mudanca de variavel de =z — u

- (u—1)(u—2)
2

2 R
y1+ /1 [fzu(“z D fu(u—2)+fo

3,2 3 3 2
y1+h [fz (%—UZ) -1 (%—u2> + fo (%—3%4-%)]

h
Yo = y1+E(5f2+8f1—f0)-

]hdu,

2

Y

1

[ FOormula implicita de Adams-Moulton, passo k = 2

h
Yit1 = Y; + E(5f7;+1 +8f; — fi—1) |

0 Valor de f;4+1 = f(zj41,Y,4+1) € necessario para
obter O proprio y;y1.

[l Valor de y;41 obtido por Adams-Bashforth usado
em Adams-Moulton para avaliar j;41 € calcular
um valor melhor de y; 1.

[1 Método do tipo preditor-corretor.
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Exemplo I

[1 Calcular a solucao do PVI

y =2 —2y+1, com y(0) =1,

em [0, 1], com m = 10 e m = 100 subintervalos.

[1 Utilizar o método preditor-corretor de passo dois.

[1 Valores de fq calculados por Dormand-Prince.

i vi | yi —y(zi)] i| @ yi | lyi — y(xi)]
0/0,00|1,0000 0 0/0,00/1,0000 0

1/0,10]0,9140(1,52x10°8| | 10/0,10|0,9140|1,19x10°7
210,20|0,8526|1,35x1074| | 20|0,20|0,8527|2,06x10~ "
3/0,30|0,8114|2,19x107%4| | 30/0,30|0,8116|2,58x10~ "
410,40|0,7867|2,68x1074| | 40|0,40|0,7870|2,84x10~"
5/0,50|0,7756|2,92x107%4| | 50/0,50|0,7759|2,92x10~"
6/0,60/0,7756|2,99x10%| | 60|0,60|0,7759|2,88x10~"
710,70|0,7847|2,94x10"%| | 70/0,70|0,7849|2,75x10~"
8/0,80|0,8011|2,80x10"%4| | 80/0,80|0,8014|2,58x10~ "
9(0,90|0,8237|2,62x107%| | 90/0,90|0,8240|2,38x10~"
10(1,00|0,8513|2,41x10"4| |100|1,00|0,8515|2,17x10~"
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Adams-Bashforth de passo £ =3 I

[ Método explicito de Adams-Bashforth de passo 3
obtido pela integracao do polindbmio de Lagrange
de grau 2, no intervalo [x5, x3].

[0 Substituindo na expressao de y; 41

T

ys = y2+ P(z)dz,

x% u\u— u— u—
- y2+/2 [f2 (2 D fu(u—2)+fo 1)2( 2)

ud  u? u3 5 u3  3u?
— y2+h[f2(g—z>—fl(§—u >+f0(€_7+u>]

h
Yz = y2+5(23f2—16f1-|—5f0)-

] hdu,

3

’

2

O fo = (xz0,yp) avaliada a partir da condicao inicial
vo, f1 € fo obtidos por método de passo simples.

[ Formula explicita de Adams-Bashforth com k£ =3

h
Yit1 = Y; + 5(2313; —16f;_1 +5fi_2)|
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Adams-Moulton de passo k£ =3 I

[1 Formula explicita obtida por extrapolagao.
e integracao no intervalo [z, x;41];

e polinOmio construido a partir de pontos em

[xi—2, z;].

[1 Método implicito de Adams-Moulton com k£ = 3

h
Yit1 = Yi + 2—4(9fi—|—1 +19f; = 5fi—1+ fi—2) |
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Adams-Bashforth-Moulton de quarta ordem I

[ Um dos métodos mais populares de passo multiplo.

[1 Preditor, explicito de passo k = 4

h
Yit1l = Y; T+ 2—4(55]‘}' —59f;_1+37fi_o—9fi_3)|

[1 Corretor, implicito de passo k£ = 3

h
Yit1 = Yi + 2—4(9fi—|—1 +19f; = 5fi—1+ fi—2) |

[1 Corretor deve ser aplicado mais de uma vez para
melhorar ainda mais o resultado.

[1 No algoritmo a seguir

e valores de fi, fo e f3 calculados pelo método
de Dormand-Prince de passo simples;

e cstimativa do erro cometido no calculo do valor
corrigido

Erro ~ = | |
~ 570 Ycorretor — Ypreditor|-
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Algoritmo: Adams—Bashforth—MoultonI

Algoritmo ABM4
{ Objetivo: Resolver PVI por Adams-Bashforth-Moulton }
{ de ordem 4 }
paradmetros de entrada a, b, m, yO

{ lim. inf., lim. sup., num. subintervalos e valor inicial }
parametros de saida VetX, VetY, Erro

{ Abscissas, solu¢cao do PVI e erro }

h«—(b—-a)/m

[VetX, VetY, Erro] < DOPRI(a,a + 3 h,3,y0)

{ parametros de saida retornam em VetX, VetY, Erro }

parai+«— 1 até 4 facga

escreva i — 1,VetX(i),VetY (i), Erro(i)
fim para
parai«— 4 até m facga

fim para
fim algoritmo

X—VetX(i—3); y«—VetY(i—3); fO— f(xz,y) {Avaliar f(x,y) }
X—VetX(i—2); y«—VetY(i—2); fl— f(z,y) {Avaliar f(x,y) }
x—VetX(i—1); y<—VetY(i—1); f2— f(z,y) {Avaliar f(x,y) }
x<«—VetX(i); y«VetY(i); f3— f(z,y) { Avaliar f(z,y) }
Ypre < h* (55%xf3 —59%f2 437 «xfl — 9 f0)/244+VetY(i)
VetY(i4+1) <« Ypre; VetX(i+1) «— a+ixh; x «— VetX(i+1)
paraj «— 1 até 2 faga
y «— VetY(i+1); f4 — f(x,y) { Avaliar f(z,y) }
Ycor «— hx (9+«f4 4+ 19xf3 —-5x%f24fl)/24 4 VetY(i)
VetY(i+ 1) « Ycor
fim para
Erro « abs(Ycor — Ypre) « 19/270
escreva i, VetX(i+ 1),VetY(i+ 1), Erro
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Exemplo I

[1 Calcular a solucao do PVI
! ___ -
y =x—2y—+1, com y(0) =1,

no intervalo [0, 1], com m = 10 subintervalos.

Metodo de Adams-Bashforth-Moulton - ordem 4

i X y Erro
0O 0.00000 1.00000 0.00000e+00
1 0.10000 0.91405 2.10000e-07
2 0.20000 0.85274 1.71933e-07
3 0.30000 0.81161 1.40767e-07
4 0.40000 0.78699 4.23161e-06
5 0.50000 0.77590 3.51703e-06
6 0.60000 0.77589  2.82201e-06
7 0.70000 0.78494  2.33307e-06
8 0.80000 0.80142 1.90865e-06
9 0.90000 0.82397 1.56299e-06
10 1.00000 0.85150 1.27961e-06
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Solucao por preditor-corretor de ordem 4. I

i |y |lyi—y@)|| i x| |y — y(x)) i| lyi — y(z:)|
0,0(1,000 0 0/0,0 0 0 0

0,1/0,914|1,52x1078|| 10|0,1|3,69x10719|| 100|5,02x1014
0,2|0,853|2,49x1078|| 20(0,2|7,33x10719|| 200|8,39x10 14
0,3/0,812|3,05x1078|| 30|0,3(9,53x1071°|| 300/1,03x1013
0,4|0,787|3,07x107°|| 40/0,4|1,07x107°| 400|1,14x10"13
0,5|0,776|4,94x107°|| 50/0,5/1,11x107?| 500|1,16x10713
0,6/0,776|6,07x107%|| 60|0,6(/1,10x107° || 600|1,15x10~13
0,7|0,785|6,62x107°|| 70/0,7|1,06x107°| 700|1,10x10~13
0,8/0,801|6,77x107°%|| 80|0,8/9,99x101%| 800|1,03x10"13
0,9/0,824|6,65x107°%|| 90(0,9(9,25x1071°|| 900|9,43x10~14
1,0/0,852|6,35x107°([100|1,0(8,44x10-10|/1000|8,56x 1014

.

© 0 N o 00 W N » O

=
o
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Comparacao de metodos para EDO I

[0 Métodos de passo simples (Runge-Kutta).
[0 Métodos de passo multiplo (Adams).

[1 Cinco PVI para serem resolvidos pelos métodos de
e Euler,
e Dormand-Prince e

e Adams-Bashforth-Moulton.
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Métodos de Runge-Kutta I

[] Vantagens:

1. S30 auto-iniciaveis, ou seja, nao dependem do
auxilio de outros métodos.

2. E facil fazer a alteracdo do incremento h, de
Modo que ele possa ser aumentado para reduzir
0 esforco computacional.

[1 Desvantagens:

1. O numero de vezes que a funcao f(x,y) neces-
sita ser avaliada, por passo, € elevada.

2. Para limitar o erro de discretizacao € necessario
escolher um h pequeno, 0 que pode causar um
aumento do erro de arredondamento.
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Metodos de Adams I

[] Vantagens:

1. O numero de vezes que f(x,vy) € avaliada, a ca-
da iteracao i, € pequeno, uma vez nas formulas
explicitas e 7+ + 1 vezes nas implicitas.

2. As formulas sao simples, podendo ser utilizadas
até mesmo com uma calculadora.

[1 Desvantagens:

1. N3o sao auto-iniciaveis, dependendo de um ou-
tro método.

2. A mudanca do incremento A é mais dificil de
ser feita.
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Comparacao de metodos para EDO I

[] Ilustrar, numericamente, o desempenho de alguns
métodos.

[] Resultados obtidos por Euler, Dormand-Prince e
Adams-Bashforth-Moulton.

[J] Solucao exata do j-ésimo PVI dada pela expressao
de y;(x).

6
fl($7y) — —2$2y2, y(O) =2,z € [072]7 yl(.fl?) — 493 + 3
fo(z,y) = 32%y, y(1) =1, = € [1,2], yo(z) = " L.

1
fa(z,y) = —2zy>, y(0) =1, z € [0,5], y3(z) = Vor2+1

fa(z,y) = cos(z)y, y(0) =1, z € [0,10], ya(z) = 5N,

fs(z,y) = sen(z) —y, y(0) =0, z € [0, 7],

e 7+ sen(x)—cos(x)

ys(x) = 5
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fi(z,y) = —2z°y? I

m = 10
meétodo erro trel
Euler 1,43x1071 | 1,0
DOPRI | 3,51x107° | 4,7
ABM4 | 2,48x1073 | 4,3

m = 100
metodo erro trel
Euler 1,26x1072 | 1,0
DOPRI | 7,26x10711 | 6,4
ABM4 | 3,62x10~7 | 5,3

m = 1000

meétodo erro trel
Euler 1,24x1073 | 1,0
DOPRI | 3,33x1071% | 6,1
ABM4 | 3,75x10711 1 49
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fa(z,y) = 322y I

m = 10
meétodo erro trel
Euler 9,59x10% | 1,0
DOPRI | 1,54x10°1 | 7,0
ABM4 | 4,96x101 | 6,5

m = 100
meétodo erro trel
Euler 2,89x102 | 1,0
DOPRI | 1,18x107° | 6,4
ABM4 | 2,82x1072| 5,2

m = 1000
meétodo erro trel
Euler 3,48x101 | 1,0

DOPRI | 1,34x10710 | 6.0
ABM4 | 3,17x10°° | 4,8

Algoritmos Numéricos Cap.7: Eq. diferen. ordinarias Ed1.0 (©)2001 FFCf 50



f3(z,y) = —2zy° I

m = 10
meétodo erro trel
Euler 1,84x1071 | 1,0
DOPRI | 1,51x10"4 | 6,2
ABM4 | 3,99x1073| 5,6

m = 100
metodo erro trel
Euler 1,05x1072 | 1,0
DOPRI | 1,99x10710 | 6,4
ABM4 | 4,89x10°° | 5,3

m = 1000
meétodo erro trel

Euler 9,97x10~% | 1,0
DOPRI | 3,00x1071% | 6.1
ABM4 | 6,23x10710 |49
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fa(z,y) = cos(z)y |

m = 10
meétodo erro trel
Euler 2,66x10° | 1,0
DOPRI | 7,25x10"% | 6,8
ABM4 | 5,65x10°1 6,0

m = 100
método erro trel
Euler 3,90x1071 1,0
DOPRI | 1,02x1078 | 6,6
ABM4 | 4,82x107° | 5,3

m = 1000

meétodo erro trel
Euler 4,15x1072 | 1,0
DOPRI | 1,06x10713 | 6,0
ABM4 | 3,65x107° | 4,6
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fs(z,y) =sen(z) —y |

m = 10
meétodo erro trel
Euler 7,73x1072 | 1,0
DOPRI | 4,90x10~7 | 7,0
ABM4 | 5,63x107° | 6,0

m = 100
método erro trel
Euler 7,18x1073 | 1,0
DOPRI | 4,05x10712 | 6,6
ABM4 | 8,72x1079 | 5,3

m = 1000

meétodo erro trel
Euler 7,13x107% | 1,0
DOPRI | 1,22x1071% | 6,1
ABM4 | 8,75x10713 1 4.6
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Sistemas de equacoes diferenciais ordinarias I

[0 Na modelagem de um problema real, € muito co-
mum O uso de sistemas de EDO.

[ Uma equacao diferencial de ordem n > 1 pode ser
resolvida por meio de um sistema de ordem n.

[] Sistema de p equacodes diferenciais ordinarias com
p incognitas

ya_ — fl(xay]_v"'ayp)a

y/Q — f2($7y17 s 7yp)7

ygly — fl(ajayla"wyp)?

sendo f; e y;(a) = mn;, 1+ = 1,2,...,p, as funcdes
dadas do problema e as condicoes iniciais.
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Algoritmo: Runge-Kutta para sistemal

Algoritmo RK4sis2
{ Objetivo: Resolver sistema de EDO por Runge-Kutta }
{ de ordem 4 }
parametros de entrada a, b, m, y10, y20
{ limite inferior, limite superior, num. subintervalos e }
{ valores iniciais }
parametros de saida VetX, VetY1l, VetY?2
{ Abscissas e solucdes do PVI }
h+— (b—a)/m; xt « a; ylt <« y10; y2t «— y20
VetX(1) « xt; VetY1(1) « y1t; VetY2(1) «— y2t
escreva O, xt,y1lt,y2t
parai <« 1 até m faga
X «— Xt; vyl « ylt; y2 «— y2t
k11l « fi(z,y1,y2); { Avaliar fi(x,y1,92) }
kK12 « fo(x,y1,y2); { Avaliar fo(z,y1,92) }
X — xt+h/2; yl «— ylt 4+ h/2xKll; y2 «— y2t + h/2 x k12
k21 « fi(z,y1,y2); { Avaliar fi(x,y1,92) }
k22 — fo(x,y1,y2); { Avaliar fo(z,y1,92) }
yl«— ylt4+ h/2xk21; y2 «— y2t 4+ h/2 %« k22
k31 « fi(z,y1,y2); { Avaliar fi(x,y1,92) }
k32 « fa(x,y1,92); { Avaliar fa(z,y1,y2) }
X«—xt+h; yl «—vyvlt+ h=*k31l;: y2 «— y2t 4+ h x k32
k41l — fi1(z,y1,y2); { Avaliar fi(x,y1,92) }
k42 — fo(x,y1,y2); { Avaliar fo(x,y1,92) }
Xt<—a—4ixh
ylt — y1lt+h/6 % (k11 4 2 % (k21 + k31) + k41)
y2t — y2t + h/6 * (k12 4 2 % (k22 + k32) + k42)
escreva i, xt,ylt, y2t
VetX(i+1) « xt; VetY1(i+1) « y1t; VetY2(i+1) «— y2t
fim para
fim algoritmo
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Exemplo I

[ Resolver o sistema de EDO
vl = v1 + yo + 3z,
yh = 2y1 — Yo — ,

com y1(0) = 0 e y»>(0) = —1 no intervalo [0, 2]
com 10 subintervalos.

Metodo RK4 para sistema de ordem 2
i X yl y2

0 0.00000 0.00000 -1.00000
1 0.20000 -0.14073 -0.86747
2 0.40000 -0.16119 -0.82388
3 0.60000 -0.04768 -0.80741
4 0.80000 0.22970 -0.75950
5 1.00000 0.72072 -0.61782
6 1.20000 1.50106 -0.30864
7 1.40000 2.68142 0.26206
8 1.60000 4.42101 1.22000
9 1.80000 6.94680 2.73780
10 2.00000 10.58102 5.05594
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Equacoes diferenciais de segunda ordem I

[1 Equacao diferencial ordinaria de ordem n > 1 pode
ser reduzida a um sistema de EDO de primeira
ordem com n equacoes.

[1 Transformacao por mudanca de variaveis.

[1 Por exemplo, PVI de segunda ordem

y' = f(z,y,y") com

y(a) =n1 ey'(a) =no.

[1 Equivalente ao sistema de equacdOes de primeira
ordem

v] = o,
ys = f(x,91,Y2),

com yi(a) =n1 e yo(a) = ns.

[1 Feitas as mudancas de variaveis

y1 =y € y> = yj.
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Exemplo I

[1 Resolver o PVI de segunda ordem
' =y +2y— =,
com y(0) =1 e ¢/(0) = 0, intervalo [0,1] com 10
subintervalos.

0 Mudancas de variaveis y; =y e yo = .

[] Sistema de ordem dois de EDO de primeira ordem
Y1 = Y2,
yh = yo + 2y1 — 2%,
com y1(0) =1 e y»(0) = 0.

Metodo RK4 para sistema de ordem 2

i X y1 y2

0O 0.00000 1.00000 0.00000
1 0.10000 1.01035 0.21070
2 0.20000 1.04295 0.44591
3 0.30000 1.100563 0.71105
4 0.40000 1.18638 1.01276
5 0.50000 1.30456 1.35912
6 0.60000 1.46002 1.76003
7 0.70000 1.65878 2.22756
8 0.80000 1.90823 2.77646
9 0.90000 2.21738 3.42475
10 1.00000 2.59721 4.19443
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Solucao pelo algoritmo RKA4sis?2 I

[1 Valor exato dado por

y(x) = %(6256 + 222 — 22 + 3).

m = 10

m = 100

m = 1000

SS

Yi

|yi - y(ﬂ%)|

Lq

lyi — y(xi)|

()

© 0 N o 00 W N » O

=
o

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,3
0,9
1,0

1,0000
1,0103
1,0430
1,1005
1,1864
1,3046
1,4600
1,6588
1,9082
2,2174
2,5972

0
8,98x10~ 7
2,17x10°°
3,93x10°°
6,32x10°°
9,54%x10°
1,38x107°
1,95x107°
2,69x107°
3,66x1075
4,93x1075

10
20
30
40
50
60
70
80
90

100

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

0
1,04x10~10
2,51x10°10
4,53x1010
7,29x10°10
1,10x107°
1,59x107°
2,25x107°
3,10x107°
4,22x107°
5,68x107°

0
100
200
300
400
500
600
700
800
900

1000

0
1,13x10° %
2,69x10714
4,82x10°14
7,53x10~14
1,13x10713
1,63x10713
2,29x10713
3,15x10°13
4,29x10713
5,76x10713
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Exemplo I

[1 Resolver o PVI de segunda ordem
y' =4y —5y+x—2,

com y(0) =1 e y/(0) = —1, = € [0,2] usando 8
subintervalos.

0 Mudancas de variaveis y; =y € yo» = ).
[] Sistema

Y1 = Yo,

yp = 4y2 — By +a — 2,

com y1(0) =1 e y»(0) = —1.

Metodo RK4 para sistema de ordem 2
i X y1 y2
.00000 1.00000 -1.00000
.25000 0.29150 -5.22233
.50000 -1.97300 -13.86486
.75000  -7.25688 -30.00220
.00000 -17.95859 -58.07121
.25000 -37.76370 -103.89015
.50000 -71.92819 -173.98777
. 75000 -127.22682 -273.40703
.00000 -211.01753 -400.51082

O ~NOYOTL D WD, O
NP, PP PLPOOOO

Algoritmos Numéricos Cap.7: Eq. diferen. ordinarias Ed1.0 (©)2001 FFCf 60



