3. Interpolacao |

3.1 PolinOmios interpoladores.

3.2 PolinOmios de Lagrange.

3.3 Polindbmios de Newton.

3.4 Polindomios de Gregory-Newton.

3.5 Escolha dos pontos para interpolacao.

3.6 Erro de truncamento da interp. polinomial.

3.7 Estudos de caso:
[1 Curva de titulacao.
[1 Interpolacao inversa.

3.8 Exercicios.
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PolinOmios interpoladores I

[1 Seja a tabela

0,1 0,6 0,8
1,221 | 3,320 | 4,953 |

[1 Valor correspondente de y para um dado =x.
[ Obter funcao que relaciona as variaveis = € y.

[1 Polinbmios sao as funcdoes mais utilizadas para
determinar esta relacao.

[1 PolinOmio interpolador: construido para aproximar
uma funcao.

[ Fundamentais: integracao numérica, calculo de
raizes de equacdoes e solucao de equacoes dife-
renciais ordinarias.
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Interpolacao linear I

[0 Pontos base (zg,yp) € (z1,y1) de y = f(x), com
xo F T1.

[0 Aproximacao de f(z), z € (zg,x1)

f(z) = P1(x) = ag + a1z

0 Pi(x): polindmio interpolador de grau 1.

[1 PolinOmio interpolador passa pelos pontos base
P1(z0) = yo J ag + a1zo = yo

—

Pi(z1) = y1 | ap +a1z1 = Y1

lle]=w)

[1 Sistema triangular equivalente

1 =z ag | _ vo |
0O x1—x aq Y1 — Yo

[1 Solucao do sistema linear

<

_ Y1 — Y0
T1 = T0

al € ap = Yo — a1xQ-
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PolinoOmio interpolador I

[1 Polindmio interpolador de grau 1
P1(x) = ap + a1 = (yo — a1x0) + a1z,

P1(z) = yo + a1(x — xg),

Y1 — Yo
Py(z) =yo+ — (2 —z0) |
L1 — X0

0 det(X) = x1 — zg # 0: solucao unica.
[0 Por 2 pontos passa um unico polinOmio de grau 1.

[] Verifica-se

Pi(xg) =yo €

Pi(z1) = y1.
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Exemplo I

[0 Calcular P1(0,2) e P1(0,3) a partir da tabela

? 0 1
Ly O,l 0,6
y; | 1,221 | 3,320

[1 PolinObmio interpolador de grau 1

Py(x) = yo + 22— (z — q),

r1 — To
3,320 — 1,221
P1(0,2) = 1,221 + = ! 0,2-0,1
P1(0,2) = 1,641 e
3,320 — 1,221
P1(0,3) = 1,221 + = ! 0,3-0,1
1(0,3) + 0.6 0.1 ( ) ~

P1(0,3) = 2,061.
0 Sendo f(z) = e2%, os erros cometidos s3o
em z = 0,2 tem-se 1,641 — e20:2 = 0,149 e

em = = 0,3 tem-se 2,061 — 293 = 0.2309.
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Geometria da interpolacao polinomial I

[1 o: pontos base
[1 —-: polinOmio interpolador de grau 1.
[] - -: polinOmio interpolador de grau 2.

0 —: funcdo f(z) = e27.

Interpolagdo polinomial
55r

O dados
— y=exp(2x)
5H — - linear
quadratica
45
4+
35
> 3+
25+
2 | -
15
1 | -
05 I I I I I I I I j
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
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Interpolacao quadratica I

[0 Pontos base (x0,v0), (x1,y1) € (x29,y>) de uma
funcao y = f(x), com z, distintos.

[0 Aproximacao de f(z), z € (xp,x2)

f(z) ~ Py(x) = ag + a1z + anz?.

0 P>(x): polindmio interpolador de grau 2.

[1 PolinOmio interpolador passa pelos pontos base

\

1 xg
1l x4

1 xo

(1 X: matriz de Vandermonde.

8 8

8
NNFNON

P>(zo) = yo
Py(x1) =y1 — 3
| P2(z2) = y2

ag
ai

2

4
ap + a1zo + a2rf = Yo

ag + a171 + apzi = y; <=

a2

Yo
Y1
Y2

2

(a0 T a1%2 T+ apx5 = Y2

0 det(X) = (z2 — z0)(x2 —21) (1 —20) #0 —
solucao unica.

[1 Por 3 pontos: um unico polinOmio de grau 2.

[0 Por n+ 1 pontos: um unico polinbmio de grau n.
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Exemplo I

[0 Calcular P>(0,2) usando os dados da tabela

1 0] 1 2
X, O,l 016 018
. | 1,221 | 3,320 | 4,953

[1 Coeficientes do polinOmio interpolador

(1 0,1 0,01 ] [ ag [ 1,221
1 0,6 0,36 a1 | = | 3,320
1 0,8 0,64 || an 4,953
[] Decomposncao LU com plvotacao parcial
[ 1 0 0 1 0,1 0,01 (1 0 0]
L=\ 1 1 0|,U=|00,7 063 |,P=|00 1
1 0,714 1 | 0 0 -0,1 010

0 Lt = Py: t=[1,221 3,732 -0 567]T

0 Ua=t: a=[1,141 0,231 5,667]'.

[1 PolinObmio interpolador de grau 2
Py(2)=1,14140,2312+5,667z°~ P»(0,2) =1,414.

[1 PolinOmio passa pelos pontos base

P5(0,1)=1,221; P5(0,6) =3,320; P»(0,8) =4,953.
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PolinOmios de Lagrange I

[1 Sejam n + 1 pontos base

($07y0)7(xlayl)w'-7(xn7yn)'

[1 Abscissas z; distintas.
0 Valores y; = f(x;) € x € (20, xn).

[0 Construir um polindmio Ly, (x) de grau nao superior

an

Ln(aﬁz) — Y, 73=O,1,2,...,n.
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Formula de Lagrange I

0 Polindmios de grau n, Pi(z), i =0,1,2,...,n
Py(z;) # 0 e Pi(z;) =0, Vi#j

0 Assim
Po(x) =(x —xz1)(x —x2)(x —23) ... (x — xpn),
Pi(z) = (z — 20) (@ — z2)(z — 23) ... (x — mn),

Py (z) = (z —2z0) (¢ —z1)(z —23) ... (z — 2n),

Pp(z) =(x —z0)(z —x1)(z —22) ... (x — 2p—1),

n

Pi(x) = H (r—=z;),1=0,1,2,...,n.
j=20
J7F i
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Formula de Lagrange cont. I

O Ln(xz) é de grau nao superior a n.

O Lp(x) como combinacao linear dos P;(x)

Ln(x) = coPo(x) + c1P1(z) + -+ + cnPn(x),
i—0

[1 Em cada z;

Ln(z;) = y; = ¢;Pi(x;) — ¢; = P?(J;),
Ln(z) = gnj Y p(a).
= Pi(z;)

[ Polindmio interpolador de Lagrange de grau n

n n T — T,
Ln@) =Y w [ ~%|
JF1
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Exemplo I

[0 Calcular L1(0,2) a partir da tabela

i | 0 1
z;| 0,1 | 0,6
y; | 1,221 | 3,320

[ Paran=1
r — T r — XQ
Li(x) =yo———+y1———,
rQ — I r1 — IQ
0.2 —-0.6 0.2 —-0.1
L1(0,2) = 1,221 ’ ’ + 3,320 : >~
0,1 —0,6 0,6 —0,1

1(0,2) = 1,641.
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PolinOmio via sistema linear e Lagrange I

Yl — Yo
Yo _F ( __:BO)a
r1 — XQ

YoT1 — Yoxo + Y1T — Y10 — YoT + YoTo

Y

P1(x)

T1 — TQ

yo(z1 — =) + y1(z — zg)
r1 — X0 ’
x — xq xr — xQ

= yo——— t+yYyp—
xo — T x1 — TQ

L1(x).

P1(x)
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Exemplo I

[0 Calcular L»(0,2), usando os dados da tabela

v; | 1,221 | 3,320 | 4,953

1 Para n =2

_ (z=z1)(x—x2) (z—x0)(x—x2)
La(@) =0 (zo—z1)(z0—22) T (z1—20)(z1—72)

0,2-0,6)(0,2-0,8
12(0.2) — 1901 (0:2-0.6)(0:2-08)

+y

(z—x0)(x—21)

(072_Oa1)(072_078)

3,320
(0,1-0,6)(0,1-0,8) T

(072_071)(072_076)
(078_071)(078_076)

4,953 ~ [(0,2) = 1,414,

[ Sendo f(0,2) = 292~ 1,492.

[0 Erro menor que L1(0,2).

[1 Grau do polindOmio aumenta, exatidao melhora.

(076_Oa1)(096_078)

“(wa—w0)(w2—w1)’

_|_

[] Interpolacao de Lagrange requer menor esforco
computacional que resolver um sistema linear.
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Dispositivo pratico I

[1 Seja a matriz
—x—xo To—T1 TO — T xO—a:n_
r1—TQg T —T] T1— TD 1 — Tn
G=|xo—2x9 To—2X1 T —ID o — In

[0 Acrescentando o termo (z—ux;)/(z—x;) na formula
de Lagrange

Ln(@) =Yy [] 24 (x_x>

i=0 j=o0 YT\ T

jF

Ln(ic) — Gd Z
1=0

Yi
G|

] G4 produto dos elementos da diagonal de G.

0 G,: produto dos elementos da (7 4+ 1)-ésima linha
de G.
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Exemplo I

0 Determinar L»(0,2) usando

) 0] 1 2
x; 0,1 0,6 0,8
yi | 1,221 | 3,320 | 4,953

[] Matriz GG

r—To X0— X1 XOo— T2
riL—xp T —T1 X1 —To | =
o — X9 T —T1 T — ITD

T 02-01 01-06 01-08 01 —-05 —07
06-01 02-06 06-08 |=| 05 —04 —02
08-01 08-06 02-0.8 07 02 —06

[J Produtos de G
Gqs = (0,1)(—0,4)(—-0,6) = 0,024,
Go = (0,1)(-0,5)(—-0,7) = 0,035,
G1 = (0,5)(—-0,4)(—0,2) = 0,040,
G» = (0,7)(0,2)(—-0,6) = —0,084.
[1 Valor interpolado

Yo Y1 Y2
Lo(z) =G ,
A (z) = Gy (GO + Uy GQ)

0,035 + 0,040 + —0,084

1,221 3,320 4,953
L>(0,2) =0,024 ( ) ~

L[(0,2) = 1,414.
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Algoritmo: interpolacao de Lagrange I

Algoritmo Polindmio Lagrange
{ Objetivo: Interpolar valor em tabela }
{ usando polindmio de Lagrange }
paradmetros de entrada m, X, VY, Z
{ ndmero de pontos, abscissas, ordenadas }
{ e valor a interpolar }
pardmetros de saida r { valor interpolado }
r<— 0
parai« 1 até m faga
C«—1;,d«1
paraj «<— 1 até m faga
se | = j entdo
C— Cx(z—x()); d«dx*(x(i) —x({))
fimse
fimpara
r—r4y(i)«c/d
fim para
fimalgoritmo
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Complexidade: interpolacao de Lagrange I

Operacoes Complexidade

Adicdes 2n?+4+3n+1

Multiplicacdes | 2n2 + 3n + 1

DivisOes n—+1

[l n: grau do polinOmio interpolador.
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PolinOmios de Newton |

0 Pontos (z;,y;), 1 =0,1,2,...,nde y = f(x).
[1 Operador de diferenca dividida A.

[ Ordem O

Ay = y; = [z;].

[] Ordem 1
AOy. 1 —Aoy- Vit 1 — Ui
Ay; = it t = Zit L = [z, zi41]-
Tit1 — T Tit1 — T
[ Ordem 2
Ay;+1 — Ay,
A2y, = =0 L= [z, Tia1, Tigo).
T4 — T
[] Ordem n
An_ly- 1_An—1y.
A"y = s f=[w, T4 1, i)
Lidn — Lg
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Propriedade das diferencas divididas I

[0 Teorema (Diferencas divididas)
Se y = f(x) for um polindmio de grau n, entao
suas diferencas divididas de ordem n + 1 sao iden-
ticamente nulas: [z,z0,21,...,2n] =0V .

[] Sendo

ALy — ATy,

Lidn — Ly

Ay; =

[1 Verificar a tabela de diferencas divididas de
y = 523 — 222 — £ + 3 para z; € [0; 0,9].

i |y Y Ay; | A2y | N3y, | A%y,
0/0,0]|3,000| —-1,20| 0O,5 5 0
10,212,760 —-1,05| 2,5 5 0
210,3|2,665| -0,55| 5,0 5

310,49 2,600 1,45 | 8,0

4 10,7 3,035 5,45

510,914,125
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Formula de Newton |

0 Sejam n + 1 pontos (z;,vy;), ©t=0,1,2,...,n, com
x; distintos, do polindmio P(x) de grau n.

[1 Pela definicao de diferencas divididas

P(x) — P(zo)

T — xQ

[z, z0] =

P(z) = P(zo) + [z, zol(z — z0).

[LU, ajO] — [aj07 LU]_]
~
T — T1

[z, 20, z1] =

[z, z0] = [x0, 1] + [z, 20, z1](z — z1).
[] Substituindo
P(xz) = P(zq) + [zo,z1](z — x20) +

[z, 20, z1](2z — 20) (x — 7).

[33, L0, 331] _ [3307 I, 5132]
~
T — To

:33,56‘0,331,%2] —

z,x0,x1] = [z0, 21, z2] + [z, 20, 21, 2] (z — x2).
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Formula de Newton cont. I

[J Substituindo
P(z) = P(xq) + |z, z1](z — z0) +
[0, z1, z2](x — x0)(x — x1) +
[z, 20, x1, 22](x — 20)(z — x1)(z — 22).

[0 Continuando o desenvolvimento de [z, xzg, z1, z5]
P(z) = P(zq) + [z0, z1](z — z0) +

0,21, z2](x — x0)(z — 21) +

0,21, 72, 23](x — o) (z — z1)(z — x2) +

20, 21,...,xp](x—20)(x—21)...(x—2)1) +

z,x0,21,...,xn](x —x20)(x —21) ... (x — 2p).

[0 Sendo P(x) polindmio de grau n, pelo teorema
[z, z0,21,...,2n] = O.
[ Polindbmio de Newton de grau n
Pn(z) = yo + Ayo(x—x0) +
ANyo(z—z0)(z—21) + ... +
A"yo(z—z0). . (T—Tp-1),

n . 1—1
Po(z) =yo+ Y ANyo |] (= —zj)|
1=1 7=0

Algoritmos Numéricos Cap.3: Interpolacéo Ed1.0 (©2001 FFCf 22



Exemplo I

[0 Calcular P1(0,2) a partir dos dados

0,1 0,6
1,221 | 3,320 |

[1 Tabela de diferencas divididas

1| Ty Yi Ay;
00,1 1,221 | 4,198 |
1]0,6| 3,320

1 Paran=1
Pi(x) = yo + Ayo(z — zg),
P1(0,2) =1,2214+4,198- (0,2 —0,1) ~
P1(0,2) = 1,641.

[1 Verifica-se que

Y1 — Yo
L1 — X0

P1(z) = yo + Ayo(r — z0) = yo + (z — x0).
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Exemplo I

[0 Determinar P>(1,2), usando a tabela de diferencas
divididas

i x Yi ADy; A2y,
00,993,211 | —2,010 | 0,620
1/1,1]2,809 | —1,328 '
212,0]1,614

1 Para n =2

Pr(z) = yo + Ayg(z—x0) + A%yg(z—xq) (x—1),
P5(1,2) = 3,211 + (—2,010)(1,2 — 0,9) +
(0,620)(1,2 — 0,9)(1,2 — 1,1) ~

P>(1,2) = 2,627.
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Exemplo I

[0 Calcular P4(0,2) a partir da tabela

i x| Y Ay; D2y, | A3y | Aty
0/0,1/0,3162|1,1575|—1,0317(1,1468|—1,2447
1/0,3/0,5477/0,8480|—0,4583/0,4000
2(0,4/0,6325|0,7105|—0,2983
3/0,6|0,7746|0,6210
410,710,8367

[l Paran=4

Py(x) = yo + Ayo(x — x0) +
AN2yo(z — 20)(z — 1) +
AN3yo(z — 20)(z — z1)(z — 22) +
A*yo(z — 20) (z — 1) (z — 22) (z — x3),
P,(0,2) =0,3162+ 1,1575-0,1 +
(—-1,0317)(0,1)(—-0,1) +
1,1468 - (0,1)(—0,1)(—=0,2) +
(—1,2447)(0,1)(—0,1)(—0,2)(—0,4) ~
P4(0,2) = 0,4456.
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Avaliacao do polinomio de Newton I

[1 Seja o polindmio

n _ 1—1
Po(z) =yo+ Y MNyo |] (x — ;).
1=1 7=0

[1 Avaliando pelo processo de Horner

Pp(2)=(... (A"yo(z—zp 1) +A" yo) (z—zp2) +

DY) (z—21) +Ayo) (2 —x0) F Yo

[1 Armazenagem do vetor auxiliar Dely

v | Ty | Y Delyi(l) Delyi(z) Delyi(3)
zo | yo | A% | Ay | AVyg | AVyg
r1 | y1 | Ayo ADyo ADyo ADyo
o |y | Ay | A%yg | Alyg | A%yg
3 | y3 | Ays | A%y | Adyg | A3y

x4 | ys | Ayz | A2ys | Ay | Aty

o WN =
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Algoritmo: interpolacao de Newton I

Algoritmo Polindmio Newton
{ Objetivo: Interpolar valor em tabela }
{ usando polindmio de Newton }
paradmetros de entrada m, X, y, Z
{ nidmero de pontos, abscissas, ordenadas }
{ e valor a interpolar }
pardmetros de saida r { valor interpolado }
parai«— 1 até m faga
Dely(i) < y(i)
fimpara
{ Construcao das diferengas divididas }
para K« 1 até m — 1 faga
parai <« m até K+ 1 passo —1 faga
Dely(i)«—(Dely(i)—Dely(i—1))/(x(i)—x(i—k))
fimpara
fimpara
{ Avaliacdo pelo processo de Horner }
r — Dely(m)
parai«— M — 1 até 1 passo —1 faga
r« rx*(z—x(i)) + Dely(i)
fimpara
fimalgoritmo
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Complexidade: interpolacao de Newton I

Operacoes Complexidade
Adicdes n? + 3n
Multiplicacoes | n

DivisOes %nz %n

[l n: grau do polinbmio interpolador.
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Polinomios de Gregory-Newton I

0 Funcao y = f(x) passa pelos pontos (x;,vy;),
1 =0,1,2,...,n, sendo z;41 —x; = h V.

[1 Operador de diferenca finita ascendente A

[ Ordem O
AO; = y;.
[ Ordem 1
R 0 o, __ .
Ay, = A%y — A Yy = Yit1 — Y
[ Ordem 2
AT Ay;r1 — Ay,
[ Ordem n

1 1
Ay, = A"y — ATy,
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Exemplo I

[1 Verificar a tabela de diferencas finitas

PTG Y Ay; | A%y | A3y | Aty
O] 3,5 9,82 1,09 0,05 -0,10 | 2,11
1/40| 10,91 1,14 | —0,05 2,01
2145]12,05] 1,09 1,96
315,01 13,14 | 3,05
415516,19
[1 Relacao entre operadores A e A
A"y,
n, __ (
A= |
[1 Por exemplo
A 10,91 — 9,82 1,09
Ayo — Yo ~s ) ) — ’ — 2,18,
1'h 40—3,5 1! 0,5
Y~y Yy2—y
> A%y Ay —Ay1 aaas " wo—an
A yl_ ~ - )
212 xr3 — T r3 — X1
13,14—-12,05 12,05-10,91 0.05
A2y1: 5,0-4.,5 4.5—-4.0 _ ) —_0.10.
50—-4,0 21 0,52
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Formula de Gregory-Newton I

[1 Polindmio de Newton

Pn(z) =yo+Ayg(z—20) +A%yg(z—20) (z—x1) +
oo+ A yo(x—xg). . .(—21).

1 Variavel auxiliar

T — T
uy = u(x) = 0.

h

[1 Verifica-se que

r—xo=hug,
r—x1=x—(xg+h)=z—20—h=huz—h ~
x—x1=h(uz—1),

r—x>=x—(xg+2h) =x—x0—2h=huy—2h ~

x—xo=h(uzs—2),
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Formula de Gregory-Newton cont. I

[] Continuando
x—x, 1=2—(xg+(n—1)h)=z—29g—(n—1)h ~

x—x,_1=h(uz—n+1).

[1 Substituindo na formula de Newton e aplicando a

relacao entre operadores

- Ayg ATN
Pn(x) = yo + m hu, + 51,2 huzh(uz — 1) 4+
R yOhuCgh(Um_1)...h(qu_n+1).
nlh™ .
A
Pn(z) = yo + Ayousr + 2|youx(um - 1)+ -+
Anlyoug;(um 1)...(uz—n+1)
n!
n Azyo 1—1
Pn(w)—yO‘FZ T H(Ua:—J)
—1 =0
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Exemplo I

[0 Calcular P1(0,2), usando os dados da tabela

1| Ty Yi Ay;
00,1 1,221 | 2,099 |
1|0,6| 3,320

— 0,2-0,1
(1 Variavel u, = R V. — =0,2.
h 0,5
J Paran=1
P1(x) = yo + Ayouxz,
P1(0,2) = 1,221 +2,099-0,2 ~
P1(0,2) = 1,641.
[1 Verifica-se que
Tr — X0

P1(z) = yo + Ayouz = yo + (y1 — v0) :
T1 — X0
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Exemplo I

[0 Calcular P>(115) a partir da tabela

1| Yi Avy; A2y,
110 | 2,041 | 0,038 | —0,003
120 | 2,079 | 0,035 |
130 | 2,114

N —~ O

r—x9 115-110

0,5.
h 10

1 Variavel u, =

1 Para n =2

N2
Pa(x) = yo + Ayous + = Pua(uz — 1),

P>(115) = 2,041 + (0,038)(0,5) +

—0,003
—22200,5)(0,5 — 1) ~

P>(115) = 2,060.
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Avaliacao do pol. de Gregory-Newton I

[1 Seja o polindbmio

n Zli 1—1
Pa(@) = yo+ > =7 T[ (ux — ).
i=1 ¥ j=0

[1 Avaliando pelo processo de Horner

Pp(x)= ((( . (Anyouaj_n_l_l) + ...

n

+ A%yo) = Ly Ayo) “”””’_O) + 0.

v x| Y, Delyi(l) Dely-(z) Dely-(3)
zo | yo | A% | A%p | Ao

x1 | Y1 | Ayo Ay Ayg
xo | Yo | Ay AN2%yg | A%yg

A W N =

x3 | Y3 | Ayo A%y | A3y
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Algoritmo: interpolacao de Gregory-Newton I

Algoritmo Polindmio Gregory-Newton
{ Objetivo: Interpolar valor em tabela usando }
{ polindmio de Gregory-Newton }
parametros de entrada m, X, Yy, Z
{ niumero de pontos, abscissas, ordenadas }
{ e valor a interpolar }
pardmetros de saida r { valor interpolado }
parai <« 1 até m faga
Dely(i) < y(i)
fimpara
{ Construcdao das diferencgas finitas }
para kK «— 1 até m — 1 facga
parali <« M até K+ 1 passo —1 faga
Dely(i) < Dely(i) — Dely(i — 1)
fimpara
fimpara
{ Avaliagdao pelo processo de Horner }
u— (z—=x(1))/(x(2) = x(1))
r «— Dely(m)
parai« M — 1 até 1 passo —1 faga
r—rxUu—i+1)/i+ Dely(i)
fimpara
fimalgoritmo
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Complexidade: Gregory-Newton I

Operacoes Complexidade

AdicBes in? 4+ In+2

Multiplicacoes | n

Divisoes n-+1

[0 n: grau do polinbmio interpolador.

[1 Complexidade menor que interpolacao de Newton.
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Escolha dos pontos para interpolacao I

[1 Exemplos usando todos os pontos da tabela.

[1 Escolher n+ 1 pontos dentre 0os m valores de uma
tabela, sendo m >n + 1.

[1 Construir um polindmio interpolador de grau n.

[1] Nao se deve construir polinOmios de grau elevado
por causa do erro de arredondamento.

[1 Deve-se evitar uma extrapolacao na qual

z & [xg, xn].
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Exemplo I

[0 Calcular Lz(1,4), usando os dados da tabela

0,7 1,2 1,3 1,5 2,0 2,3 2,6
y 0,043 |1,928(2,497 |3,875|9,000|13,467 19,176

[1 S30 necessarios 4 pontos para determinar um po-
lindmio interpolador de grau 3.

[1 Ponto interpolado deve ser o mais proximo destes
4 pontos.

[1 Passo 1: escolher 2 pontos sendo que z = 1.4
esteja entre eles, 1,3 e 1,5.

[1 Passo 2: terceiro ponto sera 1,2 e nao 2,0
1.4—-12<20—-1,4.

[1 Passo 3: quarto ponto sera 2,0 e nao 0,7
20—-14<1,4—-0,7.

[1 A interpolacao cubica utilizara os quatro pontos

( o) 1 2 3
X 1,2 1,3 1,5 2,0
y; | 1,928 | 2,497 | 3,875 | 9,000
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Calculo de L3(1,4) I

[ Pontos utilizados

i 0 2 3
z; | 1,2 1,3 1,5 2,0
y; | 1,928 | 2,497 | 3,875 | 9,000
[1 Matriz ¢
" 14-12 12—-13 12—-15 12—-20
o— | 13-12 14-13 13-15 13-20
~—|l15-12 15-13 1,4—-15 1,5-2,0
| 20—-12 20-13 20-15 1,4—20 |
" 0,2 —-0,1 —-0,3 —-0,87
a— |01 01 -02 07
— 103 02 —-0,1 -05
| 08 0,7 05 —0,6 |

[1 Produtos de ¢

Gd — (072)(071)(_071)(_076) — 172X1O_37

GO — (072)(_07]-)(_073)(_078) — _478X1O_37

G = (071)(071)(—0,2)(—077) = 1,4x 10—3,

G2 — (073)(072)(_031)(_075) — 3,O><10_3,

Gs = (0,8)(0,7)(0,5)(—0,6) = —1,68x10~ 1.
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Calculo de L3(1,4) cont. I

J Paran=3

Yo Y1 Y2 Y3
L =G == 2
3(x) d <Go + e + s + G3>

1,928
L3(1,4) =1,2x103 !
3< ) : (—4,8x10_3 +
2,497 3,875 N 9,000
~~>
1,4x1073  3,0x1073  —1.,68x10"1

L3(1,4) = 3,144.
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Erro de truncamento da interpolacao I

0 Erro cometido ao aproximar uma funcao f(x) por
um polindmio interpolador P(x).

[0 Sendo P,(z) um polindmio interpolador de grau n
de Lagrange, Newton ou Gregory-Newton

n+1 n
/ (S)H(ac—aci),xo<§<afn.

Tn(z) = (n+ 1)! 1L

[0 Funcao f(x) definida no intervalo [a, b] que contém
oS pontos zqg,x1,...,Tn.

] Supondo que a derivada f*t1(z) exista e que seja
continua no intervalo (a,b).

[1 Na pratica £ € tomado como o ponto no intervalo
[z0,zn] C (a,b), onde f*T1(z) apresenta o maior
valor em modulo.

[0 Expressao de T, (x) fornece a cota maxima do erro
de truncamento cometido.
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Exemplo I

0 Sendo f(z) = 2z% + 322 + 1, calcular P>(0,1) e

T5(0,1) a partir da tabela

1| @ Yi Avy; N2y,

0| 0,0|1,0000 | 0,1232 | 0,2848
1/0,2|1,1232 | 0,4080 '
210,4|1,5312

[0 Calculo de P>(0,1)

— 0,1 -0,0
'U/:U:CU xO: : , ’\’)u$20757

h 0,2

AT,

P>(x) = yo + Ayouz + ug(ugz — 1),

P5(0,1) = 1,0000 + 0,1232(0,5) +

0,2848
: (075)(075 T 1)

~» P5(0,1) = 1,0260.
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Calculo do erro de truncamento I

[0 Calculo de 7T5(0,1)
f(z) = 22*+ 32241, f'(z) = 823+6u,

f'(z) = 242°+6, " (z) = 48z ~

£=0,4.
7o) = 758 @~ 20) 2~ 1)@~ 22),
75(0,1)="29 61 0,0)(0,1-0,2)(0,1-0,4)

~ T5(0,1) = 0,0096.

[ Cota maxima do erro de truncamento.

[1 Erro real cometido
|/(0,1)—P>(0,1)| = |1,0302—1,0260|

~» 0,0042 < T5(0,1).
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Influéncia da escolha dos pontos no erro I

[1 Analise tedrica da interpolacao.

[l Erro de truncamento é diretamente proporcional
a0 produto das distancias entre o valor interpolado
e 0S pontos base

x_xi)7 :Uo<f<$n

[1 Pontos escolhidos para construir o polindOmio in-
terpolador devem ser 0s mais proximos do ponto
a ser interpolado.
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Exemplo I

[1 Verificar a influéncia da escolha dos pontos no erro
de truncamento, usando a funcao

f(z) = e* — 22 — .

[0 Tabelando f(x), =z € [1,1; 3,2]

1,1 1,4 1,9 2,1 2,5 3,0 3,2
y(0,6942|0,6952|1,1759|1,6562|3,4325|8,0855|11,0925|

[0 Calcular P>(2,2).
[] Pontos de abscissas * = 2,1 e x = 2.5.

[] Terceiro ponto pode ser e x4 = 1,9 ou x;, = 3,0.
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Calculo de P»(2,2) com x4 =1,9 I

0 Calculo de P ,(2,2) com z, = 1,9, por Newton

1| T Y; Ay; A2y,
0/1,9|1,1759 | 2,4015 | 3,3988
12116562 4,4408 '
2125 |3,4325

] Para n =2

Pr(x) =yo+Ayo(z—x0) +A%yo(x—x0) (z—21),
P 4(2,2) = 1,1759 + 2,4015(2,2 — 1,9) +
3,3988(2,2 — 1,9)(2,2 — 2,1)

~ Pp4(2,2) = 1,9983.
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Calculo de 75(2,2) com z, = 1,9 I

[l Erro de truncamento para n = 2

(&)

3!

T o ()= (z—zo)x—21 T—22),§ € (20, 22).

[] Cota maxima do erro de truncamento

f(z) = €%, €€ (1,9;2,5) — £ =2,5;

25
6

TQ,CL(2>2) — - (272_179)(272_271)(272_275>

~ Ty 4(2,2) = —0,0183.

[1 Sinal negativo indica interpolacao por excesso
P> ,(2,2) > f(2,2).

] Erro real cometido
1f(2,2) — P2 ,(2,2)] = |1,9850 — 1,9983],

0,0133 < [T5.4(2,2)|.
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Calculo de P»>(2,2) com z; = 3,0 I

[ Calculo de P ;(2,2) com z;, = 3,0, por Newton

1| T Y; Ay; A2y;
0|21 1,6562 | 4,4408 | 5,4058
1| 25| 34325 | 9.3060 '
2 13,0|8,0855

] Para n =2

P55(2,2) = 1,6562 + 4,4408(2,2 — 2,1) +
5,4058(2,2 — 2,1)(2,2 — 2.5)

~ Py p(2,2) = 1,9381.
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Calculo de 75»(2,2) com z, = 3,0 I

[] Cota maxima do erro de truncamento

f'(z) = €%, £ € (2,1;3,0) — £ = 3,0;
3,0

6

~ T (2,2) = 0,0803.

T5(2,2) = Z—(2,2-2,1)(2,2—2,5)(2,2—3,0)

[1 Valor positivo indica interpolacao por falta
P55(2,2) < f(2,2).

[1 Erro real cometido
1f(2,2) — P2,b(2,2)| = |1,9850 — 1,9381]|,

0,0469 < [T5;(2,2)].

[l Ponto base z, = 1,9 esta mais proximo do valor
interpolado z = 2,2 do que z, = 2,5

1£(2,2) = P2,4(2,2)| < [f(2,2) = P2(2,2)]

~ [T2,4(2,2)| < [T 5(2,2)].
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