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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Introducao

Introducao

Um método € dito direto quando a solug@o exata x é obtida realizando-se um
ndmero finito de operagdes aritméticas em R (isto é, em precisao infinita).
Ax=b=x=A"1h
— — (1 —
3x=18=x=(5)18=6

3-1 x 18 = (0,33333) x 18 = 5,99994
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Introducao

Cramer

Um sistema n x n envolve o calculo de n + 1 determinantes de ordem 7.

Se n for igual a 20 podemos mostrar que o nimero total de operacdes
efetuadas sera 21 x 20! x 19 multiplicagdes e mais um nimero semelhante de
adi¢des. Um computador que faz 100 Mflops (milhdes de operacdes de Ponto
Flutuante por segundo) leva 3.105 anos para efetuar as multiplicacdes

necessarias.
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Métod.

Diretos Método de Eliminacio de Gauss

Resolugio de Sistemas Lineares -

Meétodo consiste em transformar o sistema linear original num sistema linear
equivalente com a matriz dos coeficientes triangular superior, e resolver este

dltimo sistema pois ele é de resolucdo imediata.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Método de Eliminacio de Gauss

Resolucao de Sistema Triangular

Tomemos a equagdo matricial Ax = b, sendo A uma matriz triangular superior

com elementos da diagonal diferentes de zero. Assim, temos:

ayxy +apxy + ...+ apx, = by

anxy + ...+ ayx, = by

AnnXn = by
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Método de Eliminacdo de Gauss
Da ultima equagao, temos:
bn
Xp — —
Unn

Xxn—1 pode entdo ser obtido da pendltima equacao:

bn—l - a(nfl)nxn

Xn—1 =
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Métod.

Diretos Método de Eliminacio de Gauss

Resolucao de Sistemas Lineares -

E assim, sucessivamente, obtém-se x,_», X,_3, ..., X2 €, finalmente, x;:

by — aipxy — a13xz — ... — dipXy

X1 =
aipg
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X, — Lo

Ann

Dado um sistema triangular superior n x n com elementos da diagonal da
matriz A nao nulos, as variaveis x,,, X, 1, X,_2,

fori=(n-1),...,2,1

., X2, X1 Sd0 assim obtidas:
s=0

forj=(i+1),...,n

s:s-l—aijaj
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Método de Eliminacio de Gauss

Transformacao do Sistema Linear Original em um
Sistema Linear Equivalente com Matriz Triangular

Superior

Dois sistemas lineares, Ax = b e A’x = b’ sdo equivalentes se qualquer

solug@o de um é também solucdo do outro.

Para modificar “convenientemente”o sistema linear dado de forma a obter um

sistema equivalente, faremos uso do seguinte teorema:
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Método de Eliminacio de Gauss

TEOREMA
Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando sobre as equagdes deste sistema
uma seqiiéncia de operacdes, escolhidas entre:

trocar duas equagdes;

multiplicar uma equacao por uma constante nao nula;

adicionar um multiplo de uma equacdo a uma outra equagao;

Obtemos um novo sistema A’x = b’ e os sistemas Ax = be A'x = b’ sdo

equivalentes.
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Método de Eliminacio de Gauss

Descrevemos a seguir como o método de elimina¢do de Gauss usa este
teorema para triangularizar a matriz A. Vamos supor que o determinante de A

¢ diferente de zero (detA # 0).

A eliminacao é efetuada por textbfcolunas e chamaremos de estagio k do
processo, a fase em que se elimina a varidvel x; das equacgdes k + 1, k + 2,

.y .
Usaremos afjk) para denotar o coeficiente da linha i e coluna j no final do
(k)

k-ésimo estagio, bem como b, serd o i-ésimo elemento do vetor constante no

final do estagio k.
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Resolucao de Sistemas Lineares -

Métod.

Diretos  Método de Eliminacio de Gauss
Seja A p0) = Alp =
I
ay) ay .. ay) | B
Pl P
onde: a,.(jo):alj, bfo) b; e a&?)#O.
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CCI-22

&

10 de dezembro de 2007

15/116



Métod.

Diretos Método de Eliminacio de Gauss

Resolugio de Sistemas Lineares -

ESTAGIO 1:

0
(0) o

O elemento @, € chamado piv0 deste estagio e os elementos m;; = 2, » bara
i =2,...,nsdo os multiplos do primeiro estagio.
A eliminagdo da varidvel x| das equagdes 2, ..., n é feita da seguinte forma: a

i-ésima equacao € substituida por ela mesma, menos a primeira equagao

multiplicada por m;;
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Método de Eliminacio de Gauss

Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos

Ao final deste estdgio temos a matriz A()|p(1) =

(1) 1 (1 1
ayy agz) am) bg :
0 Y |l
0 a,(,LIZ) a,(lll) b,(ll)
onde, agjl.) = aﬁ.)) paraj=1,...,n;
bgl) _ bEO);
afj]):ag.o)—m,»l.ai?), i=2,....,nej=1,...,m

b,(l) = b,(()) — mil.bgo), i=2,...,n
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Método de Eliminacio de Gauss

ESTAGIO 2:

O pivo € o elemento da posicdo as, sendo preciso que ele seja diferente de

Z€10.

m
. g L . ~ a,
Os multiplicadores deste estagio serdo os elementos m;» = —3; para
1122

A variével x, € eliminada das equagdes 3, ..., n da seguinte forma: a i-ésima
equacdo é substituida por ela mesma menos a segunda equagido multiplicada

por m;,.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos

do de Eli de Gauss
Ao final, teremos a matriz A*)[5():
2 2 2 2 2
ay oy ad )| b
2 (2 (2) (2)
0 ay ay - ay, || by
0o 0 q¥ a) | b
0o 0 d% ay) || b
onde: ai(jz) :al(jl) parai=1,2ej=40ii+1,...,n
bl(z) = bgl) parai = 1,2;
2 1 1
ay) = ay) — miray)

parai =3,....nej=2,...,nm;
b =" —mpb) parai=3,...,n
Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Métod.

Resolucao de Sistemas Lineares - Diretos  Método de Eliminacio de Gauss

Seguindo raciocinio andlogo procede-se até o estagio n — 1 e a matriz ao final

deste estagio serd A"~ 1|p("—1)
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
“51 ) “52 ) a§3 - agn : bg :
S
0 I o A e (P
0 0 0 ... &b | pY

E o sistema linear A"~ x = p("=1 & triangular superior e equivalente ao

sistema linear original.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Método de Elimi

Exemplo:

Seja o sistema linear:

3x1 4+ 2xp + 4x3
S = X1 + X2 + 2x3
4x1 4 3xp — 2x3

Estdgio 1: Eliminar x; das equagdes 2 e 3:

I N ORI PR

¥ a9 A0 =11 1 2 |2

a) &) JQ b0 14 3 2|3

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Método de Eliminaca

de Gauss
Pivo ag(l)) = 3, mypy = %, ms31 = %‘
L2 — L2 — Ll.m21
L3 — L3 — Ll.I’H31
dY oy a3 2 4 |
(1 M (1 = 1 2 5
0 ay ay | by |T|0 3 3 3
(1 M (1 1 2 | s
0 a3y azy | by 0 3 =5 |3
o < = = =
Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Método de Eliminacdo de Gauss

Estdgio 2: Eliminar x, da equagao 3:

Plvoa(l)—l m —é—l
2 — 3 32=1T =
3

L3 <—>L3 —L2.I7132
3 2 4 1
2)15(2 1 2 5
A()]b() 0 L 2 3
0O 0 -8 0
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Métod.

Resolucao de Sistemas Lineares - Diretos  Método de Eliminacio de Gauss

Assim, resolver Ax = b é equivalente a resolver:

3x1 +2xp +4x3 = 1

1 n 5

X+ -x3= 3

3 2 3 3 3

—8x3= 0

x3=0 x=5 x =-3

-3
Assim, o vetor solucdo é x =| 5
0
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Seja o sistema linear Ax = b,A:nxn,x:nx1,b:nx1

Suporquea,(cllzﬂ) #0 k=1,2,....n—1
fork=1,...,n—1

fori=k+1,....n
Akk
a,’k<—0
forj=k+1,....n

a,’j = a,-j — m.akj
b,‘ — bl’ — m.bk
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by
X, « bn
n i

fori:n_l?-.-;zal
s=0
forj=i+1,...,n

S:S+aij‘xj

a

«O)» «F» N



Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos

Introducao

Método de Eliminacao de Gauss
- Estratégias de Pivoteamento

Condicionamento de uma Matriz

Fatoracao LU

Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos
Introducao
Método Gauss-Jacobi

Método Gauss-Seidel

«0O0>» «Fr «E»r < Q>

it
v
it



Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Estratégias de Pivoteamento

Vimos que o algoritmo para o método de elimina¢do de Gauss requer o

calculo dos multiplicadores.

2D
myg = -k i=k+1,...,n
(k—1)
A,

em cada estdgio k do processo.
Se o pivo estiver proximo de zero? Temos duas estratégias:
Pivoteamento Parcial

Pivoteamento Completo

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Estratégias de Pivoteamento

Pivoteamento Parcial

Esta estratégia consiste em:

I. No inicio do estdgio k do processo de eliminagdo, escolher para pivo, o

. ) . k—1
elemento com o maior mddulo entre os coeficientes: aﬁk )

i=kk+1,.... n

II. Trocar as linhas k e i se for necessario.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos

Exemplo: k£ =2

3 2 1
AW p() = 01 0
0 -3 -5
0 2 4

Inicio do ESTAGIO 2:

I. Escolher pivo:

(1
max|a;,

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Estratégias de Pivoteamento

—1 5
3|6
7 |7
0|15
al)| = 3 — pivo = -3
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Estratégias de Pivoteamento

II. Trocar linhas (2) e (3):

Assim, A [p(1) =

W

os multiplicadores m3, = —% Myy = —
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Estratégias de Pivoteamento

Pivoteamento Completo

Nesta estratégia, no inicio do estdgio k € escolhido para pivd o elemento de
maior médulo, entre todos os elementos que ainda atuam no processo de

eliminacgao.

(k—1)

(k=1) _ (k=1) B —
maxyjsklag | = lays | — pivo = ay

Oservamos que, no exemplo anterior, se fosse adotada esta estratégia, o pivo
. . 1 .
da estratégia 2 seria o ag 4) = 7, 0 que acarretaria a troca das colunas 2 e 4 e

em seguida das linhas 2 e 3, donde:
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Estratégias de Pivoteamento

3 -1 1 2 5
o 7 =5 =37
0 3 0 1 6
0 0 4 2 || 15

AW |pM) =

Exemplo: Considere a resolugdo do sistema linear abaixo usando uma

madaquina com precisdo de 3 digitos.

0,0002x; +2x, =5
2x1+2x =6

0,2 x 1073x; +0,2 x 10'x, =0,5 x 10!
0,2x 107'%; +0,2 x 10'x, =0,6 x 10!

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Estratégias de Pivoteamento

0,2x 1073 0,2 x 10" || 0,5 x 10!
Entdo, A0)[p(0) =

0,2 x 100 0,2 x 10" || 0,6 x 10!
Estagio 1:

Pivo=0,2 x 1073

0,2x10!

mpy = 02x10=3 — 1 x 104 :O,l X 105
& =0
(1) (0) (0)

ay =ay —ay.my =0,2x10"— (0,2 x 101)(0,1 x 10%) = —0,2 x 10
bV = b — b myy = 0,6 x 101 = (0,5 x 101)(0, 1 x 105) = —0,5 x 10°

=] &F = = C
10 de dezembro de 2007 34/116
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Estratégias de Pivoteamento

A0 0,2x 1073 0,2 x 10! 0,5 x 10!
0 —0,2x10° || —0,5 x 10°

E a solucio do sistema A!)x = 5(1) resultante é:

—0,2 % 10°.x, = —0,5 x 10° = x, = 0,25 x 10!

0,2x 1073x; 40,2 x 10" x 0,25 x 10' = 0,5 x 10" = x; =0

0
E assim x =

2,5

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Estratégias de Pivoteamento

E facil verificar que essa solucao ndo satisfaz a segunda equacio, pois

2x042x%x2,5=5#6!

Usando agora a estratégia de Pivoteamento Parcial, temos:

0,2x 10" 0,2x 10" | 0,6 x 10!

A =
0,2x 1073 0,2x 10" || 0,5 x 10!

. A s 1 _02x1073 -3
Assimopivo € 0,2 x 10" e mp; = Daxior = 0,1x10

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Estratégias de Pivoteamento

De forma analoga ao que fizemos acima obtemos o0 novo sistema:

AO) [0 0,2 10" 0,2 x 10" || 0,6 x 10"

0 0,2 x 10" || 0,5 x 10!

cuja solucdo é x; = 0,5 e x, = 2,5 e o vetor x é realmente a solucdo do nosso

sistema (verifique!).
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dici de uma Matriz

Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  C:

Dado um sistema Ax = b e sejam os valores x| e x, duas aproximagdes da
solugdo exata x. Mas qual das aproximagdes € a melhor?

Vamos usar a estratégia de calcular residuos.

rn=b—Ax; e rn=>b—Ax

0,24x + 0,36y + 0,12z = 0,84
Exemplo : § 0,12x+ 0,16y + 0,24z =0,52
0,15x+ 0,21y + 0,25z = 0,64
e sejam x; = (25,14, —1)T e x, = (-3,4,0)".
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici de uma Matriz

Os residuos sdo:
0,84 0,24.25+0,36.(—14) +0,12.(—1)

rn=>b—Ax;1 =|0,52 |—| 0,12.25+0,16.(—14) + 0,24.(—1)
0,64 0,15.25 +0,21.(—14) +0,25.(—1)

Entdo r; = (0,00 0,00 0,08)

Analogamente, encontramos r, = (0,12 0,24 0,25)

A solugdo exata é x = (—3,4,1).

Vé-se que r; < r, mas x; é melhor que x;!!!

Conclusao: Nem sempre a aproximagao de menor residuo é a melhor ou mais

exata.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici de uma Matriz

Definicao: Um problema é dito "mal condicionado”’se pequenas alteracdes

dos dados de entrada ocasionam grandes erros no resultado final.

0,992x + 0,873y =0,119
0,481x + 0,421y = 0,060

Exemplo :

Solucdo exata: x = 1,y = —1.

Sejam as varia¢des nos dados de £0, 001:

0,992x + 0,873y = 0,120
0,481x + 0,421y = 0,060

Exemplo :

Nova solugdo: x = 0,815e y = 0,789.

0,119-0,120 . 0,815—1,0
Erro na entrada: W =0,8% Erro na saida: % =21%
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici

de uma Matriz

Exemplo: Sejam os dois sistemas abaixo:

x4+ 3y

Sistemal :
1,5x + 4,501y
x4+ 3y

Sistema? :
1,5x+ 4,501y

Solugdo do sistema 1: x =2 ey = 3.

Solugdo do sistema 2: x = 10,28 e y = 0, 24.

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22
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Métod.

Diretos Condici de uma Matriz

Resolucao de Sistemas Lineares -

Ya
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Condici to de uma Matriz

Medida de condicionamento

Seja Ax = b um sistema que sofre uma modificacio transformando-se em
Ax = b’, que implica numa nova solug@o x’.
Entdo desejamos saber qual serd a modificacdo em x sabendo que b foi

alterado para b'.

b—b =Ax—AX =A(x— X))

x—x)=A"1b-0)

Desenvolvendo, obtemos:
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici

de uma Matriz

[ — x|

x|

. b— b
<|lA ‘IH\AH-T

onde:

c—x' . ~
‘*lx"x | valor relativo provocado pela alteragio de b para b';

[[A=1]|.||A|| — fator de ampliagio;

‘hIZT — valor relativo de pertubacio feita no sistema Ax = b.
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Métod.

Diretos Condici to de uma Matriz

Resolucao de Sistemas Lineares -

Definicao do Condicionamento

Dado o sistema Ax = b, seu nimero de condicionamento é dado por:

Cond(A) = [|Al]so-[|A™" ]

Quanto maior for o valor de Cond(A), mais sensivel serd o sistema.
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Condici to de uma Matriz

Revisao: Normas Vetoriais e Matriciais

Definicdo: Uma norma em R” (ou C") é funcdo de varidvel real ||.||

satisfazendo (Vx € R" e Vy € R"):

x| >0 e |x||[=0&x=0
Vo e R, [[ax][ = |al.[lx]

e+ 31 < [+ {1yl

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici de uma Matriz

Temos como exemplos de normas no R”:

Norma Euclidiana: ||x||, = \/m ;

Norma da Soma: |[x[|; = > 7 [xi;

Norma do Maximo: ||x||oc = max|x;|.
Exemplo: x = (—2,1,6)"

Ikl =9 lxlle = 6,403 ||x|loc = 6

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici de uma Matriz

2

Definicao: Uma norma R”*" é uma fungdo que satisfaz (VA, B pertencentes a

RH’!XH):

Al >0 e |A]|=05A=0
Va € R, [laA]| = [af.||All

A+ B[ < [|A[] +[|B]|
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici de uma Matriz

As normas matriciais mais usadas sdo:

Méximo (da soma) das colunas: ||A||; = max()_, |a;])

Méximo (da soma) das linhas: ||A[oc = max(}_; |a;|)

Euclidiana: [|Al[, = /37,7, a5

0 2 6 2

1 1 5 1
Exemplo:A =

0 0 4 2

0 1 2 5

E fécil ver que [|A||; = 17, ||A|c = 10e||A]], = V122.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici de uma Matriz

As normas matriciais sdo compativeis com as normas vetoriais no seguinte

sentido:
Ax|[1 < [|A[]1-[}x][s
||Ax] oo < [|A]oo-||¥[|oo
||Ax[|2 < [[A[]2-]|x]]2
Exemplo:

x; + 10%, = 10*
X1+ x2 =2
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici de uma Matriz
1 10 ) 1 1 -10
Temos que A = etambém A~ =
1 1 —1 1

Logo, concluimos que Cond(A) = ||A|so.||[A™" |0 = 105,
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Métod.

Resolucao de Sistemas Lineares - Diretos Condici to de uma Matriz

Método para Refinamento da Solucao

® O cdlculo de condicionamento é dificil;

® O método de refinamento sucessivo da um idéia de:
exatidao;

condicionamento (bem ou mal condicionado).
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Condici to de uma Matriz

Descricao do Método

Passo I: Obter uma primeira aproximacao x; da solug@o exata do sistema

linear via Gauss (com pivoteamento).

Passo II: Refinar a solugdo obtida a partir de x,, gerando uma aproximagao

Xxp+1 € obtendo mediante condi¢des de convergéncia, ou seja

x = lim x,
n—oo
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Condici to de uma Matriz

Geracao das Aproximacoes

Resolvendo o sistema Ax = b pelo método de eliminacdo de Gauss com

pivoteamento, obtemos x; como aproximagao inicial. Determinaremos z; tal
que x = x; + 21.

Primeiro Refinamento: Determinar z;:

X=x14+z21=>720 =x—x] = Az; = Ax — Ax;

Az1=b—Ax1 =r = Az = n

71 pode ser calculado resolvendo o sistema acima.
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Resolugio de Sistemas Lineares - Diretos Condici to de uma Matriz

Entéo, temos que

X2 = X1+ 24

onde 7; € o vetor arredondado de z;.

Segundo Refinamento: Determinar z;:

AZZ :b—AX2 =1

AZ2 =

e podemos obter 7, e 25 e, portanto, x3 = x, + 2.
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Resolugio de Sistemas Lineares - Diretos Condici to de uma Matriz

Terceiro Refinamento: Idem.

Assim, teremos construido uma seqiiéncia (x, x5, x3, . . .) para a qual veremos
uma condicao de convergéncia.

Teorema: Sejam os vetores X,, definidos anteriomente, seja x a solugdo de

Ax = b e valha:
Cond(A) < 1g 732y

os residuos r; sejam calculados em Precisdo Dupla

Entéo a seqiiéncia converge para solucao exata.

Observacao: Se a matriz A for bem condicionada, a convergéncia é rdpida.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici

de uma Matriz

Exemplo: Seja F = F(10,5,—98,100)

2,4759x + 1,6235x, + 4, 6231x3

= 0,06470
S:{ 1,4725x; +0,95890x, — 1,3253x; = 1,0473
2,6951x; + 2,8965x, — 1,4794x; = —0, 67890

entdo temos X; = (1,8406 —2,0717 —0,24419).

Primeiro Refinamento: 7(10, 10, —98, 100)

AX; = (0,064821801 1,047355377 —0,678823304)

ri =b—AX; = (—0,000121801 — 0,000055377 — 0,000076696)

[m] = = =
Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos  Condici to de uma Matriz

Entdo, resolve-se Az; = ry. Usar as trocas e multiplicadores ja calculados.
Logo, z; = (0,0000042282 0,000025110 — 0,000057765) e
X, = (1,8405 —2,0717 —0,24419).

Mal Condicionado: residuos pequenos (71,7, . .., r,) € grandes corre¢des

(21,225 -+ 2n)-

Bem Condicionado: o niimero de iteragdes € menor ou igual a 2.
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Resolucgao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos

Introducao
Método de Eliminacao de Gauss
Estratégias de Pivoteamento

Condicionamento de uma Matriz

~ Fatoracdo LU

Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos

Introducao
Método Gauss-Jacobi

Método Gauss-Seidel
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU
Sejam Ax = be Le U taisque A = LU, entdo LUx = b ou L(Ux) = b.

Se Ux = y, entdo Ly = b. Se os sistemas Ly = b e Ux = y forem faceis de
resolver, resolvemos o sistema original Ax = b. Vimos que os sistemas com
matriz triangular sdo faceis de resolver. A idéia € obter as matrizes

triangulares L e U tais que A = LU.

Calculo dos fatores L e U:

Seja o sistema:

anxy +apxy +apxs = by
St anix) +anxs +axnxs =by
az1 x| + azxy +ayxs = bz
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Fatoragiao LU

af ay af
Entao, A =| 47 49 49 =4
ay) ay
. . . (,l(()> a(o)
Os multiplicadores do estdgio 1 do Gauss sdo my; = ﬁ ems = a?ﬁ,

(supondo que a(l(;) £ 0).

Para eliminar x; da linha j, j = 2, 3 multiplicamos a linha 1 por m;; e

subtraimos o resultado da linha j.

A partir dos coeficientes ag))

) 1
coeficientes afj ):

, no final do primeiro estdgio obteos os
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

a) =a) j=123
(1)

a;j

Estas operacdes correspondem a se pré-multiplicar a matriz A(?) pela matriz

=a) —my.a) i=23ej=123

M(O), onde:
1 0

0
MO =| 10

—ms3 0 1

isto &, M A(0) = A()
a<l) . . . 2 1 1
Fazemos m3, = %, e tiramos, similarmente que A = pm(DAC ), onde:
£l22

1 0 0
ML = o 1 0

0 —m3p 1
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

MMAM = A®) ¢ a matriz A no final do segundo estdgio de Gauss.

Temos entdo que:

AP — WA = AW pr0) 4

Entao,

AQ) — (a0 4

A= MDOMOYTTAC) = (pOY=1 () ~143)
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

1 0 O 1 0O O
M) =y 1 0| J(MD)TT=l0 1 0] e
my; 0 1 0 msp 1
1 0O O
MOy M) =y 10

Entao:

A= nmyq 1 0 0 azz 23
msy nsp 1 0 0 agi)
o = = = = 9Dae
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

Resolu¢do de AX = b = LUx = b:
Se Ux = yentdo Ly = b.
Se resolvermos o sistema Ly = b, obtemos y.

Com y, resolvemos o sistema Ux = y, obtendo x.

Calcular LU:
1: Resolver Ly = b:

yi =b;
moy1+y2 =b
m31y1 +m3y2 +y3 = b3
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

Com substituigdo obtemos (y,y2,y3).

2: Resolver Ux = y:

2 2 2
agl)xl + asz)xz + a53)x3 =y

0+ a%)xz + ag))@ =

Com retrosubstitui¢do obtemos (xj, x2, x3).
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

Exemplo:

3x1 4+ 2x +4x3 =1

Temosentaio A =|1 1 2| L,

Passo 1: pivo a

S: Xp+x+2x =2
4x1 +3x+2x3 =3
3 2 4L
4 3 2| L3
g?)—f%,inz]—zz%;—;emm—zgi
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

Fazemos as alteracoes: L| = L

3
A —

WA W=

Passo 2: pivo a

2

[SSTE

W=

4
2

3
—22

3

1 _1
22 T 3

msp

Lr = Ly — my 1,4

L3 = L3 — I’H31L1, e

Fazemos as alteragdes: L} = L ) Lr=L1L, L3=1L3—m3Le:

3
AQ) —

Wl W—

2

—_— L

4

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

Os fatores L e U sao:

1 0 0 3 2 4
—| 1 — I 2
L=13 1 0jeU=10 5 3

;11 0 0 -8

Resolvendo L(Ux) = Ly = b:

v=1l=y=1

1

_ :2:> ——

3y1+y2 Y2 3
4
yi+yn+ty3;=3=y3=0

3
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N FowrecfetU
Resolvendo Ux = y:

3x1 +2x +4x3 =1 =x = -3
lx_|_ 5
32 33_3 h =

_SX3:0:>)C3:0
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it
v



Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Fatoracao LU

Pivoteamento Parcial a Fatoracao LU

A permutacio das linhas na matriz A¥) pode ser feita utilizando a Matriz de

Permutacdo.

Uma matriz quadrada de ordem n é uma matriz de permutacio se pode ser

obtida da matriz identidade de ordem n permutando suas linhas (ou colunas).

Pré-multiplicando uma matriz A por uma matriz de permutacio P obtém-se a
matriz A com as linhas permutadas e esta permutacao de linhas é a mesma

permutacdo de linha efetuada na matriz identidade para obter P.
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Fatoragiao LU

0 1 0 31 4
Exemplo: Podemos tomarP =| 0 0 [ |eA=|1 5 9
1 0 0 2 6 5

0 1 0 3 1 4 1 59

FazendoPA=|0 0 1/|.|1 5 9|=|2 6 5
1 0 O 2 6 5 3 1 4

Seja Ax = b. Os fatores L e U obtidos pelo processo da Eliminagao de Gauss
com Pivotamento Parcial.

L e U sdo fatores de A’, onde A’ é a matriz com linhas permutadas, isto é:

A’ =PA.

Se permutarmos A temos de permutar » também. Seja entdo b’ = P.b
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Diretos Fatoragiao LU

Chegamos ao sistema A’x = b/, equivalente ao original, e, se A’ = L.U,

teremos:

Ax=b =PAx=Pb=

=LUx=Pb

Resolvemos entdo os sistemas triangulares: Ly = Pb, Ux = y. E assim,

obtemos a solucao do sistema linear original.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

Exemplo:

3x1 —4xp + x3 =9
S: X1+2X2+ZX3 =3
4x; —3x3 = -2
3 -4 1 100
Temos que AV =| | 2 2 [ePOD=l0 1 o0

4 0 =3 0 0 1

Estagio 1: pivo a3; = 4, e deve-se permutar as linhas 1 e 3.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos

4
A0 =]

3
Logo, A1) =

Estagio 2: pivo a

N

A —

= KW

N

Bl K=

0
—4
2

—4

() _
32 =

-3

(98]

IN i

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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4

13
4

—_

Fatoracao LU

0 0 1
0 1 0
1 0 0

4, e permutaremos as linhas 2 e 3.

e P(z) —

0 0 1
1 0 O
0 1 0
CCI-22 10 de dezembro de 2007
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

Chegamos entdo aAl =

Os fatores L e U sao:

Logo: A’ = P2 A =

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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NN

S = O

N

Bl= AW

0 -3
13
—4 B
=l 35
2 8
-3 4 0 =3
— 13
35
1 o 0 ¥
1 3 -4 1 4 0 =3
0 1 2 2 =13 —4 1
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

Resolucao:
1: Ly=Pb
0 0 1 9 -2
Pb=|1 0 0 3 |=| 9
0 1 0 -2 3
yi= —2
3
= - 9
4Y1+)’2
! ! +y3= 3
4)’1 2y2 y3 =

Logo,y = (=2,5, 7).
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos ~ Fatoragao LU

2: Ux =y

4X1 — 3X3 = -2

13
—4x; + 2B = %
FRAaE

E, portanto, x = (1, —1,2), que é solugdo do sistema original.
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Introducao

Método de Eliminacao de Gauss
Estratégias de Pivoteamento
Condicionamento de uma Matriz

Fatoracao LU

Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos
© Introducdo
Método Gauss-Jacobi

Método Gauss-Seidel
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Introducao

Introducao

Um método € dito iterativo quando a solucao x € obtida como limite de uma

seqiiéncia de aproximacdes sucessivas x', x%, x°, ...
Converter o sistema Ax = b para x = Cx + g = ©(x), onde:
C: matrizn X n

g: vetorn x 1

©(x): fungdo de iterada dada na forma matricial
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Introducio

Nos métodos iterativos partimos de um x(¥) e calculamos os outros usando a

funcdo de iteragao.
x =CxO pg=0 (x(o)) (primeira aproximagao)
x =M 4 g =09 (x(l)) (segunda aproximacao)
x0) = x4 g = p(x= 1)) (k-ésima aproximagio)
Testes de Parada:
Miéximo do Mddulo Erro Absoluto
Miximo do Erro Relativo

Nimero de Iteragdes
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos

Introducao

Método de Eliminacao de Gauss
Estratégias de Pivoteamento
Condicionamento de uma Matriz

Fatoracao LU

Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos
Introducao
+ Método Gauss-Jacobi

Método Gauss-Seidel
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Jacobi

Transformar o sistema Ax = b para x = Cx + g.

ayxy +apxy + ...+ apx, = by

ax1xy + axnxy + ...+ awx, = by

am X1 + apXxs + ... + appXxy = by

Com isso, temos que:

1
X = ;(bi — ajX] — apXy — ... — QinXp)
113
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Sex=Cx—+g:
0 —a» _aa _an
ar ary ary
C — an azn azn
Anl an2 an3 0
Ann Ann Ann T
b
ar
by
| a2
g =
by
Ann
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Jacobi

Gauss-Jacobi

A partir de x(©) obter x'!), depois x(?) ...x*) onde xUtD = CxU) + g:

. 1 ; ' '
xi(/+l) - auxgl) _ aizxg') — = apxV)
aijj

De um modo geral, a aproximagio xU*!) ¢ calculada pela férmula
xUH) = C + g, ou seja, xUtD) = p(x)), k =0,1,. ..

Deseja-se que a seqiiéncia x(©, x(), .. x®) | seja tal que:

lim x® = o

k—00
entdo, « = Ca + g, ou seja, a € a solucdo do sistema linear Ax = b.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Jacobi

Critérios de Parada

a. x=1 ~ x(K)

Medimos a distancia entre x*) e x*~1) por:

“D1<i<n

M® = max]xfk) - xf

Assim, dada uma precisio ¢, o vetor x¥) serd escolhido como uma solucio

aproximada da solucio exata, se MY < ¢

b. Critério de erro relativo:
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos

c¢. Nimero de iteracdes

Método Gauss-Jacobi
10x1 + 2xp + x3 7
Exemplo : X1 + 5% +x3 -8
2x1 4+ 3xp + 10x3 = 6
Entio, x¥) = (0,7 —1,6 0,6)ee = 0,05 para o critério de erro relativo
O processo iterativo
(k1) _ 1 (k) W_ 2w 1 w, 7
X _70( —x3 ) = Ox, 10x2 —l—ox3 + —
k1) 1 k k NG
; ) _ g( g _ ( ) xg )) ( )
(k—H)
X3

10

® w8

“sh W B 75

k k 2 k 6

(6 2x()—3x()) Eg) loxﬁ() 05}4——
Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos

Método Gauss-Jacobi

Na forma matricial: x**1) = Cx®) + ¢ temos:

0
_ 1
C=| -3
1
5

Assim (k =

2 1 7
10 10 10
e
3 6
-0 0 10
0):

A = —0,24% — 0, 1x{” +0,7 = 0,9

M = —0,2+” — 0,2,

AV =026 —0,3x” 40,6 = 0,94

~1,6=-1,86

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos

Método Gauss-Jacobi
Calculando Ml(el):

W — 291 = 0,26

s — x| = 0,26

Y =2V = 0,34
Entdo M) = %3 — 0,188 > ¢

max|x; |

Para k = 1:

X = (0,978 —1,98 0,966) = MY =

0,12
1
Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Jacobi

Para k = 2:

(3)
x() =(0,9994 —1,9888 0,9984) = My’ = PG5s < e
Logo,

x=x% =(0,9994 —1,9888 0,9984)

Um critério de convergéncia € o critério das linhas. Este critério € suficiente e
¢ o resultado de um teorema dado a seguir cuja demonstragdo em

(Demidovich e Maron, Computacional Mathematics, 1973).
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Jacobi
Teorema: Seja o sistema linear Ax = b e seja

n
2 =1,k ||
op = =4 J7k 179
||
Se v = max(ay) < 1, entdo o método de Jacobi gera uma seqiiéncia (x(¥))
convergente para a solugdo do sistema dado, independentemente da escolha

da aproximagdo inicial, x(*).

Exemplo:
10 2 1
A=]1 5 1
2 3 10

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007 92/116



Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Jacobi

241 3
= —_— = — = ]
1 10 10 0,3<
1+1 2
-t o04<1
(%) 5 5 4 <
243 5
=—=—=0,5<1
B="9 "0 <

Entdo o maximo dos o, = 0,5 < 1, donde, pelo critério das linhas, temos
garantia de convergéncia para o método de Gauss-Jacobi.

Exemplo: Para o sistema linear:

X1 +xp = 3

X1 +3x = -3
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Jacobi

O método Gauss-Jacobi gera uma seqiiéncia convergente para a solug@o exata

xx = (3,3).

No entanto o critério das linhas néo ¢ satisfeito visto que «; = 1. A condig¢@o

do teorema de convergéncia é SUFICIENTE, mas nio NECESSARIA!!!

Exemplo:
x1+3x+x3= -2
S=19 5x1+2x+2x3 = 3
6xy + 8x3 = —6

Nao satisfaz o critério das linhas, pois:

3+1
(J]:%:4>]
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos

Método Gauss-Jacobi

Se permutarmos a primeira e segunda linhas, temos:

S =

Sx1 + 2xp + 2x3
X1+ 3xp + x3
6x2 + 8x3

—6

Repare que o sistema acima satisfaz o critério das linhas. Ou seja, se o critério

das linhas nio for satisfeito, tentar permutacdo!!
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Diretos

Introducao
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Condicionamento de uma Matriz
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Seidel

Dado o sistema Ax = b, é o processo iterativo para obter a seqiiéncia: x(©),

XD, @ ), x®)

Temos que, para | < i < n:

A Lo anx\ — apx — = a,x )
aiji
(k+1)

(k+1) _(k+1)
2

ou seja, para calcular x usamos os valores dados de x;” " 7, x

i
k1) (k+1 k+1
A
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos

Método Gauss-Seidel

Sxi+xp+x3= 5
Exemplo : 3x1 +4xy +x3= 6
3x1 +3x +6x3= 0
Dado que x(*) = (0,0,0) e ¢ = 0,05.
O processo iterativo:
A =1 0,20 — 0,24
Y =15 - 0,756 — 0, 2540
kD g 075x§k+1) 0, PNGR))

2
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Seidel

Como x(*) = (0,0,0) e k = 0:

AM=1-0-0= 1
A =15-075x1-0= 0,75

A =0-0,5%x1-0,5%0,75= —0,875

entdo, x() = (1 0,75 —0,875).

Com estes valores, tiramos que M,(;) =1>c.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Seidel

Fazendo agora k = 1:

AP =1-0,2x0,754+0,2x0,875= 1,025
X =1,5-0,75%1,025-0,25%x0,875= 0,95
XY =0-0,5x1,025-0,5%x0,95= —0,9875

entio x?) = (1,025 0,95 —0,9875).

Com estes valores, tiramos que M 1(5) =0,2025 > .
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Seidel

Partindo agora para k = 2:
Resolvendo, chega-se a x®) = (1,0075 0,9912 —0,9993).

Desta vez, temos que M ,(33) =0,0402 < e.

Logo, a solucdo x do sistema linear dado, com erro menor que ¢, pelo método

de Gauss-Seidel é x = x®) = (1,0075 0,9912 —0,9993).
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Seidel

Interpretacdo Geométrica no Caso Bidimensional (2 x 2)

Tomemos o sistema:

X1 +xp = 3
X —3x = -3
Preparacao:
X1 3— X2
S| = 1
Xy = 3 (3 + X 1)
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Seidel

Agora usando o método iterativo:

S xng) = 3— xgk)
2= ,
xgkﬂ) _ %(3 +x5k+1))

Isto vai gerar os pontos: (x(lk),xgk)), (x(lkH),xgk)), (xik’”)./xék“)), para

k=0,1,2,...

Na préxima pédgina verificamos:
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Seidel

(@ x5") = (0.0 = (1. 5") = 3.0) = (1".5") = (3.2)
4
()5 =3.2) = @”.8") = (1.2) = (7.87) = (1,3)

2 4 3) 54 3) 3 5 14
@) = (1.9 = @) =G5 = @) = (5, 5)

(k+1) (k)

Observamos que os pontos (x,” ' ’,x, ) satisfazem a primeira equagao
1 I . ~
enquanto que 0os pontos (xgkJr ),x(2k+ )) satisfazem a segunda equacdo.
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Seidel

&

/‘
/ X1

E f4cil verificar que, pelo grafico acima, a seqiiéncia x(o), x(l), e x(k), esta

convergindo para a solugd@o exata do sistema linear que é x* = (1,5 1,5)
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Seidel

X1 —3x = -3
Exemplo :
X1 +xp = 3
Entdo podemos fazer:
5, — xEkH) = -3+ 3x§k)
x§k+l) - 3 _x§k+l)

Fazendo as iteragdes, encontramos:
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Seidel

@25 = 0,00 = (", 7)) = (=3,0) = ({", ) = (=3,6) =

= (2,4 = (15,6) = (P2 = (15, -12)

Neste caso, a solucdo diverge quando o nimero de iteracdes aumenta!!

X2

&

—
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Seidel

Estudo da Convergéncia do Método Gauss-Seidel:

Critério de Sassenfeld

Tomemos,
3 = laia| + |as| + ...+ |ai
a |ar|
g, laitlBi +lan|B+ ..+ |ai1|Bioy + |aiia| + . . + |ai
. —
' |aiil

Seja # = max/f;. Se § < 1, entdo o método de Gauss-Seidel gera uma
seqiiéncia convergente qualquer que seja x(?).

Além disto, quanto menor for J mais rapida serd a convergéncia.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Seidel

X1+0,5)C2*0, IX3+O, IX4= 0,2
0,2x1 +x0 —0,2x3 +0,1xy = —2,6
Exemplo :
—0,1x; —0,2x) +x3 4+ 0,2x4 = 1,0
0,1x; +0,3x —0,2x3 +x4 = —2,5

Deste sistema, tiramos que 5 = 0,7, f» = 0,44, 33 = 0,358 ¢ 3, = 0,2736.

Como 3 = 0,7 < 1 temos a garantia de que o método Gauss-Seidel vai

convergir.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos ~ Método Gauss-Seidel

2x1+x0+3x3= 9
Exemplo : Oxy —x+x3= 1

x1+0x+3x3= 3

Calculando, 3; = % =2>1.

Se permutarmos a primeira com a terceira linha, temos:

Ox; —x0+x3= 1
S1=9 x14+0x+3x3= 3
2x1+x+3x3= 9

Calculamos agora, 5| = % =3>1.
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Seidel

Se permutarmos a primeira com a terceira coluna, temos:

3x34+0xy +x1= 3
Sy = x3—xp+0x; = 1

3x3+x+2x1= 9

Assim, teremos, 31 = %, By = % el = % e, portanto, a seqiiéncia converge!
A seguir, vamos mostrar um exemplo de que o critério de Sassenfeld é apenas

suficiente.
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Seidel

X1 +xp = 3
Exemplo :
X1 —3x= -3

Ja sabemos que a seqiiéncia Gauss-Seidel converge para este sistema.

Contudo, (3; = 1, ou seja, o critério de Sassenfeld ndo € satisfeito.

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007

112/116



Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Seidel

Critério das Linhas

Se o = maxqy < 1, onde

- Z;;l ||
||

entdo o método de Gauss-Seidel converge!

Verifique que se o critério das linhas for satisfeito, automaticamente o critério

de Sassenfeld € satisfeito, pois, se a; < 1,entdo §; < 1,parai =0,1,...,n.

Contudo, o critério de Sassenfeld pode ser satisfeito mesmo que o critério das

linhas nao o seja!
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Seidel

3x1+x3= 3
Exemplo : X1 —x = 1
3xi +xp+2x3= 9
Desta forma, temos que oy = 3] = %
Entretanto, oy = 1, ou seja, o critério das linhas ndo € satisfeito.
Calculando, no entanto, /3, e (33, verificamos que o critério de Sassenfeld é

satisfeito.
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Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Seidel

Comparacao dos Métodos Diretos e Iterativos

® Convergéncia:
Diretos: Os processos sao finitos. Teoricamente obtém-se a solugdo de
qualquer sistema nao-singular.
Iterativos: A convergéncia € assegurada apenas sob determinadas
condicdes.

¥ Esparsidade da Matriz A:

Diretos: A esparsidade pode ser destruida.

Iterativos: Mantém a esparsidade (aconselhdvel para solucdo de

sistemas esparsos).
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Resolucio de Sistemas Lineares - Métodos Iterativos Método Gauss-Seidel

¥ Erro de Arredondamento:

Diretos: Apresentam sérios problemas com erros de arredondamento. E

necessdrio pivoteamento.

Iterativos: Menos erros de arredondamento, visto que a convergéncia
uma vez assegurada, independe de solucdo inicial. Somente o erro

cometido na dltima iteracdo afera a solugao.
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