4. Ajuste de curvas |

4.1 Relacdes entre variaveis.

4.2 Regressao linear simples.

4.3 Qualidade do ajuste.

4.4 Regressao linear multipla.

4.5 Formas alternativas de estimar os parametros.
4.6 Diferenca entre regressao e interpolacao.

4.7 Estudos de caso:
[1 Tensao-deformacao de aco.
[1 Produto iOnico da agua.

4.8 EXxercicios.
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Relacoes entre variaveis I

[1 Relacionar, por meio de um modelo matematico, a
variavel resposta (ou dependente) com o conjunto
de variaveis explicativas (ou independentes).

[1 Para ter controle, determinar algum parametro ou

mesmo fazer previsao acerca do comportamento
da variavel resposta.

[l Variacao da leitura de uma variavel:
e erros de medida experimentais;

e Vvariaveis cujos valores se alteram durante o ex-
perimento.

[1 Tipos de relacdes entre as variaveis
1. deterministicas,
2. semideterministicas e

3. empiricas.
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Relacoes deterministicas I

[1 Variaveis relacionadas entre si por uma lei expressa
por formula matematica precisa.

[1 Variacao nas observacoes é atribuida a erros expe-
rimentais.

[1 Por exemplo, se r reais forem investidos durante
m meses a uma taxa de juros j, ao final do prazo
ter-se-a v reais.

[1 As variaveis r, m, 7 € v estao relacionadas pela
expressao exata fornecida pela Matematica Finan-
ceira

v=r(147)",

que € a lei dos juros compostos.

[] Qualquer analise adicional € desnecessaria para re-
lacionar estas variaveis.
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Relacoes semideterministicas I

[] Teoria prescreve forma para a relacao.

[1 Mas nao os valores particulares dos parametros que
aparecem na relacao.

-

[ E necessario realizar experimentos para obter in-
formacoes acerca desses parametros.

[J Precisao limitada dos instrumentos de medida.
[1 Perturbacdoes incontrolaveis dos experimentos.
[J Outros fatores introduzem erros nos dados.
[1 Causam perturbacao na verdadeira relacao.

[1 Por exemplo, a concentracao ¢ de uma substancia
apos um tempo t em uma reacao quimica de pri-
meira ordem é

c = coe_kt,

co. concentracao inicial e k: constante de veloci-
dade de uma reacao especifica.

[1 A constante k£ é obtida experimentalmente.

Algoritmos Numéricos Cap.4: Ajuste de curvas Ed1.0 (©2001 FFCf 4



Relacoes empiricas I

[1 Relacao entre as variaveis envolvidas nao sao co-
nhecidas.

[1 Determinar uma formula matematica que relacio-
ne essas variaveis.

[1 Grafico feito com valores observados dessas va-
riaveis fornece uma idéia da relacao entre elas com
algumas variacoes aleatorias.

[1 Por exemplo, deseja-se conhecer em um experi-
mento agricola qual a relagcao entre a producao p
de uma lavoura de feijao e a dosagem d de um
certo fertilizante.

[1 Outros fatores influentes como acidez do solo,
umidade e controle de pragas sao mantidos cons-
tantes tanto quanto possivel.
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Relacoes empiricas cont. I

[1 Experimento consiste em aplicar dosagens diferen-
tes do fertilizante em areas distintas.

[1 Anotar a producao de feijao em cada uma delas.

[1 Dosagens diferentes do fertilizante induzirao a pro-
ducao de quantidades diferentes.

[1 N3o esperar que a relacao obtida siga uma formula
matematica precisa, dada a complexidade do pro-
blema.

[1 Ter suficiente conhecimento sobre uma relacao
empirica.

[1 Desenvolver a teoria que conduza a uma formula
matematica.

[ Caso semideterministico.
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Regressao linear simples I

[1 Relacdes mais simples entre duas variaveis sao as
relacoes lineares.

[1 A variavel independente ou explicativa x € relacio-
nada com a variavel dependente ou resposta y por
meio de um modelo linear

y = bg + b1x.

[1 Esbocar os dados em um grafico de coordenadas
cartesianas denominado diagrama de dispersao.

[1 Diagrama mostra a natureza da relacao intrinseca
entre as duas variaveis estudadas.
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Diagrama de dispersao I

[] Variaveis explicativas x e as respostas y

r|03|27|45|59|7,8
y[1,8]11,9(3,1/3,9|3,3]

[1 Diagrama de dispersao dos dados

Diagrama de disperséo

variavel resposta y
= N w »
[ al [\S] (6] w (6] N (6]
T T T T T T T T

o
(4]
T

o

variavel explicativa x
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Retas de regressao I

[1 Modelo simples que relaciona as variaveis = e y
y = Bo+ B1z + ¢,

[1 Bp € 1 sao 0s parametros a serem estimados.

[1 ¢ contém o0s componentes desconhecidos e ale-
atorios de erro que se sobrepoem a verdadeira re-
lacao linear.

[1 Como estimar os parametros Gg e 517
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Modelo 1 |

[l Primeira tentativa obtida por meio de polinOmio
interpolador linear.

[1] Reta esbocada a partir de dois pontos quaisquer.

[1 Por exemplo, o primeiro e o ultimo

0,3/7,8
1,8|3,3]

[0 Equacao da reta w(xz) que passa por estes dois
pontos

3,3—1.8
, ’Eg(aj__();a)a

u(x):yo_l_a:l—xo 7,8—0,

u(r) =1,840,2(x—0,3) ~ u(x) = 1,74 + 0,2x.

[1 Distancia vertical d; entre o -ésimo ponto dado y;
e o ponto u; = 1,74 + 0,2z, de mesma abscissa z;

di = 1yi — u;.
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Grafico do modelo 1 |

[1 modelo 1: vw= 1,74 + 0,2x.

Ajuste do modelo 1
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Qualidade do modelo 1 I

[1 Qualidade do ajuste
D(bg,b1) =)  (yi—w;))*=> (yi—bo—brz;)*=>_ds,
i=1 i=1 i=1

5
D(1,74;0,2) = Y (y; — (1,74 4 0,2x;))".
1=1

[1 Resultados do ajuste pelo modelo 1

vl oxg | Y| d;
1/0,3/1,8]1,80 0,00
212, 711,9] 2,28 | —0,38
3145|3,1]2,64 0,46 |
4159|3,9]2,92 0,98
517,8|3,3] 3,30 0,00
D(1,74:0,2) = 1,3164
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Modelo 2 |

[] Segunda tentativa também obtida por polinOmio
interpolador linear.

[1 Reta tracada por dois pontos quaisquer.

[1 Pontos escolhidos nao pertencentes ao diagrama
de dispersao.

[1 Por exemplo, escolhendo os pontos

[0 Equacao da reta u(x)

— 3
w(@) =yo+ 2" >r —z0) =2+
T1 — TQ o

C)

24+ 0,25(x —2) ~ u(x) = 1,5+ 0,25x.
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Grafico do modelo 2 |

[ modelo 2: vw= 1,5+ 0,25x.

Ajuste do modelo 2
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Qualidade do modelo 2 I

[ Resultados do ajuste pelo modelo 2

vl x| Y U; d;
1/0,3/1,8|1,575 0,225
212,711,9]2,175| —0,275
314,5]3,1] 2,625 0,475 |
4159392975 0,925
517,8]|3,3]3,450 | —0,150
D(1,5;0,25) = 1,2300

[1 Modelo 2 é mais adequado

D(1,5:0,25) = 1,2300 < D(1,74;0,2) = 1,3164.
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Meétodo dos quadrados minimos I

[1 Qualidade do ajuste depende da equacao da reta
escolhida.

[1] Reta que nao passa por dois pontos dentre aque-
les do diagrama de dispersao produziu resultado
melhor.

[1 Por onde se deve tracar a reta de modo a obter o
menor valor do desvio D7

[1 Método dos quadrados minimos consiste em en-
contrar uma estimativa da reta u = [y + [ x.

[1 Produzir o menor valor possivel do desvio

D(Bo, 81) = > (yi —u)® = > (y; — Bo — B1z;)”.
' i=1

=1
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Deducao dos quadrados minimos I

[l Funcao desvio

D(Bo, 1) = Z (y; — uz)z Z (y; — 61557;)2'

1=1

[1 Derivadas parciais

é?l)([307/31) )
0 ° Z (i = Bo = Fri),
0D (B, £1) — 5 Z (y; — Bo — B1x;)x;.

0B

[0 Valores para os quais a funcao D(fSg, 51) POSSuUi um
Minimo —— derivadas parciais se anulam.

[0 Se D(bg,b1) for o ponto de minimo de D((3g, 31)

mn n mn mn
=2 (y;—bo—b1z;)=0—> bo+ > biz;=> v,
i=1 i i=1

=1 1=1

mn mn mn mn
23 (y;—bg—brz;)w;=0— boz;+ Y br12t=>" z;y;.

=1
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Reta de quadrados minimos I

[1 Na forma matricial e simplificando a notacao

noolx | |bo| | Xy |
S S x? b1 > XY
[0 Valores em que D(f(p, 1) apresenta um minimo

sa0 obtidos pela solucao do sistema linear deno-
Mminado equacoes normais.

[1 Utilizando as operacoes |-elementares

n y.x;
— L (Cr)?+Ya?

bo _ Z?lJz'
b1 — DT DY %Y
[1 Parametros da reta de quadrados minimos

u(x) = bg + b1z,

LT Y — )Xy
bl_ 2 2 9
b — Doy — b1 x;

0= .
n

Algoritmos Numéricos Cap.4: Ajuste de curvas Ed1.0 (©2001 FFCf 18



Exemplo de quadrados minimos I

[1 Calcular a reta de quadrados minimos usando

x|03|27145|59)|7,8
y1,8/19]3,1[(3,9|3,3]
[1 Valores dos somatorios
1 0,3| 1,8 0,09, 0,54 | 3,24
2 2,7 1,9 7,29 | 5,13 | 3,61
3 45| 3,1 20,25|13,95| 9,61
4 59| 3,9| 34,81 | 23,01 15,21
5 7,8 3,3| 60,84 | 25,74 | 10,89
> 121,2114,0| 123,28 | 68,37 | 42,56

[1 Solucao de quadrados minimos

o 2Ty —ny xy;  21,2-14,0—-5-68,37
LT (S)2-nxe?2 T (21,2)2-5-123,28

~ by = 0,2698:

2y — b1 > 14,0 — 0,2698 - 21,2
o n - 5
~ bg = 1,6560.

bo
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Reta de quadrados minimos I

0 Reta u = 1,6560 + 0,2698z

Ajuste de quadrados minimos

4.5
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Qualidade do modelo I

[1 Ajuste de quadrados minimos

vl oxg | Y U; d;
1/0,3/1,8|1,7369 0,0631
212,711,9]2,3845 | —0,4845
314,5]3,1]2,8701 0,2299 |
415939 3,2478 0,6522
517,813,3]3, 7604 | —0,4604
D(1,6560;0,2698) = 0,9289

[1 Melhor dos trés modelos propostos

D(1,6560; 0,2698) = 0,9289 <

D(1,5:0,25) = 1,2300 <

D(1,74:0,2) = 1,3164.
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Coeficiente de determinacao I

[] Seja a expressao para O -ésimo ponto
vi —y = (¥ —u;) + (u; — 9),
1 n
0 sendo w; =bg+biz;ey=—|> vil.
n\;=1
[ Tomando o quadrado em ambos 0s termos

(yi— )% = (yi —uy)? + (u;— )2 +2(y; —u;) (u;— 7).

[J Calculando o somatorio para:=1,2,....n

Z(yi—g)QZZ(yi—ui)Q—FZ(uz‘—@Q—FQ Z(yi—ui)(ui—@-
=1 =1 =1 =1
[1 Pode-se mostrar que
n
> (y; —ui)(u; —y) = 0.
i=1
[1 Consequentemente

S wi—-92=> (wi—u)?+ > (u; — )
i=1 i=1 i=1

Algoritmos Numéricos Cap.4: Ajuste de curvas Ed1.0 (©2001 FFCf 22



Calculo de 2 |

[1] Soma dos quadrados
- 2 = 2 = 2
D wi—) = (Wi—u) 4+ > (u;—y~.
1=1 =1 1=1
[0 SQTot (soma de quadrados total)
& 2
> (i —9)°.
i=1
[0 SQRes (soma de quadrados residual)
- 2
> (yi —uy)”.
i=1

[0 SQReg (soma de quadrados devido a regressao)

n

3 (u; — 9)2.

i=1
[1 Qualidade do ajuste do modelo aos dados
> SQReg SQTot-SQRes 5 1 SQRes
_ _ 2 —

" TsQTot  sQTot T T T sQTot

[ r2: coeficiente de determinacdo, 0 < r2 < 1.
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Calculo de 2 cont. I

[ Considerando

D(bg,b1) = Z (y; — UZ)Q Z d
1=1

Z(yz 7)°= ny 2yZyz+n

Z(yz y)? = Zw—(Zyz) -

[1 Coeficiente de determinacao

D(bg, b1) |
Sy =+ (Cyi)?

T2:1—

[1 Proporcao da variacao total dos dados em torno da
meédia y que é explicada pelo modelo de regressao.
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Vvariancia residual |

[ Variancia residual o2

2 l)(bOabl)
o
n—mp

O D(bg,b1): somatorio dos desvios, n: numero de
pontos e p: numero de parametros estimados.

[1 No caso de regressao linear simples v = bg + by,
p = 2.

[ Tanto o numerador quanto o denominador irao
diminuir se forem introduzidos mais parametros
no modelo.

[1 Reducao global de o2 define se mais parametros
devem oOu nao ser incorporados ao modelo.
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Exemplo I

[1 Calcular a reta de quadrados minimos

i

1,2

2,5

3,0

4.1

6,2

7,1

8,8

9,5

Y

6,8

6,1

9,9

9,7

12,1

17,9

18,0

21,5 |

[1 Dispositivo pa

ra regressao linear simples

Zq

Yi

2
T;

LiYi

y?

Uyg

d;

d?

1,2
2,5
3,0
4,1
6,2
7,1
8,8
9,5

6,8
6,1
9,9
9,7
12,1
17,9
18,0
21,5

1,44
6,25
9,00

16,81

38,44

50,41

77,44

90,25

8,16
15,25
29,70
39,77
75,02

127,09
158,40
204,25

46,24
37,21
938,01
94,09
146,41
320,41
324,00
462,25

5,4037
7,7330
8,6289
10,5999
14,3627
15,9753
19,0213
20,2756

1,3963
—1,6330
1,2711
—0,8999
—2,2627
1,9247
—1,0213
1,2244

1,9497
2,6667
1,6157
0,8098
5,1198|
3,7045
1,0431
1,4992

MOO\I@O‘I-POOI\J!—'@

42,4

102,0

290,04

657,64

1528,62

102,0003

—0,0004

18,4085

[] Calculo dos

parametros

y 2w dyi—n Y wiy: _ 42,4-102,0-8-657,64

Oxi)2—nd a?

(42,4)2—-8.290,04

y 2 yi—biyim 102,0-1,7918-424
0— —
8

n

2 __

D(bo, b1)

o

8—2

- Sy2 -1y’ -

, 18,4085

18,4085

~ 0?2 =23,0681.

~ 1528,62—(102,0)2/8
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Reta de quadrados minimos I

[l Equacao de quadrados minimos

u = 3,2535+4+ 1,7918x.

Ajuste de quadrados minimos
22

@]
20
18- e} O
16
14
12+ o

10+ 0 o)

8k

O

6 @)

4k

2 I I I I I I I I J

0 1 2 3 4 5 6 7 9 10
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Regressao linear multipla I

[1 Modelo mais completo que relaciona a variavel res-
posta y com as p variaveis explicativas z;

y = Bo+ B1z1 + Boxo+ ... + Bpxp + €,

0 3;, + = 0,1,...,p: parametros a serem estimados
e ¢. variavel aleatoria desconhecida que interfere
na verdadeira relacao linear.

[1 Método dos quadrados minimos utilizado para es-
timar os p + 1 parametros (;

D(ﬁOa 617 627 I 75}9) :Z(yz—uz)Q p—
1=1

'Z(yi—ﬁo — 1241 —Bowin—. .. — Bpip)?.

=1

[] T 1-€Sima observacao da j-ésima variavel expli-
cativa.
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Meétodo dos quadrados minimos I

[1 Derivadas parciais de D

691)(1307%317[327" '7#%?) —

980
—2> (yi—Bo—PB1xi1—Bowin — ... — BpZip),
i=1
691)(/307%3171327°° °7¢%9) —
0B
=2 (yi—Bo—B1zi1—Bazin — ... — BpZip)Ti1,
i=1
é)[)(1307[317/327" '7¢%9) —
052
-2 (yi—Bo—B1zi1—B2azio — ... — BpZip)Tio,
i=1

é)l)(/307[317/327" '7ﬁ%9) —
0Bp

mn
—2> (yi—Bo—B1zi1—Boxin — ... — BpZip)Tip.
i=1
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Minimo de D(ﬂO? 617 627 < 7629)

0 Se D(bg,b1,bo,...,bp) for o ponto de minimo da
funcao D(Bo, 81,82, -, 5Bp)
0D (bg,b1,bo, ..., by)
OpBi

—=0,i=0,1,...,p:

-2 Z(yl — bo — blxil — bQiCZ'Q — ... pacip) =0~
=1

> bo+ ) bzt bozot... 4> byzip= v
=1 =1 =1 =1 i=1

—2 2:(?;Z —bo — bixi1 — boxio — ... — bpzip)wiz = 0 ~
i=1

n n n n mn
g boxi1+ g biziixii+ g boxioxi1i+. ..+ E bpTipTi1 = E Ti1Yi,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

-2 Z(yl — bo — blxil — bQIZQ — ... pxip)xip =0~
=1

n n n n mn
g boxip+ g bi1xi1Tip+ g boxioTip+. ..+ g bpTipTip = g TipYi-
=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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Equacdoes normais I

[1 Equacdoes normais

no Tl 2T ) Tip bo > Yi
DTl D0 Tl T 2 Ti2%q1 D Tipxi1 | | b1 > Xi1Yi
DX D XG1X2 D T2X2 D T | | b2 | = | D0 w0y,

_Z Lip ) Li1Lip ) Li2Lgp * *° ) LipLip | bp _Z LipYq

[0 Vetor solugcdo b ((p+1) x 1) fornece os parametros
para a equacao de quadrados minimos

u=bg+ b1x1 + boxo + ... + bpxp.

[1 Coeficiente de determinacao

__l)(b07b17°°'7bp>
Sy -+ (Cyi)?

re =1

] Variancia residual

> _ D(bg,b1,b2,...,bp)
n—p ‘

o
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Regressao polinomial I

[1 Caso particular da regressao linear multipla.

[] Relaciona a variavel resposta y com uma variavel
explicativa x, segundo o modelo

y = Bo + B1x + Box? + ... + Bgxd + €.

[1 Equacdes normais

n  Yaz; Yxr - Yal bo Sy,
1

Sa; Y a2 Yad ST b | | S ws
2

Sa2y a3 Yt I b |=| Dy,

Sad YTy It 2?9 by | | S ey
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Algoritmo: regressao linear multipla I

Algoritmo Regressdomiltipla
{ Objetivo: Calcular parametros de quadrados minimos }
pardmetros de entrada n, Vv, p, X, VY
parametros de saida b, r2, sigma2
seV >1eV-+ 1% pentdo escreva modelo invalido, abandone, fim se
parai« 1 até n faga {inclusdo de uma coluna de 1's relativa a bg }
paraj <« Vv + 1 até 2 passo —1 faga, X(i,j) « x(i,j — 1), fim para
x(i,1) «— 1
fim para
sev=1ep >2entdo {sereg. polinomial gera poténcias de x }
paraj <« 2 até p — 1 faga
para i« 1 atén faga x(i,j + 1) «— x(i,2)’, fim para
fim para
fim se { equac¢des normais }
para i« 1 até p faga
paraj < 1 até p faga
Soma «— 0
para K <— 1 até n faga
Soma « Soma + x(k, i) * x(k,Jj)
fim para; Sxx(i,j) < Soma { matriz dos coeficientes }
fim para; Soma «— 0O
para K <— 1 até n faga
Soma «— Soma + x(k, i) * y(k)
fim para; Sxy(i) < Soma { vetor dos termos independentes }
fim para
L < Cholesky(p,Sxx) { decomposicao de Cholesky }
t « Substituigdes_Sucessivas(p, L, Sxy)
para i« 1 até p faga
paraj « 1 atéifaga, U(j,i) « L(i,j), fimpara {U=1LT}
fim para
b < Substituigdes Retroativas(p,U,t) { coeficientes }
D« 0; Sy2 0
para i« 1 até n faga
Soma «— 0
paraj < 1 até p facga
Soma « Soma + b(j) * x(i,]j)
fim para
u(i) < Soma; d(i) < y(i) — u(i); D « D +d(i)*; Sy2 « Sy2 + y(i)°
fim para
2 — 1—D/(Sy2 —Sxy(1)?/n) { coeficiente de determinacdo }
sigma2 «— D/(n —p) { variancia residual }
fim algoritmo
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Exemplo I

[ Dados relacionando o peso y de embrides de fran-
gos desidratados, em gramas, com a sua idade z,

em dias.

>
5

Yi

o ~

10
11
12
13
14
15
16

© 0 ~NO O & W N K

= =
= O

0,029
0,052
0,079
0,125
0,181
0,261
0,425
0,738
1,130
1,882
2,812
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Diagrama de dispersao I

[1 O ajuste nao deve ser feito por um polindmio de

grau 1.

[ Usar um polinOmio de grau mais elevado.

Diagrama de disperséo

35
3 | -
¢}
25F
2 | -
—_ o)
@
S
o
o 151
(o]
()
[0}
o o)
l | -
o)
0.5 o
5 o)
oF - © = ° 7
-05 I I I I I I
6 8 10 12 14 16

idade (dias)
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Resultados I

[1 Valores do coeficiente de determinacao r? e da

variancia residual o2 para o modelo polinomial

w=bg+ bix + box® + ... + byxd

r2 o2

0,74418 | 2,32178x10~1
0,96984 | 3,07961x102
0,99883 | 1,36642x1073 |
0,99957 | 5,86451x10~%
0,99962 | 6,21028x10~%
0,99966 | 7,04092x10~%

O O & W N R

0 2 aumenta quando o0 grau do polinOmio de qua-
drados minimos é aumentado.

] o2 apresenta o menor valor para o grau g = 4.

[] Este deve ser o grau escolhido para o ajuste poli-
nomial.
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Polindmio de regressao I

[ Polindbmio de grau 4 tracado no diagrama de dis-
persao.

Regressao polinomial de grau 4

peso (gramas)

-0.5 L
6 8 10 12 14 16

idade (dias)
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Transformacoes nao lineares I

[1 Modelos nao lineares nos parametros podem ser
transformados em modelos lineares.

[1 Faz-se uma simples substituicao de variaveis por
funcdes dessas variaveis.

y = az’ ~ 109.(y) = 10g.(a) + blog(z);

y = ab” ~ 109.(y) = 109.(a) + 109 (b)z;

y = ae® ~ 10g.(y) = log.(a) + bz;

y = e"THMT2 s log(y) = a+ bry + cao;

y=az}z$ ~ 109, 1) =109, (@) +b10g.@1) +clog.@);

1 1
— — = a + bx CT>,
Y a—l—ba:l—l-cngv}y +bry +cera
— L | 1 1| = b
Z/__-]_—Fqga‘kbaﬁl4‘0$2 ~> 100¢ i;__ =a-+ 371'+'CI62'
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Malcondicionamento I

[1 Seja a equacao de regressao polinomial
w=bg 4+ brx + boz?® 4+ ... + bya?.

[1 Parametros b; calculados via equagdes normais.

[1 Coeficiente de determinacdo r2 e ndmero de con-

dicdo espectral k(X1 X) (embrides de frango)

r2 KJQ(XTX)
0,74418 | 1,74040x103
0,96984 | 3,93510x10°
0,99883 | 1,15846x1010
0,99957 | 4,12715x1013 |
0,99962 | 1,75113x1017
0,99966 | 4,83023x101°
0,99972 | 3,30131x1021

N O O AW N R

0 A medida que o grau g do polindmio aumenta,
r2 —1e kro(XTX)— .

[1 As equacdoes normais possuem a matriz dos coefi-
cientes malcondicionada.
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Formas alternativas de estimar os parémetrosl

[ Modelo de regressao linear multipla

y = X[ e,
O y: vetor (n x 1) contendo as n observacdes da
variavel resposta,

0 X: matriz (nx (p+1)), n > p—+ 1, contendo 0s
n valores das p variaveis explicativas, além da pri-
meira coluna de 1's relativa a Ao,

O 3: vetor ((p+ 1) x 1) dos parametros a serem
estimados e

[J e: vetor (n x 1) dos erros aleatoérios

Y1 111 12 -+ X1y 6o ] €1
Yo 1 xp1 X202 -+ Ty 5 €2
Y3 1231 32 -+~ 23 €3
Yy— 7)K—:: P ,ﬁazz /32 , € — .
Y4 1241 242 -+ T4y : €4
Bp
Yn 1 zp1 Tp2 - Tnp ST tn
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Estimativa do vetor g I

[1 Minimizar a funcao
FB) =y — X813 = (y— XB) L (y — XB).

[1 Pelas regras de diferenciacao matricial

of(B) of(B) o(y—Xp)
opT oy —Xp)r opt

= 2(y - XA (-X) = -2y - xp)'X.

of(B)

— oxvTy(,
08 2X" (y — XB).

0 A funcao f(3) apresenta um minimo em f(b), onde
b € 0 ponto em que a derivada se anula

6];—(;) = 2X"(y—Xb) =0~ (X' X)b=X"y.

[l Equacdes normais na forma matricial

0(0f(B)/0B) _ o(—2XxTy+2XTXp)
03T o 03T

—o2x1x.
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Equacoes normais I

[0 Matriz X1 X tem elementos reais, € nao singular,
e € definida positiva.

0 O ponto f(b) €, de fato, um minimo de f(f3).

[l Equacdes normais formam um sistema malcondi-
cionado.

[] Processos alternativos para a estimativa de 5 que
evitam a formacdo da matriz X1 X .
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Decomposicao QR I

[1] O vetor b deve minimizar a soma de quadrados
residual

2
ly — Xb|5.
[0 Decomposicao QR da matriz X (nx (p+ 1))
X = @R,

0 @: matriz ortogonal (n xn) e

0 R: matriz triangular superior (nx (p+1)) da forma

-

[ Rq1: matriz quadrada triangular superior de ordem
p—+ 1.
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Estimativa dos parametros I

[1] Soma de quadrados residual

2 2
ly — X032 = |ly — QRb]|3.

uma matriz ortogonal, Q1 Q =1

é
ly — Xb||13 = |QTy — QTQRY||3 ~
ly — X015 = |QTy — Rb||5.

[] Definindo

0 cq: vetor (p+ 1) e co: vetor (n—p—1)

_ | B |, | Bab
Rb=| "] b—[O],
1] [ Riv ]|
|@—Xw%=|Lj—[5 ] = llex = Rabll2 + llez3.
2
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Estimativa dos parametros cont. I

[1] Soma de quadrados residual sera minima quando

R1b—c1 = 0|

[1 b for a solucao do sistema triangular superior

R1b = 1.

[1] Soma de quadrados residual SQRes

D(bg, b1, ..., bp) = |lca]|3 = Lo

[1 Valores preditos

uszzQszQ[Réb]«»uzQ[col].

[ Vetor dos desvios d =y — Xb

_ _ _ c1 — Rq1b
d—QC—QRb—Q(C—Rb)—Q[ ¢ — Ob ],
i=a| |
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Decomposicao do valor singular I

[ Decomposicao do valor singular de uma matriz
X(nx((p+1))

X =vUsv’

0 U: matriz ortogonal (n x n),
0 V: matriz ortogonal ((p+1)x(p+1)) e

[0 S: matriz diagonal (n x (p+ 1)) da forma
__ | 51
=53]

[1 S1: matriz diagonal de ordem p + 1.
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Estimativa dos parametros I

[1 Soma de quadrados residual

ly — Xbll5 = ly — USV"b]]3.

[1 Matriz ortogonal U1 n3do altera o valor da norma

ly—Xb||3 = |[UTy—UTUSsSVTb|5 = |[UTy—SsVTy|3.

[] Sendo

0 aq: vetor (p+ 1) e ar: vetor (n—p—1)

(8115 [ S4B
=] 3 =)

B >_ || a1 | | S1b
- xoi3=| o] -] %3]

2 Z112 2
ly — Xb[|5 = [la1 — S1b[5 + [laz][5.
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Estimativa dos parametros cont. I

[1 Soma de quadrados residual sera minima quando
b for a solucdo do sistema diagonal

~

Slb — an.

[1 Pela ortogonalidade de V

~

b= Vb|

[1] Soma de quadrados residual

D(bg, b1, ..,bp) = |las]|3 = aLas.

[1 Valores preditos

uw=Xb=USVIb=USb=U [ Séb] ~|u=U [ “1 ] .

[1 Vetor desvio d =y — Xb

O

dzUl
a
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Comparacao dos métodos para RLM I

[ Equacdes normais: vantagens
e Maior velocidade com que podem ser formadas
e resolvidas.
e Com uso de precisao dupla, a diferenca de exa-
tidao dos dois métodos, poucas vezes, valera a
pena ser considerada.

[J Equacdes normais: desvantagens
e NUmero de condicao da matriz XT'x é o qua-
drado daquele da matriz X.
e Dificil computar X1 X e X1y, exatamente.
e PerturbacoOes feitas no problema basico podem
ter consequéncias desastrosas.

[ Métodos de ortogonalizacao: vantagens
e Superiores propriedades numeéricas.
e Grande quantidade de memoria disponivel a
custo baixo.

[1 Métodos de ortogonalizacao: desvantagens
e Requerem maior quantidade de memoaria.
e Complexidade computacional € maior que a da
decomposicao de Cholesky.
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Diferenca entre regressao e interpolacao I

[ Polinbmio interpolador de grau n— 1 construido de
modo a passar por n pontos

P, 1(z) =ag+ a1z +axx®*+...4a, 12" .

[1 Possui n coeficientes a;, 1 =0,1,...,n— 1.

[ O nimero de pontos utilizados para gerar o po-
linOmio interpolador € igual ao numero de coefici-
entes do polindOmio.

[ PolinOmio de regressao de grau g, usando n pontos
Uy(z) = bg + brz + box? + ... + bya¥,

[ sendo g < n — 1.

[0 Quando g = n — 1 o polinbmio de regressao sera
idéntico ao polinObmio interpolador.
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Sistema linear e equacoes normais I

[1 PolinGmio interpolador de grau g = 1 que passa
por n = 2 pontos (z1,y1) € (v2,y2).

[1 Coeficientes obtidos pela solucao do sistema linear

Lz |jao | | v |
1 xp aq Y2
[1 Pré-multiplicando pela transposta da matriz dos
coeficientes

Cona]e]=ln e

2 r1+ a2 | |ao | _ | Y1+ Y2
x1 + 22 :1:% + fb’% aq r1Y1 + T2Yyo

[1 O sistema linear é idéntico as equacdes normais,
para n = 2, utilizadas para calcular os parametros
de uma regressao linear simples.
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Regressao polinomial quadratica I

[1 PolinOmio de regressao de grau g =2 comn =5
pontos.

Regressao com polinémio de grau 2
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Regressao idéntica a interpolacao I

[J Quando o polindmio de regressao possuir grau g =
n—1 = 4 ele se torna idéntico a um polindOmio
interpolador de mesmo grau.

[] O polinOmio passa por todos 0os pontos do diagra-
ma de dispersao.

Interpolagéo com polindbmio de grau 4
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Uso da regressao e da interpolacao I

[ Em termos de complexidade computacional, a in-
terpolacao é um processo mais simples que a re-
gressao polinomial.

[1 A interpolacao deve ser utilizada quando se neces-
sita de um valor intermediario nao constante de
uma tabela.

[1 A regressao tem que ser utilizada quando se dese-
ja estimar um parametro de um modelo semide-
terministico e/ou prever um valor dado por esse
modelo.

[ A variancia residual tende ao infinito a medida que
O Nnumero de parametros p do modelo se aproxima
do numero de pontos n

2 — l)(b07b17b27"'7bp)
n—mp .

(o)
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