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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Introducao

Introducao

Meétodos iterativos para calculos das raizes:
M¢étodos de Quebra
Métodos de Ponto Fixo
Métodos de Multiplos Passos

A raiz de uma equacdo € calculada iterativamente usando uma férmula de

recorréncia:
x = lim x;
X— 00
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Enumeracio, Localizacio e Separacao

Enumeracao das raizes

Sejap(x) = apx” + a1 X" ' F a2 + ... +a,_1x' +a,

Definicao

Enumerar as raizes de um polinémio p(x) é dizermos quantas raizes possui o

polinémio e de que tipos sdo.

Nota: Por simplifica¢do do texto, quando usarmos a fungdo p(x) queremos na

verdade dizer a equagdo p(x) = 0.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Enumeracio, Localizacio e Separacao

Regra de Descartes

O niimero de raizes positivas de uma equagdo polinomial p(x) = 0; com
coeficientes reais, nunca € maior que o nimero de trocas de sinal na seqiiéncia
de seus coeficientes ndo nulos, e se € menor, entdo é sempre por um nimero
par.

A mesma regra pode ser aplicada para a enumeracao das raizes reais e
negativas de p(x), calculando-se p(—x), pois as raizes positivas de p(—x) sdo

as negativas de p(x).
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Exemplo:

plx) =

X3

+ 2> — 3x — 5
+ +
Tem uma raiz positiva.

p(—=x) =

(1 troca de sinal)
= - X 4+ 2 + 3x - 5
— + + — (2 trocas de sinal)
Pode ter duas ou zero raizes reais negativas.

it
v
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Enumeracio, Localizacio e Separacao

Regra de Descartes

p(x) =x>+2x* - 3x -5
Se p(x) tiver duas raizes negativas, entdo nao terd nenhuma complexa. Se néo

tiver raizes negativas, entdo terd duas complexas.

Raizes

Positiva | Negativa | Complexa

1 2 0
1 0 2
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Exemplo:

*o— 0+ 2 - x + 1
+ — + —
Pode ter 4, 2, 0 raizes positivas.

+
p(—x)=x*+ X3+ +x+1

(4 trocas de sinal)

Nio tem troca de sinais, portanto nio tem raizes negativas.
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px)=x* -+ x> —x+1

Logo, p(x) pode ter:

Raizes
Positiva | Negativa | Complexa
4 0 0
2 0 2
0 0 4
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Dada a equac@o polinomial p(x) = 0 de grau n se para algum k, | < k < n

tivermos a2 < ay..a;_, entdo p(x) terd raizes complexas.
X +
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Equacoes e Sistemas Nao-lil es E acao, L lizacdo e Separacao

Regra da Lacuna

Se os coeficientes de p(x) forem todos reais e para algum k, | < k <n

tivermos a; = 0 e a;_;.a;+; > 0, entdo p(x) terd raizes complexas.

Se os coeficientes forem todos reais e existirem dois ou mais coeficientes

nulos sucessivos, entdo p(x) terd raizes complexas.
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Equacoes e Sistemas Nao-lil es E acao, L

40 e Separacio

Exemplo

p(x) =20 4+ 3x* + 1 +2x% — 5x + 3

® Descartes: seja 7' o niimero de trocas de sinal: 7 = 2; dai p(x) =0tem 2 ou
0 raizes reais positivas

P(—x) = —2x° +3x* — x> + 26 + 5x + 3

T = 3; entdo p(x) = 0 tem 3 ou 1 raiz real negativa

® Haut: a% < az.aj,ousejal < 3.2. Logo p(x) tem raizes complexas

Reais Positivas | Reais Negativas | Complexas
2 1 2
0 3 2
0 1 4
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Enumeracio, Localizacio e Separacao

Exemplo

px) =225 =38 — 23 +x% —x+ 1
T = 4,1ogo p(x), tem 4, 2, 0 raizes positivas. p(—x) = 0 temos 7 = 0, ou seja
p(x) ndo tem raizes reais negativas.

® Lacuna: a; = 0 e a.a3 > 0. Logo p(x) tem raizes complexas.

Reais Positivas | Reais Negativas | Complexas
4 0 2
2 0 4
0 0 6

Dessa forma, para a enumeragdo de raizes complexas, temos as regras de Haut

e Lacuna.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Localizacio das Raizes

Localizacao das Raizes

Definicao

Localizar as raizes de p(x) = 0 é determinar um intervalo que contenha todas
as raizes reais de p(x) = 0. Localizar as raizes complexas é determinar os

raios interno e externo do anel que contenha as raizes complexas de p(x) = 0.
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Equacaes e Si: Nao-li es Localizagio das Raizes

0

[ = o

"

fix) >0, ¥xEla. bl fix) < 0. ¥x &la. bl

Determinar a e b (cota interior, cota superior) tal que (a,b) contenha as raizes.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Localizacio das Raizes

Teorema de Laguerre

Teorema
Dado o polinémio p(x) de coeficientes reais e dado um niimero ., obtemos

p(x) = q(x).(x — ) + R. Se os coeficientes de q(x) e R forem todos positivos

ou nulos, entdo teremos que para todas as raizes reais positivas x; verificamos

X < Q.
v
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Localizacio das Raizes

Cota de Laguerre - Thibault

Dado p(x) = 0 de coeficientes reais, faca a deflacdo de p(x) por
(x—=1),(x—=2),...,(x — m) onde ¢g(x) tenha todos os coeficientes positivos
ou nulos, assim R(x) > 0; tal m é chamado de cota superior das raizes reais
de p(x) = 0. Para determinar a conta inferior basta fazer o mesmo

procedimento para p(—x) e daf determinar a cota inferior.
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Exemplo

Equacoes e Sistemas Nao-lineares

Localizacio das Raizes

p(x) =2 +x* =03 — x* +20x — 12

Localizar as raizes positivas de p(x) = 0.

Coef [1|1]-9]-1]20]-12 Coef 9 -11] 20 |-12
1 1|2 1]-7|-8] 12 2 +6 | -6 | -14 | 12
112|-7]-8|12] 0 37| 6 0
Coef |1 |1]-9|-1]20]-12
3 311219 |24 132
1143 | 8|44 120
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Localizagio das Raizes

Logo, temos que todas as raizes positivas de p(x) = 0 estdo entre 0 e 3
(inclusive?).

p(—x) = = +x* + 98 —x* — 20x — 12

Multiplica-se p(—x) por -1 e faz-se a deflagdo por 1,2. ..

Pode-se verificar que m = 4 (exercicio)

Entdo as raizes reais p(x) = 0 estdo em [—4, 3|
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Localizacio das Raizes

Cota de Vene

Teorema
Para toda raiz positiva o de p(x) = 0, verifica-se a seguinte relagdo:

O<a<l+
apta+...+ta

onde:

M é o valor absoluto do menor dos coeficientes negativos.

a, € o liltimo coeficiente positivo antes do primeiro coeficiente negativo.
v
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px) = +x* =98 —x2 +20x — 12
M=|-12[=12

a, = a; = 1 (coeficiente de x4
L0g00<oz<1+|1ﬁ| —1+%:7

Para raizes negativas, temos:

p(=x) = = +x* + 9% — ¥ —20x — 12
—p(—x) = x> —x* — 9% +x* 4+ 20x + 12

M =9,a, =ay=1,Cotade Vene é 1 +9 = 10
Logo, as raizes reais estdo em [—10, 7]
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Localizacio das Raizes

Cota de Kojima

Dado o polindémio
p(x) = apx" + a;x* ' + axx" 2+ ...+ a,_ox*> + a,_1x + a,, para toda raiz o

real ou complexa verifica-se que ela se encontra em um anel de raio externo R

1/i
>,i—l,...,n

51 € 57 sdo os maiores valores da sequéncia p(1/x)

e raio interno r.

R=q1+q

ai
a

q1 € g> sdo os maiores valores de <

1

= s1+s2
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p(x) =x +x* —9x® —x? +20x — 12

ap=1,a1 =1,a0 =-9,a3 = —1,a4 = 20,a5 = —12
111,912 1173 201/4 121/5
1,3,1,2.1147,1.6437
q1 =3eqy =2.1147
R = 5.11472527 (Raio Externo)
p(1/x) : =122 +20x* — 3 —9x? +x + 1

s1 = 1.666 5o = 0.9085 s; + s, = 2.5752
r = 0.3883 (Raio Interno)
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Separacio de Raizes

Separacao de Raizes

E o processo de encontrar uma seqiiéncia de subintervalos distintos, tais que
cada subintervalo contenha exatamente uma raiz real e cada raiz real esteja

contida num subintervalo.
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Se f for uma fungdo continua num intervalo [a, b| e f trocar de sinal nos
[a, b].

extremos desses intervalos, entdo existe pelo menos uma raiz de f no intervalo
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares

Separacio de Raizes

4

{x) 100)

"

f{x) > 0, ¥x &£[a, b

f'{x) <0, ¥x EJa, b]
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Separacio de Raizes

Teorema de Budan

Teorema

Seja o intervalo (a,b). Seja p'¥) (a) o valor da derivada de ordem k de p(x)
calculada para x = a. Seja V,, o niimero de variacdes de sinal da seqiiéncia:
pla).p'(a),p"(a),....p"* V) (a) tomados nesta ordem. Seja Vy, o niimero de
variagdes de sinal da seqiiéncia p(b),p'(b),p" (b), ...,p" V). Entdo o

niimero de raizes de p(x) = 0 no intervalo (a,b) é igual ou menor que

\Vu — Vyp| por miiltiplo de 2.
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px) =x> =22 —x+2

Fazendo
Plx) =3x% —dx— 1
pl(x) =6x—4
P (x) =6
Cota superior = 3
Seja (a,b) = (0,3)
p(0)=2 p'(0)=

® Descartes: 2 raizes ou ndo tem raizes positivas + 1 raiz negativa

-1 p'0)=
pB3)=8 p'(3)=10

4 p"(0)=6
p'3)=14 p"(3)=6

«4O0>» «F»r «E)>» « E>» E QR
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Separacio de Raizes

Vo=2V3=0

Entdo podemos ter duas ou nenhuma raiz em (0, 3).

Dividindo o intervalo [0, 3] em dois subintervalos temos: (0, 1.5) e (1.5,3)
Calculando Vem x = 1.5 obtém-se V5 = 1

Entdo necessariamente temos uma raiz em cada subintervalo: (0,1.5) e

(15,3)
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Separacio de Raizes

Exemplo

p(x) =x3 —9x% +20x + 1

Enumeragdo: Para p(x) temos 7' = 2 e p(—x) temos 1 = | (exercicio).
Temos uma raiz negativa (com certeza) e duas raizes positivas ou

nenhuma.

Localizacdo: cota de Laguerre-Thibault: CS = 9 CI = —1
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Separacio de Raizes

Método grafico para p(x) = x* — 9x? + 20x + 1

X px) X p(x)
-1 29 5 1
0 1 6 13
113 743
2 13 8 165
37 9 181
4 1

p(4.5) = —0.125 temos uma raiz entre [4.0,4.5] e a outra entre [4.5,5.0].

E preciso ter cuidado com o método grafico, pois ele pode ser enganoso.

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Separacio de Raizes

Analise grafica

A andlise grafica da fung@o f(x) é fundamental para se obter boas
aproximacoes para a raiz. Para tanto, temos duas formas:
Esbogar o grifico da fung@o f(x) e localizar as abcissas dos pontos onde
a curva intercepta o eixo.
A partir da equag@o f(x) = 0, obter a equacao equivalente g(x) = h(x),
esbocar os gréficos das fungdes g(x) e /2(x) no mesmo eixo cartesiano e

localizar os pontos x onde as duas curvas se interceptam, pois neste caso

f(&) =0 < g(§) = h().
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares

Exemplo da primeira forma

Separacio de Raizes

flx)=x>—-9x+3

f(x)=x' -9x +3

1) Plx) -3x2-9
f'ix) = Desn=2V3
x4 o
4 =25
-3 3
—v3. 13,3923
-1 11
0 3
1 -5
4efa -2 A EA 1 2%f3 4 X V3 -7.3923
| 2|
k! 3
E € 4,-3)
£, €00, 1)
Ey (2,3
Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007
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¥ -9x+3=0—x=9x—-3,g0x) =x>eh(x) =9x -3

gy M

: & €(-4,-8)
' S2€(0. 1)
p 5LEER Y
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f() =5 —5e7 g(x) = e h(x) =57

hx)

\

glx)
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f(x) = xlog(x) — 1 g(x) = log(x) e h(x) = 1/x
Th{x)

g}
r1 2= a a s *
‘ E (2, 3)
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Métodos Iterativos

Estimativa inicial
Atualizacdo (uma férmula que atualiza a solu¢do aproximada)
Critério da parada

Estimulador de exatidao
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Critérios de Parada

Jxi—xi—1]
Xi

fFlx) < e
DIGSE(X,’,)Cl;l) 2 k

< €1

nimero de iteragdes > L

Seja x € raiz aproximada com precisao e se:
)jx—¢| <e

i) [f(x)] < e

Nem sempre € possivel ter ambas as condi¢des satisfeitas simultaneamente.
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

fix) em x tem-se |f(x)] <

mas [x— | => ¢

W
|
b4

f(x)] < emas |x — & >> ¢
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

fix) $ [x — 2] < ¢ mas |f(x)]| »» ¢

Ix =& < emas |[f(x)] >> ¢
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

f(x)

F)l <eelx—¢f <e
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Bissec¢ao

Seja [a, b] um intervalo que contenha uma raiz de f(x) = 0 e f(a).f(b) < 0 ou

seja f(x) corta o eixo dos x num ponto em [a, b].

Calcula-se f(x) no ponto médio de [a, b]

a+b

Xm = 7

Se f(xm) #0ef(a).f(x,) < 0ouf(x,).f(b) <0 escolha seu novo
intervalo de modo que f tenha sinais opostos na extremidade.

Repete-se o processo, voltando para o passo 1 até que tenhamos
chegando “suficientemente perto da raiz” ou seja ter um critério de

parada satisfeito.
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Seja f(x) continua em [a, b| e tal que f(a).f(b) < O

~ Dados iniciais:

+ intervalo incial [a, b]

. precisdo e
~ Se (a— b) < ¢, entdo escolha para qualquer x* € [a, b| e pare.
k=1

b
o =

- Sef(a).f(xn) > 0facaa = x,. Va para o passo 7.

«0O0)>» «F» «Z» « Q>
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Bissec¢ao

Algoritmo

b = xpm
Se (b — a) < e, escolha para qualquer x* € [a, b| e pare.

k = k + 1 volte para o passo 4

Terminando o processo, teremos um intervalo [a, b| que contém a raiz (e tal

que (b — a) < €) e uma aproximagdo x* para a raiz exata.
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p(x) = x> —5x* + 17x + 21

® Enumerago: 2 ou 0 raizes positivas, 1 raiz negativa

u Localizacdo: cota de Laguerre-Thibault

© CS=5
o Cl=-1
x f(x) x f(x)
- -1 2 2 43
Separagao:
21 3 54
1 34 4 73

«0O0)>» «F» «Z» « Q>
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares

Logo s6 hd uma raiz negativa em [—1, 0]

Métodos Iterativos

k a b Xm f ()
1| -1,0 0.0 -0,5 11,15
2| -10 -0,5 -0,75 50156
31 -1,0 -0,75 -0,875 1,6269
41 -1,0 0,875 | -09375 | -0,1560
51-09375| -0,875 | -0,90625 | 0,743011
6 | -0,9375 | -0,90625 | -0,921875 | 0,296398
7| -0,9375 | -0,921875 | -0,929687 | 0,070171
Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Bissec¢ao

Estimativa do Nimero de Iteracoes

be — ar = br—1 —ar—1 _ bo —ao
2 2k
deve-se obter o valor & tal que by — ax < epsilon
by — ap
2k

log(by — ap) — loge
log2
Se k satisfaz a relagdo acima, ao final da itera¢do k teremos o intervalo [a, b]

k >

que contém a raiz ¢ tal que:

Vxela,b] = [x—¢ <b—a<e
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f(x) : xlogx — 1 com intervalo inicial [2,3] e ¢ = 102

‘ log(3 —2) —log(1072) _ log1+ 2log10
log?2 N log2
2
k — 6.
~ o300 ¢
k =17
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Bissec¢ao

Observacoes

Convergéncia € muito lenta, pois se o intervalo inicial € tal que
by — ap >> € e se e for ‘muito pequeno’ o nimero de iteragdes tende a

ser muito grande.

Exemplo:
by —ap=3,e= 10"
k>248k=25

DIGSE ganho a cada iteragdo:
DIGSE (x;11x;) = DIGSE (x;x;11) + log2 = DIGSE(x;x;—1) + 0.33
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Falsa Posicao

® Condicdo necessaria [a, b] : f(a).f(b) < 0

® £ semelhante ao método da bissecgdo, mas calcula-se a quebra usando:

_ af(b) ~bf(@
f(6) —(a)

x € o ponto de intersecc@o entre o eixo e a reta que passa por (a,f(a)) e

(b,f (b))
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Falsa Posicao

%
e
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~0,3979 < 0
F(bo) =0,4314 >0

_ af(b) — bf(a)
X0 =

X0 =

20,4314 - 3.(~0,3979)
f(xo

f(b) —f(a)

0.4314 — (—0.3979)
) =—0.0219 < 0

xlogx — 1 em [ag, bo] = [2,3]
f(ao)

=2.4798

<O <@ a=r<=r E DAl



Como f(ap) e f(xp) tem o mesmo sinal

ay = xp = 2.4789,f(a1) <0
by =3.f(b) >0
| 2.4789 x 0.4314 — 3x(—0.0219)

e 0.4214 — (—0.0219)
F(x1) = —0.001

Analogamente a, = x, = 2.5049
by=3

= 0.2509

«O>» «Fr «=)»



falsa posi¢ao converge”

“Se f(x) € continua no intervalo |a, b] com f(a).f(b) < 0 entdo o método da

«0O0>» «F>» «E>» «E>» E QR



Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Falsa Posicao

Pode ocorrer problemas de ponto fixo (o intervalo nunca fica suficientemente

pequeno) como mostrado nas figuras.

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007 61/104



Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Falsa Posicao

o) ' (x) > a} = b & ponto fixo
fib) > 0

0 r (x> D:I = a é ponto fixo
fa)> 0

a
| A
I I
| %
]
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Falsa Posicao

1) & fr (x>0 = a é ponlo fixo
fla)< O

() fix)> 0 = b é ponto fixo
flb)=< 0

]

x+
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© Métodos da Iteracio Linear

© Método de Newton-Raphson
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Métodos de Ponto Fixo

Seja o problema de determinar os valores de x tal que a f(x) = 0, onde f(x)
uma fungdo ndo linear em [a, D]
Vamos construir uma g(x) tal que:

8(x) = x+c(x).f(x)

c(x) # OVx € [a, D]
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Métodos de Ponto Fixo

Para achar a solugdo x* tal que f(x*) = 0 corresponde em
g(x) = x + c(x).f(x) achar x* = g(x*).
Partimos de uma solug¢do inicial xg e determinamos outros x; de acordo com a

fungdo iterativa x; | = g(x;)
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Métodos de Ponto Fixo

Teorema
Seja I : [a,b] e seja g uma fungdo satisfazendo:

g é continua em |
g() €1

Entdo existe pelo menos um x* € I tal que g(x*) = x, isto é g tem pelo menos

um ponto fixo em 1.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Métodos de Ponto Fixo

Teorema de Convergéncia

Teorema
Seja x* uma raiz de equagao f(x) = 0, isolada num intervalo I e seja g(x)

uma fungdo de iteragdo para a equagdo f(x) = 0. Se:
g(x) e g'(x) sdo continuas em [
gx) <M< 1,Vxele
XxXo €1
entdo a seqiiéncia x; gerada pelo processo iterativo x| = g(x;) converge

para x*.(g(x*) = x*)
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Iteracao Linear (MIL)

Seja f(x) continua em [a, b|, intervalo que contém raiz em f(x) = 0.
O MIL consiste em transformar esta equacdo em uma equacgao equivalente

x = g(x) e a partir de uma aproximagao inicial x( gerar a seqiiéncia x; tal que:

X1 = g(xx) (fungdo de iteragdo)
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Iteracao Linear (MIL)

Exemplo

P(x) 1
s y=X

: S —

X XE X Xn X

{x,} —» Equando k — =
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Ei oes e Si Nao-li es Métodos Iterativos

Método da Iteracao Linear (MIL)

Exemplo

7 ‘Exa x‘1 *2 x —
{4} A5
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Ei oes e Si Nao-li es Métodos Iterativos

Método da Iteracao Linear (MIL)

Exemplo

| o) y=x

»

X

N X
Xs

)~ E
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PHx—6=0x=-3)e(x}=2)
g1(x) =6 —x%xg =15

x; = g(xo) =6 — 1,52 =3.75

=g(x)) = 6 —(3.75)* = —8.0625

= g(x) = 6 — (—8.0625)% = —59,003906

= g(x3) = 6 — (—59,003906)% = —3475.4609

Pode-se ver que x; ndo estd convergindo para x; = 2

«40>» «4F)>r «=)» « =)



&

)

Xy X

w(x)
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Seja agorax; =2, go(x) = V6 —xx0=1.5
x1 = g(xo) = V6 — 1.5 =12.12132

X2 = g(x1) = V6 —2.12 = 1.9644

x3 = g(xp) = 2.00783

x4 = g(x3) = 1.99809

x5 = g(xg4) = 2.0048

. . .
Podemos ver que x; estd convergindo para x; = 2
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Iteracao Linear (MIL)

Exemplo

Vamos analisar o que aconteceu usando o teorema de convergéncia.

f(x) = x* + x — 6 = 0 (tem raizes 2 e 3)

Parag(x) = 6 — x> — g'(x) = —2x

lg'(x)] <1 ]2x| <1

Entdo —1/2 <x < 1/2

Nio existe um intervalo / centrado em x* = 2 tal que |¢’(x)| < 1. Portanto

¢(x) ndo satisfaz o teorema anterior.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Iteracao Linear (MIL)

Exemplo

Vamos analisar g>(x) = /6 —x — g5 (x) = #

—X

1
| <1ex<5T5
2\/6x’ -

E possivel de obter um intervalo / centrado em x* = 2 tal que as condi¢des do

00l <1 |

teorema anterior sejam satisfeitas.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método da Iteracao Linear (MIL)

Exemplo

f(x) = x* — x — 2 raizes 2 e -1
g1(x) = X -2
g2(x) =x=+v2+x
No primeiro caso, g} (x) = 2.x > 1 parax > 1/2 logo g; (x) ndo satisfaz o

teorema anterior.

1
No segundo caso, g5(x) = ——— < | parax > 0, logo g»(x) satisfaz o

242 +x

teorema.
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Sejaxg =0exp1 =2+ x;

X1 =vV2+0=14142...
Xy =+/x1+2=1.8477...
X3 =+vx+2=19615...

X4 = /x3 +2 =1.98036

X5 =+x4+2=19975...

X = Vx5 +2=1.99939...

Ha4 convergéncia para x* = 2(f(x) = 0)

X
<O> AFr A= = z 9Dac



Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método de Newton-Raphson (NR)

® Um dos mais cldssicos para célculo de zeros de fungdes.

® Uma das condicGes de convergéncia é que |g/(x)] < M < 1,Vx € I onde I é
um intervalo centrado na raiz. Pode-se observar que a convergéncia do
método serd mais rapida quanto menor for |g’(x)|.

® 0 método de NR se baseia em garantir esta convergéncia e acelerar a
convergéncia. Consiste em escolher para fungéo de iteragéo a fungdo g(x) tal

que g'(x) = 0.
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método de Newton-Raphson (NR)

Entdo dada que f(x) = O e partindo na forma geral para g(x), queremos obter

a fungdo c(x) tal que g'(x) = 0.

8(x) = x+c(x).f(x)

g'(x") = 1+ (x).f(x) + c(x) S (x)

g'(x") =14 c(x") f(x") 4 c(x™) f"(x")

g'(x") =14 c(x") f'(x")

Assim g/ (x*) =0« 1 +c(x*).f/(x*) =0 — ¢(x*) =

de onde tomamos c(x) = —1/f"(x)
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método de Newton-Raphson(NR)

f)

Entdo dada f(x), a fung@o de iteragdo, g(x) = x — 70 serd tal que
x

¢ (x*) = 0. E dai, fazendo a itera¢do, temos:

(x
X1 = Xk — ]{,((x/;)),k =0,1,2,...
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método de Newton-Raphson(NR)

1)

"]

PN o
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X0 = —1.0: Xo = —1.0

X = —1.0— p(1)

— 10_22
Py 30
x1 = —0.9333333333

xy = —0.9321152567
x3 = —0.9321148567

x4 = —0.9321148567

<O> AFr A= = z 9Dac

Sejap(x) = 1% — 5x> + 17x + 21 — p/(x) = 3x> — 10x + 17. Tomando



Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Método de Newton-Raphson(NR)

Convergéncia

Teorema
Sejam f (x), f'(x) e f""(x) continuas num intervalo I que contém a raiz x = x*

de f(x) = 0. Supor que f'(x*) # 0.
Entdo, existe um intervalo I* C I, contendo a raiz x*, tal que se xy € I, a

seqiiéncia x; gerada pela formula recursiva:

f(xx)

e = e 1 ()

convergird para a raiz x*.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Ordem de Convergéncia

Inicialmente supomos que um método gera uma seqiiéncia {x; } que converge
para x*, onde ¢; = x; — x* = erro na iteracao k.

Se existir um nimero p > 1 e uma constante ¢ > 0 tal que:

im lera|
k—oo |ex|P

entdo p é chamada de ordem de convergéncia da seqiiéncia x; e ¢ € constante

de erro.

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 10 de dezembro de 2007 88/104



Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Ordem de Convergéncia

B ge
|ex+1]
k—o00 \ek\l’

=c0<c<1

entdo a convergéncia ¢ pelo menos linear. Nesse caso, p = 1.

WSepé igual a 2 ou 3 entdo a convergéncia € dita quadratica ou cubica.

B Se existirem dois métodos com p1eporep; > prentdo o método com p
converge mais rapido.

® A escolha de valor inicial pode levar NR a divergir ou convergir.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos Iterativos

Problemas no Método de Newton-Raphson

u Iteracdes podem levar a um loop infinito;
® 0 método de Newton Raphson ndo é aconselhavel para funcdes cuja

derivada é complicada ou sujeita a erros (a cada iteragao)
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X = xg
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares

Introducao

Enumeracdo, Localiza¢do e Separacao
Enumeracio

Localizacdo das Raizes

Separacao de Raizes
Métodos Iterativos

Método da Bissecc¢do

Meétodo da Falsa Posi¢ao

Métodos de Ponto Fixo

Método de Newton-Raphson

- Métodos de Muiltiplos Passos
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® Método da Secante

® Método de Muller
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Equacdes e Sistemas Nao-lineares Métodos de Miiltiplos Passos

Método da Secante

Seja areta (xo,f(xo)), (x1,/(x1)). A intersec¢do dessa reta com o eixo do x
determina a préxima iteracdo x,. Com a reta (x1,f(x1)), (x2,/(x2))

determinamos x3. Continuamos com o processo até satisfazer o critério de

parada.
(xx — xx—1)f ()

Xjp1 = X — .
- (f () — f (1))
pOdemOS reescrever.

X1 = e 1f (W) — xf (1)
’ f(Xk) —f(xkfl)
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Observe que a fungéo de iteracdo é similar com a de NR.
~ S O) = f(x—1
oy 2 L) =)

Xk — Xk—1

Devemos partir de x e x; (dois passos).

«O0)» «F»r « =) Q>



fX) = 4x—6,(x*=2),x0=15ex; =17

Xy = X1 — w =17— (1'7 - 1'5)(_1-41)

flx) —flxo) —1.41+2.25
x, = 2.03571
x3 = 1.99774

x4 = 1.99999
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos de Miiltiplos Passos

Método da Secante

Convergéncia

O método da secante € uma aproximacao para o método NR, as condi¢des
para a convergéncia do método sdo praticamente as mesmas, acrescente-se

ainda que o método pode divergir se f(x;) = f (x11)
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos de Miiltiplos Passos

Método de Muller

O método da secante interpola a fungdo f(x) através de um polindmio de grau
1. Ja o método de Muller aproxima a fun¢do e interpola a fun¢do por um
polindbmio de grau 2. Sdo necessarios 3 pontos a cada iteracdo. Inicialmente
temos:

(x0. P(0)): (1, (1)) € (52, p(x2))

Com esses pontos obtemos a funcdo quadrética interpoladora e verificamos

onde ela encontra o eixo x para obter o ponto x3.
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~ Garantia de convergéncia

~ Rapidez da convergéncia

+ Esfor¢o computacional
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos de Miiltiplos Passos

Convergéncia

¥ Bisseccio, Falsa Posi¢do: convergéncia garantida desde que a fungio seja

continua no intervalo [a, b, e f(a).f(b) < 0.

® MIL, NR, Secante: condi¢des mais restritivas de convergéncia. Por outro

lado eles tém convergéncia mais rapida.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos de Miiltiplos Passos

Rapidez de Convergéncia

® Quanto menor a quantidade de iteracdes, menor é o tempo de execucao.

® para o MIL, pode-se mostrar que
li e+
k—o00 \ek\

ou seja a convergéncia € pelo menos linear. A prova estd em Ruggiero.

=cec<1

¥ No NR, mostra-se que (Ruggiero):
li |C)k+] ‘ B 1
im

k—00 |€k|2 2
ou seja, tem-se convergéncia quadratica pelo menos.

® No método da Secante, a ordem de convergéncia nao ¢ quadratica, mas

também ndo € linear. Em Dahquiste Bjorck (74) mostra-se que p = 1.618.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos de Miiltiplos Passos

Esforco Computacional

Medido através do nimero de operacdes efetuadas a cada iteracdo, da
complexidade desta operagao do nimero de decisdes l6gicas, do nimero de

avaliacdes de funcdes a cada iteracdo e do nimero total de iteragdes.
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Equacoes e Sistemas Nao-lineares Métodos de Miiltiplos Passos

Consideracoes Finais

® 0 método ideal para um problema € aquele que tem:
convergéncia assegurada
ordem de convergéncia p alta
célculos em cada iteragdo simples

W Se for fécil de verificar a condicdo de convergéncia e o cdlculo de f” (x) ndo
for muito elaborado, use NR.

® Se cdlculo de f’(x) muito complicado, use Secante.
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