«0O0>» «F» «Z» « Q>

Prof. Celso HIRATA

Sala 116 Tel. 347 5987

E mail : hirata@comp.ita.br

Instituto Tecnoldgico de Aerondutica

Departamento de Computacao Cientifica

Divisao de Ciéncia da Computacio

13 de dezembro de 2007

it
v



Roteiro

Introducao ao Estudo da Matematica Numérica
Introducao
Introdugdo a Aritmética de Maquina
Arredondamento
Erros
Digitos Significativos Exatos (DIGSE)

Precisdo, Exatiddo e Epsilon de Mdquinas Digitais

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 13 de dezembro de 2007 2/43



Introducao ao Estudo da Matematica Numérica

 Introdugdo
Introducdo a Aritmética de Maquina
Arredondamento
Erros
Digitos Significativos Exatos (DIGSE)

Precisdo, Exatidao e Epsilon de Mdquinas Digitais

«0O0>» «Fr «E»r <

it
v
it

DA



© Matematica Computacional:

Estudo da matematica sob o ponto de vista computacional constitui a
matematica computacional.
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Introducio

Matematica Numérica:
Desenvolvimento dos métodos operacionais construidos para a resolucao
aproximada de problemas que podem ser representados por um métodos

matematico.

Matemdtica Simbdlica:
Trata com modelos de forma literal e busca uma solugdo analitica exata

para os problemas matematicos.
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Introducio

Matematica Gréfica:
Trabalha com dados de forma grafica e busca representar a solucao dos

seus problemas também na forma gréfica.

Matematica Intervalar:
Trata com dados na forma intervalos numéricos buscando controlar os

limites de erro dos processos da Matemética de forma 100% confidvel.
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica Introducio

Carateristicas Desejaveis de Algoritmos Numéricos

Inexisténcia do erro légico
Quantidade finita de célculos
Existéncia de um critério de exatidao
Independéncia da maquina

Eficiéncia
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica Introducio

Etapas para resolucao de um Problema

Problema Real - Levantamento de Dados
Constru¢cao do Modelo Matematico
Escolha do Método Numérico Adequado
Implementa¢do Computacional

Andlise dos Resultados

Se necessario:
Reformular o Modelo Matematico e/ou

Escolher Novo Método Numérico!
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica Introducio a Aritmética de Maquina

Introducao a Aritmética de Maquina

Sistema de Ponto Flutuante
Arredondamento

Erros

Digitos Significativos Exatos (DIGSE)

Precisdo e Exatiddo de Maquinas Digitais

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 13 de dezembro de 2007 10/43



. Exemplo:

Q ™ m o~ X T

1.0/2.0
2.0/3.0— H
3.0/5.0— H
(x+x+x)—H
+y+y) —H

F/E
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica

Introducdo a Aritmética de Maquina

HP Texas IBM S/370

A (HP 25) B (SR50) C (IBM 4341)
H=0.5 H=0.5 H=0.5

X =0.166 666 667 X =0.166 666667 X =0.166 666

Y =0.1 Y =0.1 Y =0.1
E=1.0E-10 E=2.0E-13 E=0.119 209 E-6
F=0 F=0 F =0.178873 E-6
G=7? G=1? G=0.666 ...

Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Um niimero real, x € R é dito um niimero de ponto flutuante normalizado se
valerem:
x = m.b°

m= +0.didrds---d,, néeN
1<di<b—-1,0<d; <b-1,
eg<e<e,

§=2,

',n
el§0,62217

el,ey €7

«Or <Fra=r «=r» = VAR




Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Introducéo a Aritmética de Maquina

Definicao
A unido de todos os niimeros de ponto flutuante, incluindo o zero, é chamado

de sistema de ponto flutuante.

Um sistema de ponto flutuante é definido pela quddrupla F(b,n, e, e>).

® Obs: O zero é representado na seguinte forma:

0=0.00---0.p%
——
n VEZES
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica

¥ Exemplos:

Prof. Celso HIRATA (ITA)

F(10,9,—98, 100)
F(10, 10, —98, 100)
F(16,6,—64,63)
F(8,13,-51,77)

CCI-22

Introducdo a Aritmética de Maquina

HP 25
Texas SR50
IBM 370
B6700
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T

Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Introducio a Aritmética de Ma

¥ No Sistema de Ponto Flutuante (SPF) F (byn,eq,er):
O menor ndmero representavel € 0.100---0 . p*
O maior nimero representdvel é 0.[b — 1][b — 1| ---[b — 1] .b*

O nimero de representagdes, indicado por #F, é dado por:

2 (b= D). (es —eg + 1) +

negativos zero
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Introducio ao Estudo da Matemitica Numérica  Introducio a Aritmética de Maquina

® Exemplo: F = F(2,3,-1,2)
® Mantissas possiveis sdo: 0.100 0.101 0.110 0.111

o Expoentes : —1,0,1,2

0.100.27" = (0.01), =02°+027"' +1.272
0.100.2° = 1/2

0.100.2' = 1

0.100.2> = 2
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Introducéo a Aritmética de Maquina

e b 0.100 0.101 0.110 0.111
-1 1/2 1/4 5/16 3/8 17/16
o 1 1/2 5/8 3/4 18
12 1 5/4  3/2  7/4
2 4 2 5/2 3 7/2

(Ndmeros Positivos Apenas)
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Introducio ao Estudo da Matemitica Numérica  Introducio a Aritmética de Maquina

BEntio #F =2.2-1)23 - 1.2 — (1) + 1) +1=2.144 41 =33

® Regido de underflow : (—1/4,0) U (0, 1/4)

® Regido de overflow : (—o0, —7/2) U (7/2,00)

W Sejax=5/4,y=13/8

entdiox +y=15/4+3/8=13/8

contudo 13/8 ¢ F pois 13/8 = (0.1101.21)

® Pode ser que x @ y # x + y, onde x @ y é a operagdo usando a representacio

do computador.
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Introducio ao Estudo da Matemitica Numérica  Introducio a Aritmética de Maquina

® Exemplo: F = F(3,2,-1,2)

e b 0.0 011 012 020 021 022
—1 1/3 1/9 4/27 5/27 2/9 7/21 8/27
0 1 1/3 4/9 5/9 2/3 7/9 8/9

13 1 4/3 5/3 2 7/3 83

2 9 3 4 5 6 7 8

Bup=203-1)32-1.2-(-1)+1)+1=49

® Regido de underflow : (—1/9,0) U (0,1/9)

¥ Regido de overflow : (—oco, —8) U (8, 00)

® Exercicio: Ache dois ndmeros x e y tais que x & y # x + y

o & = = DA
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica Arredondamento

Arredondamento

Definicao
Seja F = F(b,n, ey, e>) um SPF. uma funcdo & : R — F e dito um

arredondamento se vale Vx € F, £x = x.

u Tipos de arrendondamento:
para cima ou por excesso: Ax
para baixo ou por falta: Vx

para o nimero de miquina mais préximo: O x
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Introducio ao Estudo da Matemitica Numérica ~ Arredondamento

® Exemplo: F = F(2,3,—1,2)
® Ntimero real 9/8 ¢ F pois 9/8 = —(1.125);9 = (0.1001.21),

ol /8 pode ser arrendondado para:
0.100.2" que é (1.0)9

0.101.2" que é (5/4)10
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica

x = 0.333333
Ax = 0.3333
Vx =0.3334
Ox =0.3333

Prof. Celso HIRATA (ITA)

® Exemplo: F = F(10,4, 98, 10)

y = 0.348436
Ay = 0.3484
Vy = 0.3485
Oy = 0.3484

Arredondamento

7z = 0.666666
Az = 0.6666
Vz = 0.6667
Oz = 0.6667

CCI-22

w = 0.12345
Aw = 0.1234
Aw = 0.1235
Ow =0.1235
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Introducio ao Estudo da Matemitica Numérica  Arredondamento
Definicao
Um arredondamento & : R — F onde F = F(b,n, ey, e))
E dito por falta (V) se vale Vx € R, Vx < x
E dito por excesso () se vale Vx € R, x < Ax
Se além disso vale Vx,y € R, x <y = &x < &y, que é chamada

propriedade monotonica.

E dito para o niimero de mdquina mais proximo (O) se vale:

Vx € [0,6"1],0x =0

-1 B] Ax  sex € [Ax, @)
Vx € b ', B],0x =
Vx sexé€ [M,Vx]

onde B=0.b—1][b—1]---[b— 1].b%
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¥ Inerentes
[ | Discretizagﬁo

® Arredondamento
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Erros

® Tnerentes:

Criagdo ou simplificagdo de um modelo matematico.

Nas medidas em geral.

® Discretizacdo (Aproximacio, Truncamento):

> 1
Exemplo: ¢ = 3 -
i=0 b’
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Erros

® Arredondamento:

Surgem quando trabalhamos com maquinas digitais para representar os

ndmeros reais.

A diferenca entre o valor arredondado e o valor exato pode ser medida

pelo erro absoluto (£4) ou relativo (Eg).
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B POV NN Bers
O erro absoluto, indicado por Ey, é dado por:

Ep = |§x — x|

O erro relativo, indicado por Eg, é dado por:

it
v

[€x — ]
Eg=2—>"—"
R gx
«O0>» «Fr «=)» « P NEd
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica

Erros

® Exemplo: x = 0.00006, &x = 0.00005

E4 = 0.00001

L _ 0.00001
R 0.00005

— 0.2 (20%)

Prof. Celso HIRATA (ITA)

[}
CCI-22
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Introducio ao Estudo da Matemitica Numérica  Erros

Teorema

Seja F = F(b,n, ey, e,) um sistema de ponto flutuante e & um

arredondamento, entdo vale:

VxeR, b1 < x| <po &= <yl
||
onde:
blfn
— seéx =0x

bl se Ex=Vx
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Introducio ao Estudo da Matemitica Numérica  Erros

® Exemplo: £ = O e parab = 10,7 = 10:
1.107°

p="

" Ou seja, dentro do intervalo de representacdo da méaquina, o erro relativo é

= 0.0000000005(unidade de erro de arredondamento)

pequeno.
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica Digitos Significativos Exatos (DIGSE)

Digitos Significativos Exatos (DIGSE)

Definicao

Num sistema decimal, um digito é significativo se qualquer dos digitos for 1,
2,3,4,5,6,7 8 ou9. Odigito 0 (zero) é significativo, exceto quando for

usado para fixar a virgula ou ponto decimal ou preencher o lugar de digitos

descartados.

u Exemplo:
0.008735 — 4 digitos significativos
30.457 — 5 digitos significativos

23.000 — 2 digitos significativos
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Digitos Significativos Exatos (DIGSE)

Definicao

Um digito significativo é exato se, arredondando-se o niimero aproximado
para uma posicdo imediatamente apos aquela posicdo do digito, isso fizer

com que o erro absoluto ndo seja maior que a meia unidade naquela posicdo

do digito.
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Introducio ao Estudo da Matemitica Numérica  Digitos Significativos Exatos (DIGSE)

® Exemplo: x = 2/3 e £x = 0.666 67

No 1° digito 6 ficamos com o nimero 0.66 e o erro absoluto em relacio a

2/3¢€:0.66 —0.666...| =0.00666...< 0.05

No 2° digito 6: |0.666 — 0.666 . ..| = 0.000666 ... < 0.005

No 3° digito 6: |0.6666 — 0.666...| = 0.0000666 ... < 0.0005

No 4° digito 6: [0.666 67 — 0.666 . ..| = 0.000003 333 ... < 0.000 05
No digito 7: |0.666 670 — 0.666. .. | = 0.000003 333 ... < 0.000005

® Entdo todos os digitos significativos sdo exatos .
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Introducio ao Estudo da Matemitica Numérica  Digitos Significativos Exatos (DIGSE)

® Exemplo: x = 2/3 e £x = 0.666 998

1° digito 6: [0.66 — 0.666. .. | = 0.006 666 ... < 0.05

2° digito 6: [0.666 — 0.660. .. | = 0.000666 . .. < 0.005

3° digito 6: [0.6669 — 0.666...| = 0.000233... < 0.0005
p/ digito 9: |0.666 99 — 0.666 . .. | = 0.000 323 > 0.000 05

u Digito 9 ndo € exato!

=] & = E £ 9DAE
Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 13 de dezembro de 2007  38/43



Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Digitos Significativos Exatos (DIGSE)

Teorema

—m

Se Er < 5 entdo o nimero é correto em "m’” digitos significativos exatos.

m= — (0.3—|—log <M+x—x§x\>>

Nimero de digitos significativos exatos de x; | em relagdo a x;:
DIGSE(xi, xi1) = — <0-3 + log <H + |x,+1—xl\>>

w: unidade de erro de arredondamento.
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica Precisao, Exatidao e Epsilon de Maquinas Digitais

Precisao, Exatidao e Epsilon de Maquinas Digitais

Definicao

Precisdo de uma mdquina digital é definida como o niimero de digitos da

mantissa dessa mdquina.

Definicao

Exatiddo é uma medida de perfeicdo do resultado.
Exatiddo de um resultado depende da precisdo da mdquina e o método

utilizado.
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Precisao, Exatidio e Epsilon de Maquinas Digitais

® Exemplo: V2 = 1.414213 . ..
1.4142 ¢ mais preciso e mais exato que 1.41, pois o primeiro tem maior
ndmero de casas e aproxima melhor /2.
1.4149 é mais preciso pois tem mais casas decimais, porém € menos
exato que 1.414, pois o digito 9 do primeiro nao € exato!
® Epsilon da Méquina, representado por ¢, d4 uma idéia da precisio da
maquina. O e da maquina € o menor nimero de ponto flutuante tal que:

14+¢e>1.
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Introducio ao Estudo da Matematica Numérica  Precisao, Exatidio e Epsilon de Maquinas Digitais

Program Calcula_Epsilon_de_Maquina;
VAR EPSILON, EPS: REAL
Begin
ESP := 1,
REPEAT
EPSTILON := EPS;
EPS := 0.5 % EPS
UNTIL EPS + 1 =1
Writeln (EPSILON)

END.
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