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Com essa representagao no espago de estados, as matrizes A € C sio exatamente as mesmas do sistema
da Equagdo (3.30). As derivadas do termo 2 direita da Equagdo (3.33) afetam somente os elementos da

matriz B.
Note que a representagao no espago de estados para a fun¢@o de transferéncia

Y(s) _ bes" bys”t 4+ ok bpas b,
U(s) s+ aps" A @S T Ga

¢ dada pelas equagoes (3.37) e (3.38).
* Existem diversas maneiras de obter a representagado de sistemas no espago de estados. Algumas delas s30
representadas neste capitulo. Os métodos para a obtengao das representagoes canonicas de sistemas 1o espago
de estados (como a forma candnica controlavel, forma candnica observavel, forma canonica diagonal e forma
candnica de Jordan) sao apresentados no Capitulo 11.

O MATLAB pode ser uti izado para a obtengao de representagdes de sistemas no espago de estados a par-
tir da funcdo de transferéncia e vice-versa. Esse assunto seréd apresentado na Secdo 3.6.

EXEMPLO 3.5 Considere 0 sistema massa-mola-amortecedor montado em um carro de massa desprezivel, como

mostra a Figura 3.18. Um amortecedor € um dispositivo que produz um atrito ou amortecimento hidraulico. Ele con-

siste em um pistdo e um cilindro preenchido com Sleo. Qualquer movimento relativo entre a barra do pistdoe 0 cilin-

dro sofre a resisténcia oferecida pelo oleo, porque 0 6leo deve fluir em torno do pistdo (ou pelos orificios existentes g
no pistdo), de um lado para o outro. O amortecedor, essencialmente, absorve energia. Essa energia absorvida & dissi-

pada sob a forma de calor e o amortecedor ndo armazena energia cinética nem potencial. O amortecedor hidréulico

(dashpot) & também simplesmente chamado de amortecedor.

Vamos obter modelos mateméticos para esse sistema, supondo que O carro estd parado parat < 0 e o sistema
massa-mola-amortecedor no carro também estd em repouso paraf < 0. Nesse sistema, u(t) € © deslocamento do
carro e é a entrada do sistema. Em ¢ = 0, 0 carro s¢ move a uma velocidade constante ol 4 = constante. O deslo-
camento y(t) da massa ¢ a saida. (O deslocamento & relativo ao solo.) Nesse sistema, m Tepresenta a massa, b,0
coeficiente de atrito viscoso, € k. seja a constante da mola. Vamos supor que a forga de atrito do amortecedor seja
proporcional a y —uequed mola seja linear, isto &, 2 forga da mola seja proporcional a y — U.

NN !
<

NN
ﬁ?‘“

Carro de massa desprezivel \
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77T L /////////////////////////ﬂ
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Figura 3.18 Sistema massa-mola-amortecedor montado em um carro.
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Para sistemas de translago, a segunda lei de Newton estabelece que:
ma = 2 F

amassae 3 Féasoma das forcas atuantes na massa, na mesma direcao da aceleragéo a.

onde m é amassa, a é a aceleragio d
rando que O carro ndo possui massa, obtemos:

Aplicando a segunda lei de Newton para o presente sistema e conside

dy dy du
Lo p|=-=) —k(y -
i dt’ (ds dr) ly~ )

ou

d?y dy du

m +b—+ ky=b—+ ku
dr* dt 4 dt

senta 0 modelo matematico do sistema considerado. Obtendo a transformada de Laplace

Essa equacao repre
nulas, resulta que:

dessa tltima equacdo e supondo que as condigdes iniciais sejam
(ms® + bs + k)Y (s) = (bs + k)U(s)
contramos a funcdo de transferéncia do sistema como:
AL A i

Funcio de transferéncia = G(s) = U(s)  ms + bs + k
5 S

Pela relagiio entre Y (s) e U(s), en

Essa representa¢do de um modelo matematico por func¢do de transferéncia é utilizada com muita fregiiéncia na

engenharia de controle.
A seguir, obtemos um mode
rencial desse sistema
b

L, b Kk .k
y+—y+—y=—u+_—u
m m m m

lo no espago de estados desse sistema. Primeiramente, vamos comparar a equacdo dife-

com a forma padronizada
:\'; + al)'l + ay = bou + bll." + bzu

e identificar a,, a;, by, b; € b,, como se segue:
b k
Com referéncia 4 Equacéo (3.35), temos:
By =by = 0

ﬁ1=bi‘ﬂ|ﬁo=;

o

| &=

-2

B: = b, —a1p — @y =

3

Entio, com base na Equacdo (3.34), define-se:
Xy =y —Bu=y

x2=3'1_31“=5€1 ‘;H
A partir da Equag@o (3.36), temos:
b
2=+t pu=x+—u
m
: k b k b\?
x2=—a2xl—a1x2+ﬁzu=-—:n—x1—-—xz+ = u

e a saida da equacdo torna-se:

y=*
ou
b
[ﬂ ) ok 1b [n] ; m i (339)
X S [ k b\?
e
y=[1 N[z] (3.40)

As equagcdes (3.39) e (3.40) constituem uma representagio do sistema no espago de estados. (Note que essa nao
¢ a uinica representacao no espago de estados. Existe uma infinidade de representagdes para o sistema.)
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3.7 SISTEMAS MECANICOS

Discutiremos, nesta se¢ao, a modelagem matematica de sistemas mecanicos. A lei fundamental que gover-
na os sistemas mecanicos € a segunda lei de Newton. Ela pode ser aplicada a qualquer sistema mecénico. Nesta
secao, vamos deduzir modelos mateméticos de trés sistemas mecanicos. (Os modelos matematicos de outros sis-
temas serao deduzidos e analisados nos demais capitulos.)

EXEMPLO 3.7 Obtenha as fungdes de transferéncia X,(s)/U(s) e X,(s)/U(s) do sistema mecanico mostrado na
Figura 3.19.
As equagdes de movimento para o sistema mostrado na Figura 3.19 sdo:

mx, =—kx — kz(xl = xz) - b(i_. = J'cz) +u
my¥; = —ksx; — kyx, — x;) — b(x, — ;)
Simplificando, obtemos:
myX, + bx, + (k1 5 kzjxl =bi, + kyxy +u
my¥, + bk, + (k; + k3)x; = bx; + kyx,
Transformando por Laplace essas duas equagdes, admitindo condiges iniciais nulas, obtemos:
[mys* + bs + (ky + k)] X, (s) = (bs + ko) Xo(s) + U(s) (3.44)
[m,s* + bs + (k, + ks)] Xy(s) = (bs + k)X, (s) (3.45)
Resolvendo a Equagio (3.45) para X;(s), substituindo-a na Equacio (3.44) e simplificando, temos:
[(m;s* + bs + ky + ky)(m,s* + bs + k, + ky) = (bs + kz)z]Xl(s)
= (mys® + bs + ky + ks)U(s)
a partir da qual obtemos: T
. X, (s) mys® + bs + k, + ks |
U(s) = (mys® + bs + ky + ky)(mys® + bs + ky + k3) — (bs + k)
A partir das equacdes (3.45) e (3.46) temos:
: X5(s) bs + k, ;
U(s) S (m;s* + bs + k; + ky)(mys® + bs + ky + k;) — (bs + ky)’

(3.46)

(3.47)

As equagdes (3.46) e (3.47) sdo as fungdes de transferéncia X, (s)/U(s) e X,(s)/U(s), respectivamente.

u X1 X2

7

A
1 L /
A'l'l'l' m yy ms ANV %
/ ky i ks 7
7 b L

_______ ? O

T T T 77

Figura 3.19 Sistema mecinico.

EXEMPLO 3.8 Um péndulo invertido montado em um carro motorizado é mostrado na Figura 3.20(a). Esse é um
modelo de controle de posicio de um foguete na fase de lancamento. (O objetivo do problema de controle de posigio
¢ manter o foguete na posiciio vertical.) O péndulo invertido ¢ instavel, pois pode cair a qualquer instante, para qual-
quer direcdo, a menos que uma forca adequada de controle seja aplicada a ele. Vamos considerar aqui somente o pro-
blema bidimensional, em que o movimento do péndulo fica restrito sé6 ao plano da p4gina. A forca de controle u é
aplicada ao carro. Considere que o centro de gravidade da haste do péndulo esteja situado no centro geométrico dele.
Obtenha um modelo matemadtico para esse sistema.

Defina o 4ngulo da Raste a partir da linha vertical como 8. Defina também as coordenadas (x, y) do centro de gravi-
dade da haste como (x, y;). Entio,

X; = x + [lsenf

Yo = lcos@
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Figura 3.20 (a) Sistema de péndulo invertido; (b) diagrama do corpo livre.

Para deduzir as equagdes de movimento do sistema, considere o diagrama do corpo livre, mostrado na Figura
3.20(b). O movimento rotacional da haste do péndulo em torno de seu centro de gravidade pode ser descrito por:

18 = Visen® — Hlcosf (3.48)

onde I é o momento de inércia da haste em relagdo ao centro de gravidade.
O movimento horizontal do centro de gravidade da haste do péndulo é dado por:

2
md—2 (x + I[senf) = H (3.49)
dt
O movimento vertical do centro de gravidade da haste do péndulo &:
d2
m ar (Icos@) =V — mg (3.50)
O movimento horizontal do carro é descrito por:
d’x
M F =u—H (3‘5 1)

Como devemos manter o péndulo invertido na posi¢io vertical, podemos admitir que 6(t) e 6(t) sejam grandezas
suficientemente pequenas para que se possa fazer senf = 0, cosf = 1 e 8% = 0. Entdo, as equagdes de (3.48) a
(3.50) podem ser linearizadas como se segue: 4

10 = Vie — HI (3.52)

m(¥ +18) = H (3.53)

0=V — mg (3.54)
Com o auxilio das equagdes (3.51) e (3.53), obtemos:

(M + m)i + mlf =u (3.55)
e a partir das equagdes (3.52), (3.53) e (3.54) obtemos: . '
16 = mglo — HI
= mgle — I(m¥% + mlf)
ou
(I + mi?)§ + mlx = mglo ' (3.56)

As equagdes (3.55) e (3.56) descrevem o movimento do sistema de péndulo invertido sobre o carro. Elas constituem
o modelo matemdtico do sistema.
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EXEMPLO 3.9 Considere o sistema de péndulo invertido mostrado na Figura 3.21. Como nesse sistema a massa esta
concentrada no topo da haste, o centro de gravidade € o centro da bola do péndulo. Para esse caso, 0 momento de inér-
cia do péndulo sobre seu centro de gravidade € pequeno e vamos supor que I = 0 na Equagéo (3.56). Entdo, o modelo
matemdtico para esse sistema passa a ser:

u (3.57)
mglé (3.58)

(M + m)¥ + mlo

mil*8 + mlx

As equagdes (3.57) e (3.58) podem ser modificadas para
' MI6 = (M + m)gh — u (3.59)

MX = u — mgb y (3.60)

T
]
£cos A mg

U — M

!

NNNNAN

7 YT, I,
Figura 3.21 Sistema de péndulo invertido.

A Equagio (3.59) foi obtida pela eliminagao de ¥ das equagdes (3.57) e (3.58). A Equagdo (3.60) foi obtida pela
eliminagio de # das equagdes (3.57) e (3.58). Utilizando a Equagdo (3.59), obtemos a funcdo de transferéncia da plan-

ta como:
6(s) _ 1
—U(s) Mis*— (M + m)g
" 1
M+ m M+m
N %
Mf(s M g)(s M g)

O sistema de péndulo invertido tem um pélo no semi-eixo negativo do eixo real [s = (VM + m/VMI)Vg]e
outro no semi-eixo positivo do eixo real [s = (VM + m/V/MI)Vz]. Entdo, a planta ¢ instével em malha aberta.
Defina as varidveis de estado xq, x;, X3 € x4 COMO:

x =40
=0
& H =X
3 Xy =X

Note que o 4ngulo 8 indica a rotagio da haste do péndulo em torno do ponto P e x € a localizagdo do carro. Se
considerarmos # e x como saidas do sistema, entdo

= y o x

= - » x X3
(Note que tanto 8 como x sdo quantidades facilmente mensurédveis.) Entdo, a partir da defini¢do das varidveis de
estado pelas equacdes (3.59) e (3.60), obtemos:

X=X
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P M+ m o T
2= " 0T Ml
X3 = X4
. m
Xy = __j\} gx; + Eu
Em termos de equacdes vetoriais-matriciais, temos:
o0 100] m o ]
Xy M+m Xy 1
n|_| M ¢ o e Bt (3.61)
i 0 00 1] xs 0 :
X m Xy 1
= 000 ==
| Mf i L |
Xy
W 1 0 0 0 X2
= £ 3.62
[)’2] l:[] 010 X3 ( )
X4

As equagdes (3.61) e (3.62) s&o uma representagdo do sistema de péndulo invertido no espago de estados. (Note

que a representagio no espago de estados do sistema néo é tinica. Existe uma infinidade de representacdes possiveis
para esse sistema.)

3.8 SISTEMAS ELETRICOS E ELETRONICOS

As leis bésicas que regem os circuitos elétricos sio as leis de Kirchhoff das correntes e das tensdes. A lei
das correntes de Kirchhoff (lei dos nés), diz que a soma algébrica de todas as correntes que entram € saem de
um né é zero. (Essa lei pode também ser enunciada como se segue: a soma das correntes que chegam a um né
é ignal & soma das correntes que sacm desse n6.) A lei das tensdes de Kirchhoff (lei das malhas), estabelece
que, em qualquer instante, a soma algébrica das voltagens ao longo de qualquer malha de um circuito elétri-
co é zero. (Essa lei também pode ser enunciada da seguinte maneira: a soma das quedas de tensdo € igual a
soma das elevagdes de tensdo ao longo de uma malha.) Um modelo matemdtico de um circuito elétrico pode
ser obtido pela aplicacdo de uma ou ambas as leis de Kirchhoff.

Esta secdo trata inicialmente dos circuitos elétricos simples e depois trata da modelagem matematica de
sistemas com amplificadores operacionais.

Circuito LRC. Considere o circuito elétrico mostrado na Figura 3.22. O circuito consiste em uma in-
dutancia L (henry), uma resisténcia R (ohm) e uma capacitancia C (farad). Aplicando a lei das tensoes de
Kirchhoff ao sistema, obtemos as seguintes equagoes:

di 1

il 7 — 7 = p. 3.63

Ldt+Rz+C[;dx e (3.63)
1 /. 3.64
— [idt=e, (3.64)
G

A L R

o—— T AV l =)

€ c €

I: T
O . O

Figura 3.22 Circuito elétrico.
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Observe que a saida do integrador e as saidas dos integradores com atraso de primeira ordem, [U(s +a)e
(z — p)/(s + p)], foram escolhidas como varisveis de estado. E importante lembrar que a saida do bloco
(s + z)/(s + p) naFigura 3.53(a) ndo pode ser uma varidvel de estado, porque esse bloco contém um termo de-

rivativo, s + z.

A311l Obtenha a fun¢do de transferéncia de um sistema definido por:

X =1. 1 0|} x 0
X | = 0 -1 1| x|+]|0|u
X3 0 0 2| x; 1
X1
y=[1 0 0] x
X3

Solugde. De acordo com a Equagdo (3.29), a fungéo de transferéncia G (s) é dada por:
G(s)=C(s1-A)'B+D

Neste problema, as matrizes A, B, C e D sao:

-1 1 0 0
A=| o -1 1|, B=|0|, €=[1 00, D=0
0 0 -2 1
Entéo,
(s +1 -1 o |10
G(s)=[1 00 0 s+1 -1
0 0 s+2 1
- 24 1 1 2
s+1 (s+102 (s+1)%(s+2) 0
1 1
= [1 0 0 0
(£ 1] s+1 (s+1)(s+2) 1
1
0
LD s+ 2 B
- _ 1 1

T GA (s +2) S A +5s+2

AJ3.]12. Obtenhaa represenrtagﬁo no espaco de estados do sistema mostrado na Figura 3.54.
Solucio. As equagdes do sistema s3o:
myy, + by, + k(n — ») =0
myy, + k(y, — »n) =u

i As variaveis de saida desse sistema sdo y; € y,. Defina as varidveis de estado como:

it il 1 X =N
: i '| X3 =0
: .!’ - Xy = Y2
i EEL Entio, obtemos as seguintes equagoes:
i |.! jl = X2
I
‘.JI : 1 k b k
I i =—|"by —kKn— =——x —— X+t —X
ik 2% [ Y1 ()’1 )ﬁ)] m, L iny C 3
i;. '\':3 = x4 e
: 1 k k 1
il iy=—[k(pm—n)+ul=—x, - —xs+—u

m- ms m; ms
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Figura 3.54 Sistema mecénico.
Portanto, 4 equacdo de estado é&:
‘ 0 1 0 0 _ 0
‘fl = b . L3 0 X1 0
X2 ny my my X2
= +] 0
i 0o 0 0 1|/ x " "
Xy k g = k. 0 X4 ;2
S (L m; |
e a equacdo de saida €: _
X
w|_[1000]fx
¥ 0 010 X3
Xa

Considere um sistema com miltiplas entradas e mdltiplas saidas. Quando o sistema tem mais de uma saida, o
comando

[NUM,den] = ss2tf(A,B,C,D,iu)
fornece as fungdes de transferéncia para todas as saidas a partir de cada entrada. (Os coeficientes do numerador
sdo retornados para a matriz NUM com tantas linhas quantas forem as saidas.)
Considere o sistema definido por:

| _ 0 1 x|, 1T 1 u;

X, =25 —4 |Lx; 0 1 L

W L 1 0 Xy 4 0 0 Wy

3] 0 1] x 0 0 || u
Esse sistema contém duas entradas e duas saidas. Assim, estdo envolvidas quatro fungdes de transferéncia:
Y,(s)/U(s), Ya(s)IU,(s), Yi(s)/Us(s) € Y;(s)/Uy(s). (Quando u, for considerada entrada, devemos supor que a en-
trada u, seja zero e vice-versa.) '

Solucido. O programa 3.5 em MATLAB fornece as quatro seguintes fungdes de transferéncia.

Programa 3.5 em MATLAB

A=[0 1;-25 -4];
B=[1 10 11;
C=[1 00 1];
D=[0 0;00 O];
[NUM,den] = ss2tf(A,B,C,D,1)

NUM =

0 "1 4

0 0 =25
den =

1 4 25
[NUM,den] = ss2tf(A,B,C,D,2)
NUM =

0 1.0000 5.0000
0 1.0000 -25.0000
den =

1 4 25
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CLlad L

x ¥y x z ¥
(a) (b)
Figura 3.56 (a) Dois amortecedores conectados em paralelo; (b) dois amortecedores conectados em série.

(b) A forca f devida aos amortecedores €:
f=blz-%)=b(y—2) ' (3105)
onde z é o deslocamento de um ponto entre os amortecedores b, e b,. (Note que a mesma forga ¢ transmitida
ao longo do eixo). A partir da Equagao (3.105), temos:
(by + b))z = b,y + b %
ou

(3.106)

z = gy (byy + bix)

Em termos do coeficiente de atrito viscoso b, equivalente, a forca f é dada por:
f : b:q(.‘.J - x)
Substituindo a Equacdo (3.106) na Equacdo (3.105), temos:

1
f= '—:z=b[‘— '+b5c]
by(y — z) = by| ¥ b1+b2(b2y %)
bib, .
_b1+b2(y #)
Assim,
blbz
= bog(y — %) = ) —
f=be(y )b}+b2(y )
Entéo,
L
M b+ by l+l
b, " b,

A Figura 3.57(a) mostra um diagrama esquemdtico do sistema de suspensao de um automével. Quando o carro
se move ao longo da estrada, o movimento vertical das rodas age como a prépria fun¢do de entrada do sistema
de suspensio do automével. O movimento desse sistema consiste em um movimento de translagdo do centro da
massa e um movimento de rotagio em torno desse mesmo centro da massa. O modelo matematico do sistema com-
pleto é bastante complicado. ) :

Uma versdo muito simplificada do sistema de suspensao é mostrada na Figura 3.57(b). Admitindo que o movi-
mento x; no ponto P seja a entrada do sistema e o movimento vertical x, do carro seja a saida, obtenha a fungdo
de transferéncia X,(s)/X,(s). (Considere o movimento do carro somente na diregao vertical.) O deslocamento
x, é medido a partir da posigao de equilibrio na auséncia da varidvel de entrada x;.

Solucdo. A equacgdo do movimento para o sistema mostrado na Figura 3.57(b) é:
mx, + b(x, — %) + k(x, —x) =0
ou '
mx, + bx, + kx, = bx; + kx;
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Figura 3.57 (a) Sistema de suspensdo do automével; (b) sistema de suspensao simplificado.
Ao considerar a transformada de Laplace da dltima equagao, € a0 supor condigdes iniciais nulas, obtemos:
(ms® + bs + k)X,(s) = (bs + k)Xi(s)
Entio, a funcio de transferéncia X ,(s)/X(s) € dada por:

Xo(s) 2= bs + k
Xi(s) ms*+bs+k

Obtenha a fungdo de transferéncia Y (s)/U(s) do sistema mostrado na Figura 3.58. A entrada u € um desloca-
mento. (Como o sistema do Problema A.3.16, esse € também uma versdo simplificada da suspensdo de um au-
tomével ou de uma motocicleta.)

Soluciio. Suponha que os deslocamentos x e y sejam medidos a partir das respectivas posi¢des de repouso
que ocorrem na auséncia da entrada u. Aplicando a segunda lei de Newton a esse sistema, obtemos:

m¥=Ik(y—x)+b(y—x)+ ky(u — x)
myy = —ky(y — x) — b(y — %)

Entio, temos:
mx + bk + (ky + ky)x = by + kyy + ku

my¥ + by + kyy = bx + kyx

&
AANA
YYYY

=

[ |
3

R
=

Loy
AA
YVVy

Figura 3.58 Sistema de suspensao.
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4.2 SISTEMAS DE NIVEL DE LIQUIDOS

Na anilise de sistemas que envolvem o fluxo de fluidos, julgamos necessério dividir os regimes de fluxo
em fluxo laminar e fluxo turbulento, de acordo com o valor do niimero de Reynolds. Se o niimero de Reynolds
estiver entre 3 000 e 4 000, entdo o sistema serd turbulento. O sistema € laminar se esse valor for menor do que_
aproximadamente 2 000. No caso laminar, o fluxo ocorre em linhas de escoamento, sem turbuléncia. Sistemas
que envolvem fluxo laminar podem ser representados por equagdes diferenciais lineares.

Processos industriais envolvem, freqiientemente, o fluxo de liquidos ao longo de tubos de conexdo e de
reservatérios. O fluxo nesses processos é geralmente turbulento e ndo laminar. Os sistemas que envolvem
fluxo turbulento s@o freqiientemente representados por equacoes diferenciais ndo-lineares. Entretanto, se a
regido de operagao for limitada, essas equagoes diferenciais ndo-lineares podem ser linearizadas. Nesta se¢io,
vamos discutir os modelos matemaéticos linearizados de sistemas de nivel de liquido. Note que a introdugao do
conceito de resisténcia e capacitdncia para esses sistemas de nivel de liquido nos possibilita descrever suas
caracteristicas dindmicas de modo simples.

Resisténcia e capaciténcia de sistemas de nivel de liquido. Consideremos o fluxo ao longo de uma
tubulacdo curta, que conecta dois reservatérios. A resisténcia R ao fluxo de liquido nessa tubulacao ou

 restrigdio € definida como a variacdo na diferenca de nivel (a diferenga entre o nivel dos liquidos nos dois
. reservatérios) necessdria para causar a variacao unitdria na taxa de escoamento, isto €,

variacgdo na diferenca de nivel, m

variacdo na vazio em volume, m>/s

Como a relagdo entre a taxa de escoamento e a diferenga de nivel difere do fluxo laminar para o fluxo tur-
bulento, vamos considerar a seguir ambos os casos.

Considere o sistema de nivel de liquido da Figura 4.1(a). Nesse sistema, o liquido flui em uma vélvula de
restricdo, na lateral do reservatério. Se o fluxo nessa restrigao for laminar, a relacio entre a vazdo em regime
permanente e a altura do nivel em regime permanente na restricao serd dada por:

Q =KH
onde Q@ = vazio em volume em regime permanente, m*/s
K = coeficiente, m*/s
H = altura do nivel em regime permanente, m

Para o fluxo laminar, a resisténcia R; é obtida como:

dH H
Q0 0

A resisténcia no escoamento laminar é constante e andloga a resisténcia elétrica.

R, =

Altura J

Vilvula de controle

' h
§+ s e e e e ¢_ PR :;_IR!
e :&]? -

________ 1
¥ A=
Valvula de restri¢io L1
>
H+h i 1
= | -
l / Q0+4, g 0 Taxa de escoamento
—
Capacitincia Remséencxa Inclinagdo = 2H _h
c -H o 9

3

(a) (b)
Figura 4.1 (a) Sistema de nivel de liquido; (b) curva de altura do nivel versus vazao.

Se o fluxo na restricdo for turbulento, a taxa de escoamento em regime permanente serd dada por:
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Q =KVH (4.1)
onde Q = vazdo em volume em regime permanente, m>/s
K = coeficiente, m*°/s
H = altura do nivel em regime permanente, m
A resisténcia R, para o fluxo turbulento é obtida como:

dH
R =—
t dQ

Utilizando a Equacéo (4.1), obtemos:
K

dQ = Fa’H

temos:

dH 2VH 2VHVH 2H

o K. @ @

Assim,

2H
R, =—
Q
O valor da resisténcia R, do fluxo turbulento depende da taxa de escoamento e da altura do nivel do liqui-
do. Entretanto, o valor de R, pode ser considerado constante se as variagdes da altura do nivel e da taxa de es-
coamento forem pequenas.

Utilizando a defini¢ao de resisténcia para o caso de fluxo turbulento, a relagdo entre Q e H pode serdada por:

t

Essa linearizagao € vélida desde que as variacdes da altura do nivel e da taxa de escoamento em relagdo
aos respectivos valores de regime permanente sejam pequenas.

Em muitos casos praticos, o valor do coeficiente K na Equacio (4.1), que depende do coeficiente de fluxo
¢ da drea de restrigdo, ndo € conhecido. Entdo, a resisténcia pode ser determinada pela construgdo do grafico
da curva que mostra a altura do nivel versus a taxa de escoamento, com base em dados experimentais e medin-
do-se a inclina¢@o da curva no ponto de operagio. Um exemplo dessa curva é o indicado na Figura 4.1(b), em
que P € o ponto de operagdo em regime permanente. A linha tangente 4 curva no ponto P cruza o eixo das
ordenadas no ponto (0, — H ) Assim, a inclinagdo dessa linha tangente é 2H/Q. Como a resisténcia R, no ponto
de operagdo P é dada por 2H/Q, a resisténcia R, € a inclinacdo da curva no ponto de operagao.

Considere a condi¢do de operagdo nas proximidades do ponto P.Defina uma pequena variagio do valor
da altura do regime permanente como % e a pequena variagio correspondente da taxa de escoamento como
gq- Entéo, a inclina¢do da curva no ponto P pode ser dada por:

2H
Gl Rr
Q
A aproximagao linear tem como base o fato de que a curva real no difere muito de sua linha tangente,
se a condicdo de operac¢do ndo variar muito.

A capacitancia C de um reservatério é definida como a variacio na quanndacle de liquido armazenado

necessaria para causar uma mudanca unitdria no potencial (altura). (O potencial é a grandeza que indica o nivel
de energia do sistema.)

x h
Inclinacdo da curva no ponto P = — =

variacdo na quantidade de liquido armazenado, m?

variagdo na altura, m

Note que a capacidade (m”) e a capacitancia (m?) sao diferentes. A capacitancia do reservatério é igual a
sua seccdo transversal. Se esta for constante, a capacitancia sera constante para qualquer altura do nivel.

Y T T P AT T R T

T T e D T

1]
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Sistemas de nivel de liquido. Considere o sistema indicado na Figura 4.1(a). As varidveis sao definidas
como se segue:
O = vazio em volume em regime permanente (antes de ocorrer alguma variagdo), m’/s

g; = pequeno desvio da taxa de escoamento de entrada em relagdo a seu valor de regime per-
manente, m’/s

g, = pequeno desvio da taxa de escoamento de saida em relagdo a seu valor de regime perma-
nente, m%/s

H = altura do nivel em regime permanente (antes que ocorra alguma variagdo), m
h = pequeno desvio de nivel a partir de seu valor de regime permanente, m

Como foi visto anteriormente, um sistema podera ser considerado linear se o fluxo for laminar. Se o fluxo

for turbulento, o sistema poder4 ser linearizado, desde que as alteragdes nas variaveis sejam pequenas. Com

~ base na hipétese de que o sistema seja linear ou linearizado, a equagao diferencial desse sistema pode ser obti-

 da a seguir. Como o fluxo de entrada menos o fluxo de saida durante um pequeno intervalo de tempo dt é igual
a quantidade adicional armazenada no reservatério, temos que:

Cdh = (g, — g,)dt

A partir da defini¢do da resisténcia, a relagdo entre g, e h € dada por:

4o = R
A equagio diferencial desse sistema para um valor constante de R torna-se:

dh
RC—-+h =Ry (4.2)

Note que RC ¢ a constante de tempo do sistema. Tomando a transformada de Laplace de ambos os mem-
bros da Equagio (4.2) e considerando condig¢des iniciais nulas, obtemos:

(RCs + 1)H(s) = RQ(s)
onde
H(s)=<[h] e Q) = Z[q]
Se g; for considerada a entrada e A, a saida, a funcdo de transferéncia do sistema é:

H(s) R
Oi(s) RCs +1

Entretanto, se g, for admitida como a saida e a entrada permanecer a mesma, a fungdo de transferéncia sera:

Qo(s) _ 1
O.(s) RCs+1

onde tomamos por base a relacio

1

0.(s) = Z H()

Sistemas de nivel de liquido com interagdo. Considere o sistema mostrado na Figura 4.2. Nesse sis-
tema, os dois reservatérios interagem. Assim, a funcio de transferéncia do sistema néo € o produto das fungdes
de transferéncia de primeira ordem.

A seguir, vamos admitir apenas pequenas variagdes das varidveis a partir dos valores de regime perma-
nente. Utilizando os simbolos definidos na Figura 4.2, obtém-se as seguintes equagdes para esse sistema:

g bt . g 43
R, (4.3)
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O+q
=i
Reservatdrio | Reservatorio 2

P
C O+q o

: Vazdio em volume em regime permanente
f, : Nivel de liquido do reservatdrio 1 em regime permanente
H,: Nivel de liquido do reservatério 2 em regime permanente

kes{lis]

Figura 4.2 Sistema de nivel de liquido com interagdo.

dh,
C,—=qg— 44
17 q— 4 (4.4)
)
— = 45
R, q2 (4.5)
dh
Cz?f =gi —id (4.6)
Se g for considerada a entrada e g, a saida, a funcdo de transferéncia do sistema sera:
Q,(s) 1

0(5) ~ RGR,Cs + (RiCy + RiCy + RCp)s + 1 (4.7)

E instrutivo obter a Equacio (4.7), a fungéo de transferéncia do sistema interativo, pela reducéo do dia-
grama de blocos. A partir das equagoes (4.3) a (4.6), obtemos os elementos do diagrama de blocos, como
mostra a Figura 4.3(a). Conectando os sinais corretamente, podemos construir um diagrama de blocos, co-
mo mostra a Figura 4.3(b). Esse diagrama de blocos pode ser simplificado como o da Figura 4.3(c). Simplifi-
cacdes adicionais resultam nas figuras 4.3(d) e (e). A Figura 4.3(e) ¢ equivalente a Equagao 4.7).

Note a similaridade e a diferenca entre a funcdo de transferéncia da Equacao (4.7) e a que é dada pela
Equagio (3.72). O termo R, C;s que aparece no denominador da Equagao (4.7) exemplifica a interagao en-
tre os dois reservatérios. Por analogia, o termo R;C,s no denominador da Equagao (3.72) representa a
interacdio entre os dois circuitos RC mostrados na Figura 3.23.

4.3 SISTEMAS PNEUMATICOS

Em aplicagdes industriais, sistemas pneumdticos e sistemas hidréulicos sao, freqgiientemente, compara-
dos. Assim, antes de discutirmos os sistemas pneuméticos em detalhes, vamos fazer uma breve comparagao
entre esses dois tipos de sistemas.

Comparagéo entre sistemas pneumaticos e sistemas hidraulicos. O fluido geralmente encon-
trado em sistemas pneuméticos é o ar; em sistemas hidraulicos, ¢ o 6leo. E sio, principalmente, as diferentes
propriedades dos fluidos envolvidos que caracterizam a diferenca entre esses dois sistemas. Essas diferen-
¢as podem ser relacionadas como se segue:

1. Ar e gases sao compressiveis, enquanto o 6leo ndo é (exceto em alta pressao).

2. O ar ndo tem a propriedade de lubrificagdo e geralmente contém vapor de dgua. O éleo tem a fungao
de fluido hidréulico e também de lubrificador.

3. A pressdo de operagdo normal dos sistemas pneumaticos é bem mais baixa do que a dos sistemas
hidréulicos.




I. Equacgoes Diferenciais

Ordinarias: Conceitos
Preliminares

Considere o sistema de equagdes diferenciais ordinarias (e.d.o.) de
primeira ordem’

drfdt = & = f(=,%), 1)

dy/dt =y = g(z,y) -
Esse sistema é dito auténomo, uma vez que as funcdes f e g ndo de-
pendem explicitamente do tempo. Caso contrario (se f = f(z,y,1)
ou g = g(z,y,t)) o sistema é dito ndo-auténomo. Uma e.d.o. nao-
auténoma pode ser reduzida a um sistema auténomo as custas da
introdugio de mais uma dimensdo no sistema. Para tanto, basta
considerar o tempo como uma variavel adicional, i.e., t = z, tal
que dz/dt = 1. Da mesma maneira, uma (ou mais) e.d.o. de or-
dem superior pode ser transformada em duas (ou mais) equagdes
diferenciais de primeira ordem; basta considerar uma nova variavel
y = . Exemplifiquemos esse procedimento com a transformagao
da equagio de movimento de um oscilador harménico amortecido

1Dado um campo continuo de vetores z € R , a relacdo
i =v(z) - (1a)

denomina-se equagdo auténoma de dimensdo um. O vetor unidimensional v(z)
éa chamada velocidade de fase em z . Se z € R™, (1a) representa um sistema de
n equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem. A dimensao do espago de
fases de (1a) é a dimensdo do vetor z , isto é, o nimero de equagdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem. :
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e forcado em um sistema de trés equagoes diferenciais de primeira
ordem acopladas. Tem-se para a equacéo inicial

&+ 7z +wgz = Fy/m cos(wt) ;

considerando z =1¢, 2 =1 e y = & obtém-se

T=y,
,1,"=f(_:r:,y,z):(Fg/m) cos(wz)—'yy—wé:c,
z=

?
que constitui um sistema de trés e.d.o. de priméira ordem acopladas
e auténomas (3 graus de liberdade: z,y, z).

Nestas notas, sempre que possivel, utilizam-se sistemas bidimen-
sionais para se apresentar conceitos novos. Tais conceitos, entre-
tanto, sao estendidos trivialmente para sistemas com n dimensdes.

Em particular, é freqiiente escrever-se vetorialmente um sistema de
n equagoes diferenciais lineares, e.g.,

d.’.l',']/dt = f1 (&"1, .'17,1) 5

: ©
dzofdt = fu(z1,...2,),

como

onde
I I :
= ) L == : (3)
.'i?n Ty
e f é uma matriz quadrada. Algumas vezes esta notagao vetorial é
generalizada para incluir sistemas nio-lineares do tipo

Z=F (), (4)
onde F agora representa um conjunto de fungées ndo-lineares Fy, F,
- » £ nas varidveis z1,7,,... ,z,, de tal modo que
21 =. F(z1,2, .00 42,) ,

x.z Fg(I],.Tg,...,(L‘n),

(%)

tn = Fy(zy,z;,... r Bin) o




oes diferenciais de primeira

a0 inicial
» cos(wt) ;

im-se

(wz) —yy —wjiz,

e primeira ordem acopladas
Lzl

jilizam-se sistemas bidimen-
wvos. Tais conceitos, entre-
sistemas com n dimensoes.
etorialmente um sistema de

B ¥

(2)
:‘c‘ﬂ-)y
el E 05 )

ezes esta notagao vetorial é
ineares do tipo

(4)

fungées nao-lineares Fy, Fy,
tal modo que

e &n) 5

‘}wﬂ-)a

-3 Tn) .
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Fig. 1: O péndulo simples.

Em geral ndo é possivel se obter solucoes analiticas para tais
sistemas de equacdes. Muitas vezes, quando uma solugao analitica
é encontrada, ela é tio complicada que fica dificil interpreté-la e
compreender as suas principais propriedades.

O estudo qualitativo de equagdes diferenciais preocupa-se em
identificar caracteristicas importantes de suas solugdes sem resolve-
las. Tais procedimentos aplicam-se tanto a equagdes diferenciais

lineares como nao-lineares. Como veremos, é sobretudo para os

sistemas nao-lineares que o estudo qualitativo revela sua potencial-
idade. Esse estudo apoia-se em um conjunto de conceitos e teorias,
mas também num razoavel esforco de computacdo numérica. Ve-
jamos alguns exemplos concretos.

O Péndulo simples

Seja o sistema constituido por um corpo de massa m e uma haste
rigida de comprimento £ (de massa desprezivel) que pode se mover
livremente num plano vertical (Fig. 1).

A equagao de movimento associada é

mf? 0 + mgl senf =0 . (6)

Nio é possivel se obter uma solugdo para essa equacao em ter-
mos de funcdes elementares. Entretanto, é possivel identificar-se as
principais caracteristicas de suas solugdes e compreender de modo
qualitativo os possiveis movimentos deste sistema fisico utilizando
um diagrama de fases. Vejamos como se procede.




VII. Exemplos

Os conceitos introduzidos nas segdes precedentes sao de larga uti-
izacio. A seguir ilustram-se, através de exemplos, alguns dos
.mvmncm tratados até aqui. .

'O modelo de Lotka-Volterra é apresentado como exemplo de
n._EE.Enm de populagbes que apresenta comportamento ciclico. A
existéncia de falsos centros obtidos por linearizagao (no caso de pon-
tos fizos elipticos) é ilustrado através de um exemplo especifico. De
particular interesse para o que serd discutido na parte II, discutem-
se o sistema de Lorenz e o mapa logistico, sistemas paradigma
no estudo do caos deterministico, objetivo central destas notas.
Por fim, sio apresentados sucintamente alguns dos mapas mais
reqiientemente encontrados na literatura.

: ‘Modelo de Lotka-Volterra

0 ‘modelo de Lotka-Volterra, também chamado de sistema predador-
m%mun fornece uma modelagem para dindmica de populagdes.
Admitamos, por exemplo, a convivéncia de duas espécies de
eixes num lago: A (presa) alimenta-se de plantas que existem em
bundancia, B (predador) sobrevive alimentando-se da espécie A.
‘Seja z(t) a populagio de A e y(t) a de B. Admite-se que A
ha vida longa e alta taxa de reprodugdo se deixada sozinha.
sim, num intervalo de tempo At, o aumento da populagio de A
vido ao balanco nascimentos-mortes é dado por +kz At, k > 0.
&BEEnmb de voHu&mmm.o é —azyAt, a >0, devida ao ﬁmﬁo que
‘'se alimenta de A (o mimero de individuos de A comidos por
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B ¢é admitido ser proporcional ao nimero de encontros entre A e
B; dai o fator zy). Os parimetros k e a sio constantes, Segue,
portanto, que o aumento liquido Az da populagio de A é dado
por Az = kz At — azy At. No limite At — 0 tem-se a equagao
diferencial

T =kz — azy. (68)

Para a populagdo da espécie B admite-se que na auséncia de
presa a taxa de mortalidade dessa espécie supera a de nascimentos;
resulta a diminuigdo da populagio de B (num intervalo At) dada
por —LyAt, L > 0; entretanto, existe uma compensacao devido
a presenca de presas, que é proporcional ao nimero de encontros,
isto é, bxy At, b> 0. Os pardmetros L e b sio constantes. Entao,
para a populagio da espécie B tem-se .

Yy =—Ly+ bzy . Hmov

O sistema de equagdes diferenciais constituido pelas eqs. (68) e
(69) é 0 modelo de Lotka-Volterra para a dindmica populacional do
sistema predador-presa.

Os pontos fixos de (68) e (69) sio dados por

&t = kr—azy = 0,
v = —Ly+bry = 0,

situagdo em que as duas populacdes ndo variam com o tempo, isto
é, permanecem estacionarias. Existem dois pontos fixos: um trivial,
(0,0), e outro dado por (z, §) = (L/b, k/a), que se encontra no
primeiro quadrante do plano TY.

As trajetérias de fase do sistema (68)~(69) sdo curvas fechadas.

Com efeito, segue dessas equagdes

dy _ y(bz— L) :
dz = z(k—ay)’ ; (70)

que é uma separavel. Pode-se falar entdo numa trajetéria de fase
do sistema dada por

dz =z dy y
dr — bz—1 ° dr  k—ay’

Py - Ml e

sty SR x

onde C' é uma constante. Depois da ‘mﬁmmnmm@o resulta

ay—klny+bdbz—Llnz+C=0. (71)

A ili fechadas centradas
A eq. (71) representa uma familia de curvas
no ponto de equilibrio (z,y) = (L/b, k/a). Para cada valor da

constante C' tem-se uma curva no espaco de fases (Fig. 44).

2.0~ Fig. 44: Trajetérias de fase
fechadas para o modelo Lotka

- Volterra (sistema predador-
okl (2 pres),

| | -
0 1.0 2.0 x(PRESA)

Resumindo, as conclusdes com relagao ao sistema Lotka-Volterra
sao: (1) existe um tnico estado de moﬁ.:@w....“o para ¢ > .ou y > 0;
Awu as populagdes do predador e da presa sao fungdes mmmuommnwwm. m.o
tempo, com o mesmo periodo, que depende das oob.m_moom iniciais
(trajetérias de fase fechadas). A analise atenta da Fig. 44 permite
compreender a dinamica do sistema Emmmmoﬁ-wmmmm Eom&m@o por
(68) e (69). Parte-se do ponto em que a populagao A ?mzma&. .,&
é maxima. Como ha abundancia de mmamaw para B, essa espécie
comeca a apresentar um crescimento populacional a0 mesmo tempo
que a de A diminui. A partir de um certo ponto, @EE&O a po-
pulagio de B é maxima, comega a haver falta de praoum% para
essa espécie, que sofre uma redugao brusca na sua vowambmb. Oonw

- uma populagdo baixa de predadores a espécie A recompde-se até
atingir novamente seu valor maximo e o ciclo recomega.




/ 2- Dado o seguinte sistema eletro-mecanico:

T s

Sabendo que: Eg = Kg.l¢, Em= Kn.W, T = Kp.la & que T = J.dwi/dt.
a) Escrever o sistema de equacoes lineares de primeira ordem que representa a
dinémic:a do sistema.
Escre_/;-a dindmica na forma matricial compacta x = Ax+ Bu, y=Cx, onde u
“Viey=w) A
c)' Determinar a funcao de transferéncia do sistema. U e ‘{"'
d) Determinar os e-valores (auto-valores) da matriz A. Jo



'3 — Dado o seguinte sistema mecanico (desconsiderar a acao da forga
gravitacional):

a) Escrever a funcao de transferéncia G(s) = Y(s)/U(s) (literal).

b) Sendo k1=1,k2=2,b=3, m1 =4em2 =5, escrever a dindmica na forma
matricial compacta x= Ax+ Bu, y=Cx

c) Determinar os e-valores da matriz A.
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M.w 4.23 (a) Diagrama esquematico de um motor c.c. controlado por armadura; (b) diagrama
e blocos.
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Considere o motor c.c. controlado por armadura indicado na Fig. 4.23(a).
tNeste sistema,

R, = resisténcia do enrolamento da armadura, ohms
L, = indutancia do enrolamento da armadura, henrys
iz = corrente do enrolamento da armadura, ampéres
iy = corrente de campo, ampéres .
e, = tensdo aplicada na armadura, volts
e, = forga contra eletromotriz, volts
6 = deslocamento angular do eixo do motor, radianos
T = torque fornecido pelo motor, N - m
J = momento de inércia equivalente do motor e da carga referida ao eixo do
motor, kg-m?
[ = coeficiente de fric¢io-viscosa equivalente do motor e da carga referida
ao cixo do motor, kg-m/rad/s

O torque T fornecido pelo motor é proporcional ao produto da corrente: de
armadurai, e o fluxo no entreferro de arr, que porsua vez € proporcional  corrente
de campo ou

w = K,i,

110

B-

onde K, é uma constante: O torque T pode, portanto, ser escrito
T=K H.lm H.

onde K, é a constante.

No motor c.c. controlado por armadura, a corrente de campo € mantida
constante. Para uma corrente de campo constante, resulta um fluxo constante, e 0
torque torna-se diretamente proporcional & noﬁmuﬁn de armadura, de modo que

T= 3.:
onde K é a constante de torque do motor. Quando a armadura esta girando, é
induzida na armadura uma tensdo proporcional ao u_.can do fluxo e da velocidade
angular. Para um fluxo constante, a tensao Sa:h_n_m e, € diretamente proporcional a
velocidade angular déjdt. Portanto,

db
e, = K,— ¥ (4.36)

onde K, é a constante de forga-contra-eletromotriz.

A velocidade de um motor c.c. no::.o_mn_o por armadura é controlada pela
tensdo de armadura €q- A tenséio de armadura e, € suprida por um amplificador (ou
por um gerador, que € suprido por um amplificador). A equagio diferencial para o
circuito de armadura é

& s | Ri,+e,=e, (4.37)
A corrente de armadura produz o torque que é aplicado a inércia e a fricgdo;

portanto,

2
798 L ¥ 1o, (4.38)

Supondo que todas as condigdes iniciais sio nulas e considerando as transformadas
de Laplace das Eqgs. (4.36), (4.37) e (4.38), obtemos as seguintes equagoes:

K,s0(s) =E,(s) o (4.39)
(Las + RIL(S) + E(s) = E(s) (4.40)
(Js* + f)0(s) = T(s) = KI(s) (4.41)

Considerando E,(s) como a entrada e ®(s) como a saida podemos construir os
diagramas de blocos das Egs. (4.39), (4.40) e (4.41), como indicado na Fig. 4.23(b).
O efeito da forga-contra-eletromotriz € visto como sendo o sinal de realimentagio
proporcional a velocidade do motor. Esta forga-contra-eletromotriz aumenta o
amortecimento efetivo do sistema. A fungio de transferéncia deste sistema é dada
por : _

@Q K7
QU —slL, .ﬁu Ah/m + R bm + R, [+ L.«QQ

(4.42)
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Fig. 4.23 (a) Diagrama esquematico de um motor ¢.c. controlado por armadura; (b) diagrama
de blocos.

Considere o motor c.c. controlado por armadura indicado na Fig. 4.23(a).
tNeste sistema,

resisténcia do enrolamento da armadura, ohms

= indutincia do enrolamgnto da armadura, henrys

= corrente do enrolamento da armadura, ampéres

= corrente de campo, ampeéres .

= tensdo aplicada na armadura, volts

= forga contra eletromotriz, volts

deslocamento angular do eixo do motor, radianos

torque fornecido pelo motor, N - m

= momento de inércia equivalente do motor e da carga referida ao eixo do
motor, kg-m*

= coeficiente de fricgao-viscosa equivalente do motor e da car ga referida
ao eixo do motor, kg-m/rad/s

1l

“-o, M“‘;Cb;“nmn:"a-'ahn::
|

O torque T fornecido pelo motor é proporcional ao produto da corrente de
armadurai, e o fluxo no entreferro de ary, que porssua vez € proporcional a corrente
de campo ou

onde K, é uma constante. O torque T pode. portanto, ser escrito
T=K,i.Ki,

onde K, € a constante.

No motor c.c. controlado por armadura, a corrente de campo é mantida
constante. Para uma corrente de campo constante, resulta um fluxo constante, e o
torque torna-se diretamente proporcional 4 corrente de armadura, de modo que

T = Ki,

onde K é a constante de torque do motor. Quando a armadura esta girando, é
induzida na armadura uma tenséo proporcional ao Ecacﬁc do fluxo e da velocidade
angular, Paraum fluxo constante, a tensdo En:_ham ey € diretamente proporcional &
velocidade angular &E&; Portanto.

€, = s (4.36)

onde K, é a constante de forga-contra-eletromotriz.

A velocidade de um motor c.c. controlado por armadura € controlada pela
tensdo de armadura e,. A tensiao de armadura e, € suprida por um amplificador (ou
por um gerador, que € suprido por um amplificador). A equagao diferencial para o
circuito de armadura é

di, , ; .
a M&r T nmn IT €, = €, ﬁn—.w.wv

A corrente de armadura produz o torque que € aplicado a inércia e a fricgdo;
portanto,
& 20 X
= T'= 4.38

Supondo que todas as condigoes iniciais sao nulas e considerando as transformadas
de Laplace das Egs. (4.36), (4.37) e (4.38), obtemos as seguintes equagoes:

KysO(s) ="E\(s) di . Mo (4.39)
(Las + R)I(5) + E(s) = E|(s) (4.40)
(Js? 4 f5)B(s) = T(s) = .NQ 8 (4.41)

Considerando E,(s) como a entrada e @(s) como a saida podemos construir os
diagramas de blocos das Egs. (4.39), (4.40) e (4.41), como indicado na Fig. 4.23(b).
O efeito da forga-contra-eletromotriz é visto como sendo o sinal de realimentagdo
proporcional a velocidade do motor. Esta forga-contra-eletromotriz aumenta o
amortecimento efetivo do sistema. A fungdo de transferéncia deste sistemaé dada
por :

s _ K2
E(s) ~ LI + LY+ RJ)s + RS+ KK,]

(4.42)
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K=-= ara condugéo
AY p <
= HA . para convecgao
onde
k = condutividade térmica, cal/m s °C
A = drea normal ao fluxo de calor, m?
AX = espessura do condutor, m
H = coeficiente de convecgao, cal/m? s °C

Para transferéncia de calor por radiagio, o fluxo de calor é dado por
= K01 — 63)

onde

Il

g = taxa de fluxo dé calor, calls
K, = coeficiente que depende da emissividade, dimensdo e configuragio da
superficie que emana o calor e da superficie que o recebe
#, = temperatura absoluta do emissor, °K
8, = temperatura absoluta do receptor, °K

Desde que d constante K. ¢ um niimero muito pequeno, a transferéncia de calor por
radiacio somente é apreciavel se a temperatura do emissor for muito alta.

A resisténcia térmica R para a transferéncia de calor entre duas substincias
pode ser definida como segue:

R = variagdo na diferenca de temperatura, °C
variagdo na taxa de fluxo de calor, cal/s

A resisténcia térmica para transferéncia de calor por condugido ou convecgio é
dada por

_diag) 1
RE~l =%

Desde que a condutividade térmica e o coeficiente de convecgao sdo praticamente
constantes, a resisténcia térmica tanto para condugdo como para convecgao é
constante. A resisténcia térmica para transferéncia de calor por radiagio é dada por

R_dA8) _ 1
dg 4K, 4K.0°

onde

f = diferenca de temperatura efetiva do emissor e receptor

A resisténcia de radiagdo ndo é constante; ela varia. Pode ser considerada cons-
tante apenas para um pequeno intervalo de condi¢oes de operagio.
A capacitincia térmica C é definida por

126

C= variacdo no calor armazenado, cal
variagdo na temperatura, °C

ou

C=We

P
onde

W = massa da substincia considerada, kg
cp = calor especifico da substéncia, cal/°C-kg

Sistemas térmicos. Considere o sistema mostrado na Fig. 4.31. E suposto que o
tanque € isolado para eliminar perda de calor para o ar na vizinhanga. Também é
suposto que ndao ha armazenamento de calor na isolagao e que o liquido no tanque é
perfeitamente misturado de modo a estar em uma temperatura uniforme. Conse-
qlientemente uma temperatura Unica é usada para descrever a EBBQ.E:E do
liquido no tanque e do liquido saindo (do tanque.

_
Vamos definir

= temperatura em regime estaciondrio do liquido entrando, °C
temperatura em regime estacionario do liquido ‘saindo, °C
taxa de fluxo do liquido em regime estacionario, kg/s

massa do liquido no tanque, kg

= calor especifico do liquido, cal/kg °C

resisténcia térmica, °Cs/cal

C = capacitincia térmica, cal/°C

H = taxa de entrada de calor em regime estacionario, cal/°C

1l

e KQ?L'
I

Suponha que a temperatura do liquido entrante é mantida constante e que a
taxa de entrada de calor é subitamente variadade H paraH + h;, onde h; representa
uma pequena variagao na taxa de entrada de calor. A taxa de saida de calor variara
entdo m_‘mﬁ_c&EmEm desde i até H + h,. A temperatura do liquido que sai também
variara desde @, até @, + #. Para este caso, h,, C e R sdo obtidas, respectivamente,
por

hy = Gel
C = Mc
0 1
h = 5= = =
hy,  Gc
g Y 5
-, Liquido
_ = quente
Aquecedor ! Fig. 4.31 Sistema térmico.
Liquido
frio Misturador
——
77777, %
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A equagio diferencial para este sistema é

q%uri_o

que pode ser reescrita como -
dé 5
xo.&|“ + 0 = Rh,

Zo?.ncnmncswﬁaﬂnnmﬂnﬁﬁoaoamﬁammmmzm_mmﬁocb\:@mnmcuaom.>m:=nmo
de transferéncia relacionando 6 e h; é dada por :

O(B) R

H(s) — RCs 1

onde

() = Z6(n] ~« e H(s) = Z[h(1)]

Na pritica, a temperatura do liquido que entra pode flutuar e atuar como um
distirbio de carga. (Se uma temperatura de saida constante é desejada, um contro-
lador automatico pode ser instalado para ajustar a taxa de fluxo de entrada de calor
de maneira a compensar as flutuagdes na temperatura do liquido de entrada.) Se a
temperatura do liquido fluindo na entrada for subitamente variada desde @, até
@, + 8;, enquanto a taxa de entrada de calor H e a taxa de fluxo de liquido G sdo
mantidas constantes, entdo a taxa de fluxo de saida de calor variara desde A para
H + hy, e atemperatura do liquido que flui na saida variard desde @, para @, + 6. A
equagdo diferencial para este caso é

Om.w = Gel, — h,
que pode ser reescrita
Rc¥ g9,

A fung¢fo de transferéncia relacionando 0 e 6, é dada por

s .. 1

O(s)  RCs -+ 1
onde .

O(s) = Z[0(1)] e O,(s) = ZL[6,(1)]

Se o sistema térmico apresentado esta sujeito tanto a variagdés na temperatura
do liquido que flui na entrada como na taxa de entrada de calor, enquanto a taxa do

fluxo de liquido € mantida constante, a variagdo # na temperatura do liquido que flui
na saida pode ser dada pela seguinte equagio:

RC9 4 60,1 Ri,

128 ’

®,(s)

H;(s) 1 -B(s)
_ RCs

Fig. 4.32 Diagrama de blocos do sistema indicado na Fig. 4.31.

Um diagrama de blocos correspondente a este caso é mostrado na Fig. 4.32. (Note
que o sistema envolve duas entradas. Discutiremos sistemas de muiltiplas-entra-
das-miiltiplas-saidas na Secdo 4.6.)

4.6 SISTEMAS MULTIVARIAVEIS E MATRIZES DE
TRANSFERENCIA

Na Segiio 4.2, a fungdo de transferéncia foi definida para sistema de entrada
tnica-saidainica. Nesta se¢do estenderemos a representacio de fungio de transfe-
réncia a sistemas com muiltiplas entradas e miiltiplas saidas.

Matrizes de transferéncia. Considere um sistema com m entradas e n saidas.
Podemos considerar as m entradas como sendo os componentes de um vetor.
Denominaremos este vetor por vetor de entrada. Analogamente podemos conside-
rar as n saidas como componentes de um vetor de saida. A matriz que relaciona a
transformada de Laplace do vetor de saida com a transformada de Laplace do vetor
de entrada é denominada a matriz de transferéncia entre o vetor de saida e o vetor de
entrada.

Considere o sistema mostrado na Fig. 4.33. Este sistema tem duas entradas e
duas saidas. Da Fig. 4.33, a relagdo entre as saidas e as entradas é dada por

X,(8) = G, (U, (s) + G, 2)U(s)
Xy(8) = G, (U, (s) + G,,()U,(s)

onde G/(s) é a fungéo de transferéncia relacionando a i-ésima saida com aj-ésima
entrada. Utilizando a notagdo matriz-vetor, podemos escrever esta relagdo de
transferéncia como sendo

X, (s) . Gii(s) G,()][U,(s)
X)) 1Gy(s) G,,(5) ] LU,(s) ]

Um sistema possuindo miiltiplas entradas e miiltiplas saidas é chamado sis-
tema multivaridvel. Se um sistema deste tipo possuir m entradas e n saidas, e se a
fun¢io de transferéncia entre ai-ésima saida e aj-ésima entrada for dada porGs),
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Fig. 4.33 Sistema de miiltiplas entradas-miiltiplas saidas.
-

entdo a transformada de Laplace da i-ésima saida é relacionada com as transforma-
das de Laplace das m entradas por

X(s) = G, ()U,(s) + G (U, () + - - + G, (s)
(i=1,2,...,n

Note que na definig¢io de Gyls), somente aj-ésima entrada & considerada e todas as
outras entradas sao supostas nulas. Na forma matricial, a transformada de Laplace

ao<m8_.mnmw_.ammS_mnmo:mamnoﬁm transformada de Laplace do vetor de entrada
pela seguinte equagio: : .

X,(s) Gii(s) G s) --- G ()] U(s)
X,(s) Gui(s) Guls) --- G1a(9) U,(s)

(4.65)

50l 66 0t o 6.l

>mn.3.a::&ommm mnﬂn_.mnmamm::.nmmﬁns:.mawm e asn saidas. A Eq. (4.65) pode
Ser reescrita como

X(s) = G(s)U(s)
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[X.(5) Ui(s)
X,(5) U,(s)
XE =] * |, Us)=| -

» .

[\.N._Ahu q__xﬁh.v

[G1i(s) Go(s) --- G,.(s)
G,,(8) QSQV o Gha(s)
Gyl : e

rmwa_.ﬁ.wv Q:uAhu PR Qa__s?.v

X(s) € a transformada de Laplace do vetor de saida, _.:,& m a transformada de
Laplace do vetor de entrada, e G(s) é a matriz de transferéncia entre X(s) e U(s).

Exemplo 4.2 Considere o sistema mecinico mostrado na Fig.4.34, Suporemos que o sistema
esti inicialmente no repouso.

Lz, 7%

k
1 «__...._

m

Xy k ka

Fig. 4.34 Sistema mecénico.

o _

Este sistema possui duas entradas u,(f) e u(t) e duas saidas x (1) e x,(1). As equagées que
descrevem a dindmica do sistema sdo

mxy + fi( — %) + kyxy, =y
myXy + filXy — %)) + kaxy

Uy

Considerando as transformadas de Laplace destas duas equagdes e substituindo as condigoes
iniciais nulas, obtemos

(mis? + fis + k) Xi(5) — fisXa(s) = Uy(s)
(ms® + fi5 + k) Xa(s) — fisX\(s) U,(s)
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Na forma matriz-vetor, obtemos

[ s i)~ L) i

Vamos definir
A = (ms* + fi5 + ki)mas? + fis + ko) — f1s? %0
Entdo, premultiplicando pela inversa da matriz 2 x 2 na Eq. (4.66), obtemos

myst + fis + ky fis

@Mﬁ G Mh mys? +.wa + Ky ﬁmﬁ
A A

A matriz 2 2 desta tiltima equagfio é a matriz de transferéncia entre as saidas e as entradas.
Obviamente, as respostas temporais x,(f) e x,(f) sdo dadas por

H_Q,v = -m\vlgﬁauhp l_l.mhuh + mﬁn q_ﬁ.wv + *Qu.ﬁhv”— ﬂ#.@.wu

) = .QL_T% U,y o Tt %h + ki S@L (4.68)

Para determinar as respostas x,() e x,(t) parau, # 0, u; = 0(ouu, = 0,1y # 0), simplesmente
substituimos Us(s) = 0 (ou Uy(s) = 0) nas Egs. (4.67) e (4.68).

Exemplo 4.3 O sistema mostrado na Fig. 4,35 possui duas entradas, a entrada de referénciae
a entrada de distirbio e uma saida. Obtenha a matriz de transferéncia entre a saida e as
entradas.

Ni(s)

R ¢
i Gyls) Gals) %

His) =
Fig. 4.35 Sistema possuindo duas entradas e uma saida.
A transformada de Laplace da saida C(s) pode ser obtida como

G(5)Ga(s)
I+ Gi(5)G(s)H (s)

R(s) + Gyls) N(s)

Cls) = 1+ Gi(5)GA(s)H (s)
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Na forma matriz-vetor,

_[__Gi(s)Gx(s) 9@. m@ _
Cis) = _H_ + Q_H@QMEQ & TF QH@QN@EQL ﬁ ZHL (4.69)

A matriz de transferéncia entre a saida C(s) e as entradas R(s) e N(s) € a matriz 1 x 2 dada na
Eq. (4.69).

Comentirios. Nesta secio, apresentamos uma defini¢io da matriz de transfe-
réncia e deduzimos as matrizes de transferéncia para dois sistemas. A representa-
¢do por matriz de transferéncia para sistemas multivariaveis ¢ uma extensdo da
representagio por fungdo de transferéncia de sistemas de entrada-inica-saida-tini-
ca. A analise e controle 6timo de sistemas multivaridveis pode ser conduzida mais
convenientemente pelo uso de variaveis de estado. Conseqiientemente, adiaremos
a analise de sistemas multivariaveis para os Caps. 14-16, onde estudaremos a
abordagem no espago de estados para a andlise e otimizagao de sistemas de
controle.

4.7 GRAFICOS DE FLUXO DE SINAL

O diagrama de blocos é ttil para representar graficamente sistemas de con-
trole. Entretanto, para um sistema muito complicado, o processo de redugao de
diagramas de blocos se torna muito demorado. Uma abordagem alternativa para
determinar as relagdes entre as variaveis do sistema, de um sistema de controle
complicado, é a abordagem por gréfico de fluxo de sinal, devida a S. J. Mason.

Grificos de fluxo de sinal. Um grifico de fluxo de sinal é um diagrama que
representa um conjunto de equagdes algébricas lineares simultdneas. Quando se
aplica o método do gréfico de fluxo do sinal para andlise de sistemas de controle,
devem-se inicialmente transformar as equagoes diferenciais lineares em equagoes
algébricas em s. ;

Um grafico de fluxo de sinal consiste em uma rede na qual os n6s sao ligados
por ramos diretos. Cada né representa uma variavel do sistema e cada ramo ligado
entre dois nés atua como um multiplicador de sinal. Note que o sinal flui em apenas
um sentido. O sentido do fluxo do sinal é indicado por uma seta colocada noramo, e
o fator de multiplicagéio é indicado ao longo do ramo. O gréfico de fluxo do sinal
indica o fluxo de sinais de um ponto de um sistema ‘Para um outro e fornece as
relagdes entre os sinais.

Como é de esperar, um grifico de fluxo de sinal contém essencialmente a
mesma informagdo do diagrama de blocos. A vantagem do usc de um grafico de
fluxo de sinal para representar um sistema de controle é que uma férmulade ganho,
denominada férmula de ganho de Mason, ¢ disponivel fornecendo as relagoes entre
as varidveis do sistema sem exigir uma redugio do grifico.

Definigoes. Antes de discutirmos sobre os aspectos de gréficos de fluxo de
sinal, devemos definir alguns termos.

Né6. Um né é um ponto representando uma variavel ou um sinal.

Transmitdncia. A transmitincia é um ganho entre dois nds.

Ramo. Um ramo é um segmento de reta orientado unindo dois nés. O ganho
de um ramo é uma transmitancia.

N6 de entrada ou fonte. Um né de entrada ou fonte é um né que possui apenas
ramos eferentes (que saem do né). Corresponde a uma variavel independente.
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Note que amsam ao fato de os trés lagos possuirem um ramo comum, nio ha lagos que ndo se
tocam. Conseqgiientemente, o determinante A é dado por

D T H = AH.HITH& l_lhuv
== H = Q_QMmH + QNQumN |T QHQnQ_u

O cofator A, do determinante ao longo do caminho direto ligando 0 né de entrada ¢ o né de

saida é obtido pela remogio dos lagos que tocam est i i
C e caminho. Desde que o caminho P
todos os trés lagos, obtemos 4 G

Dn”H

Portanto, o ganho global, entre a entrada R(s) e a saida C(s), ou a funcio d sferénci
malha-fechada, é dado por e e eeintiace

CE) _p_PiA
R(s) A
= GGG,
1.— GG, H, 7 G,G:H, T G,6,G,

que é amesma expressao da fungio de transferéncia em malha-fechada obtida pelaredugaodo

diagrama de blocos. A férmula do ganho de Mason fornece o ganh
s e ganho global C(s)/R(s) sem uma

Exemplo 4.5 Considere o sistema indicado na Fig. 4.42. Obtenha a fungiio de transferénci
. 4.42, ansferénci
em malha-fechada C(s)/R(s) usando a férmula de ganho de Mason. ¥ B

Neste sistema ha trés caminhos diretos entre a entrada R(s i
i e S s e a saida C(s).
‘caminhos diretos sdo @ LD sephowdos

w_. = QhQNQwQ#Qm
wm — QHQQQ_&Qu
P; = G,G,6,

H4 quatro lagos individuais. Os ganhos destes lagos sdo

L, = —-G,H,

Ly = —GyGsH;
Ly = —GsG,G;sH,
Ly = —G\G:G(GsHy

O lago L, ndo toca o lago L,. Conseqiientemente, o determinante A & dado por

A=1—(Li+ L+ L+ L)+ LiL, (4.75)

O cofator A, € obtido de A removendo os lagos que tocam o caminho P,. Portanto, re
; , removend
Ly Ly, Ly, Ly € L,L, da Eq. (4.75), obtemos * i

D&"H_.
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Fig. 4.42 Grifico do fluxo de sinal para um sistema.

Analogamente, o cofator A, é
A, =1

O cofator A, é obtido removendo-se L., L;, L, e L,L, da Eq. (4.75), resultando
As=1-—1L,

A fungéo de transferéncia em malha-fechada C(s)/R(s) € entdo

C(s) 1
RG) =P = DQU_.D_ + Py As + Ps Ay
G1G2G3G.Gs + G\GeGGs + G1G:GH(1 + GuH))

i + GiH + GG1H; + GGG Hy + G H\G.G1Hy + GoGsG(GsHa

Comentdrios conclusivos. A aplicagdo usual dos graficos de fluxo de sinal é em
diagramagio de sistemas. O conjunto de equagoes descrevendo um sistema linear é
representado por um grifico do fluxo de sinal estabelecendo os nds que represen-
tam as varidveis do sistema e interconectando os nés com transmitancias, diretas ou
com pesos, que representam as relagdes entre as variaveis, Uma férmula de ganho
de Mason pode ser utilizada para estabelecer a relagdo entre uma entrada e uma
saida. (Alternativamente, as variaveis no sistema podem ser eliminadas uma a uma
com técnicas de redugio.) A férmula de ganho de Mason € especialmente 1itil na
reducgiio de grandes e complexos diagramas de sistemas em um passo, sem exigir
redugdes passo-a-passo.

PROBLEMAS TiPICOS E SOLUCOES

Problema A.4.1 A Fig. 4.43 mostraum diagrama esquematico de um acelerémetro. Suponha
que a carcaga do acelerdmetro esta firmemente acoplada a uma estrutura de uma aeronave. (O
acelerdmetro indica a aceleragéo de sua carcaga em relagio ao espago inercial.) O fngulo de
inclinagio # medido a partir da linha horizontal € suposto constante durante o intervalo de
tempo de medida.

Mostre que para entradas em baixas freqiiéncias, a aceleragfio da carcaca, relativamente
ao espago inercial, pode ser determinada pelo deslocamento da massa m em relagiio a sua
carcaga. ,
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Fig. 4.43 Diagrama esquemético de um acelerémetro. :

Solugiio. Vamos definir

® . 4 i
*; = deslocamento da carcaga em relagdo ao espaco inercial
X = deslocamento da massa m relativa 40 espago inercial
Y = X%u — x; = deslocamento da massa m relativamente & carcaga

A amumomo para este sistema é

mio + f(Xo — X)) + k(xy — x) — mgsen =0

Em termos de y, obtemos

my -+ [y + ky = —mi, + mgsent
o
Desde que 8 é suposto constante,

durante o intervalo de tempo de medida, mg sen @ é
constante, e € possivel calibrar o d

eslocamento e definir uma nova varivel z tal que
m
T, ﬂw senf
Entdo, obtemos

mi A fz 4 kz = f..x.\um_ﬁ

Se a aceleragiio de entrada (a aceleragido da carc
considerada a entrada do sistema e o deslocament
transferéncia do sistema torna-se

Z(s) 1

S 16 R 3 J
m m ]

aca relativamente ao espago inercial) X é
0z € considerado a saida, entio a fungao de

142 ;

o que significa que z =y — (mgfk) sc..J é mn.aciimamanﬁn,v_.ov.on.n.._.mzmw. a aceleragdo da n%.
trada lentamente variada. Portanto, para entradas em baixa freqiiéncia, a aceleragio da
carcaga relativamente ao espago inercial pode ser dada por

&= K ﬁ..v = %mgmv

m

Zcﬁacmmmﬁ:anmnn_maan:c ummu:m :amm..onmm_._,nmm_._me_.m_:mowao:nnm.n_mmzmn_an_n-
mente alta v/&/m comparada com a méxima freqiiéncia da entrada a ser medida,

Problema A.4.2 Transmissdescom engrenagens sao normalmente utilizadas em mm_.cm_._.._mow.
nismos para reduzir a velocidade, para ampliar 0 torque ou para .ow_n_. a mais eficiente
transferéncia de poténcia casando o elemento excitador com uma dada.carga, N
Considere o sistema por transmissdo com engrenagens mostrado na Fig. 4.44. Neste
sistema, uma carga é alimentada por um motor através de uma transmissio u%_‘ mdmﬂs.wmwﬂw.
Supondo que a dureza do eixo da transmissio por engrenagem é :.5::.» (e EM anao wu = ww
nem deformagéo elastica) e que o niimero de an.nﬁm em cada engrenagem ¢ proporci =_n=6
raio da engrenagem, obtenha 0 momento de inércia equivalente e a fricgdo equiva
referidos ao eixo do motor e referidos ao eixo da carga. - T
Na Fig. 4.44, os mimeros de dentes nas engrenagens 1, 2, 3 e 4 sao Ny, N, Ny n:. .
respectivamente, Os deslocamentos angulares dos eixos 1, 2 nm 580 0,, 0, e 5, respec ¢%
mente. Portanto, 8,/6, = N,/N, e 64/, = N4/N,. O momento de inércia ca m:nmmo Smmwmm e
cada componente da transmissio por engrenagem sio nnnonmamm por Jy, fu; Ju, fo; Jas Fas
respectivamente. .(/; e f; incluem o momento de inércia e a fricgéo da carga.)

ma_._mma.Hy&,mamﬁnmmwﬁsmnm:.E._m_._.:mmmobonmnm_.nnmmni.uoanaomocamqmmﬁamancﬁonm
seguintes: Para o primeiro eixo,

50, + 00, + 1, =T, _2.,\@

Engrenagem 3

de entrada
do motor
Tult)

Engrenagem 2

- =2 Jaik
/ /R
N e
; m lm\“‘ & Torque
Engrenagem 4 - A %mm“nn

Fig. 4.44 Sistema de transmissdo por engrenagens.
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Translational Mechanical Systems

i ion of
ffects must be considered, as will be &mmcmmna in Ou._%ﬁa 4. The action o
Mn ideal pulley is illustrated in the following example.

» EXAMPLE 2.7 B

Find and compare the equations describing the systems ﬂﬂoﬂn ;H ..M“Hm_-
_M 2.18(a) and Figure 2.19(a). Let x; = x; = 0 oo_._.amwom
%non. when the springs are neither stretched nor compressed.

AN

X
Ta_im : m K,
f) ———o M, ﬁ 5 H_

B, @ N O]
A
777 522777 777 s

RS

ol
~
NN

e HNRH
e K (X} — X))
142 »qp\—c._ Iknv ] Eu. e WM.&N

——— B b = Myin

L1 M

llll'la_.m._—

(c)
(b

d rams.
FIGURE 2.18 (a) Translational system for Example 2.7. (b), (c) Free-body diag

——— ),
fiy———a M By
—— *EH LU
Ideal
pulley (b)

F‘_ﬁk_ .lhuv

fol®)

o EER

Kyxy Byv, My Myiy

K,
(c)

(a)
-bod
FIGURE 2.19 (a) Translational system with an ideal pulley added. (b), (c) Free-body

dianrams.

-1,

24 o_xm_z:n the System Model

Solution

Free-body diagrams for the system in part (a) of Figure 2.18 a
parts (b) and (c). Note that the spring K exerts equal but opp
on M; and M,, Summing the forces shown in the diagrams giv

Moy + Byvy + Ky (x) — xp) = Ja(t)
M0 + Byvy + Koxy = Ki(x1 — x)

When an ideal pulley is added to give the system in Figu
the free-body diagram for M,, which is repeated in part (b) of
remains unchanged. To draw the diagram for M,, we note that
of the cable move with the same motion because it cannot str
force exerted by K passes through the cable and is exerted direc
Hence the cable does not affect the magnitude of the forces exe
but merely changes the direction of the force on M, to be upwar
M3 moves vertically, we also include the gravitational force in its
diagram, which is shown in Figure 2.19(c). Summing the forces
parts (b) and (c) of the figure gives

M0y + Bivy + Ky(x; — x,) fa(t)
M2, + Byv, + Kyxy + Mg = Ki(x; = x;)

As expected, (28) and (29) are identical except for the presen
gravitational force Mg,

It is important to be aware of a significant difference between tt
given by (28) and (29) for the last example. The difference invo
validity. Positive or negative values of the quantity x; — x, corre
the elongation or compression, respectively, of the spring K,. |
(28) are valid for Figure 2.18(4) for all values of x; and x,. For th
with the pulley, however, the free-body diagram in Figure 2.19(c)
that the cable would exert a downward force on M, for a negative
X1 — x2. This implies that the cable would tend to push apart th
attached to its ends, which is not physically possible. In such a
cable would buckle, become detached from the pulley, and exert
at all on M,. Thus (29) can be used only when x, — x, >0 ¢
this condition is not normally written next to the corresponding ec
the engineer should always examine the analytical or computer soj

be sure that the results correspond to conditions for which the n
equations are valid,

Parallel Combinations

In some cases, two or more springs or dashpots can be replaced by

Aanivalant alawmsaes M




Standard Forms for System Models

3.1 State-Variable Equations 63
often mn,_&n& satisfactory choices. The examples also show that finding the ‘ (3c)
State-variable equations is not made significantly more difficult when some etk i
of the system’s elements are nonlinear, 3 1 [Kax1 + Bvy — Kyxy — Buy + f,(1)] (3d)

) = 2X1 === = a
P EXAMPLE 3.2 s

If we know the element values, the input f,(¢t) for t > 0, and the initial
conditions x,(0), v;(0), x2(0), and v,(0), then we can solve this set of simul-
taneous first-order differential equations for x;, v, x2, and v, for all ¢ > 0.
The output equations are

E:.Q :...o State-variable equations for the System shown in Figure 3.2(a),
which is _.aonsnm_ to Figure 2.13(a). Write output equations for the tensile
force f, in the spring K, and for the ‘total momentum myr of the masses

fr, = Ka(xa — xp)
mr = a_ﬁ: .Th\hucu

(4)

Ja(t)

V4 Vi F/rd 77

» EXAMPLE 3.3

As an alternative choice of state variables for the system in Figure 3.2(a),

use the relative displacement xz and the relative velocity vg of mass M,
Kyx,

B(v, - v,) v with respect to My, in place of x; and v,. Again find the state-variable and
: ™ 21— U, B(v, — v,) - yAD) output equations.
My, <= k,uﬁkulk_u Ki(x; — x,) =-—M;D,
) © Solution

We choose the four state variables x,, v, xz, and vg, where
FIGURE 3.2 (a) Transiational system for Example 3.2. (b), (c) Free-body diagrams.

Xp = X3 — X
Solution

An appropriate choice of state variables is x;, v, X2 and v;, because we can
express the velocity of each mass and the elongation of each spring in terms
m.m these four variables and because none of these variables can be expressed
In terms of the other three. Because ¥, = V1 and X; = v,, two of the four
state-variable equations are available immediately.

Vp = U7 — V)

The free-body diagrams when the forces ‘are labeled in terms of these vari-
ables are shown in Figure 3.3. Remember that the inertial forces depend
on the absolute accelerations of the respective masses. By D’Alembert’s

law,
The free-body diagrams for the two masses are re
frec peated from Exam- Y =
ple 2.2 in Em:._,n 3.2(b) and Figure 3.2(c), with all forces labeled in terms TR e el
of the state variables and the input. By D’Alembert’s law, M9, + Mair + Bug + Koxg = fo(t)
Moy + Kixy — Ko(xy — xp) — B(v; —v)) =0
M2b; + Ka(x2 — x;) + B(vy — vy) = Ja(t) S B Bt G

which may be solved for 1, and U2, respectively. The State-variable equations * % )y + 9
are . ! 7 (5 — Kz  Kyp——i sl

X =y (3a) (@ ®)

1
v = Nﬁlﬁku + K)x; — By, + Kax; + Bus] (3b)

FIGURE 3.3 Free-body diagrams for Example 3.3 using relative displacement and




Because there are only three energy-storing elements in the modified
system, however, we would expect to need only three state variables, rather
than the four that appear in (3). Two of the three state variables can be
chosen to be v, and v, which are related to the kinetic energy stored in
the masses. We choose the third to be the elongation of the spring K3,
which is related to the potential energy in that element and which is xg =
x; — x1. One of the state-variable equations is xg = v, — v;. The other
two follow from (3b) and (3d), with K, = 0 and with x, — x; replaced
by xg:

Xg = V3 — V)

|
b = m:ﬂuﬁ — Bv; + Bu,] 8)
1
Uy = —[—Kyxg + By — Bu, + f,(1)]
M,

The only variables on the right side of these equations are state variables
and the input f,(t), as is required. The output equations are

fk, = Kaxp
mr = Mjv; + Mavy

©

An alternative form of the state-variable model can be found by letting
K1 =0 in (6) and (7). Because the only state variables that are needed are
vy, Xg, and vg, we can omit the first equation in (6). Then the state-variable
and output equations become

._.: — .Hn‘wl_ﬁkmtﬂh + WCNU
.w_x = Ug :OV
1

Vg = ——[—Ko(M| + My)xg — BIMy + Ma)vg + M, fa(1)]
MM,

and

\...nu = Kpxg
mr = (M) + Ma)v, + Mavg

(11)

Finally, suppose that one of the outputs of interest is x;. It is not possible
to express x; as an algebraic function of only xg, vy, vz, and f,(t). Thus we
cannot construct a suitable output equation based on (8). Similarly, because
x; cannot be expressed as an algebraic function of only vy, xg, vg, and
fa(t), we cannot write a suitable output equation based on (10). Hence, if
x, is specified as one of the outputs of interest, three state mmhmmc_am are not

sufficient. We would need to consider X as an additional

Wi . state variable and
add the equation X, = v, to either (8) or (10).

The previous example shows why an additional state variable that is
not related to energy storage is sometimes needed. The following example
illustrates how the number of state variables can be less than the number of

energy-storing elements when the system’s stored energy can be
by a reduced number of variables. 8y expressed

» EXAMPLE 3.6

Find a state-variable model for the linear system shown in Figure 3.4(a).

P

K,
K K.
77777 777 775 7P —Drr 77
(a)
Kypx) B(vy — vy)
M,
M) = —— Ky — x))
(b)
B(vy - vy) : 1.0
Kylx — xp) M,
Myty === Kyx,

(c)

FIGURE 3.4 (a) Transiational system with fewer st i
ate variable
than energy-storing elements. (b), (c) Free-body djagrams. :

Solution

Although there are three springs, their elongations are not all independent
and can be specified in terms of the two displacement variables x; and
2. The elongations of K, K,, and K3 are x;,x; — x1, and —x, respec-
=.<n_w. The ‘free-body diagrams for the two masses, which are m.gs_: in
m_m.”:”om 3.4(b) and 3.4(c), are the same as those in Figure 3.2 except for the
additional force associated with K. 3. By D’Alembert’s law,

Mo, + (K| + Ky)x; + By, — Kyx — Bv; =0
My0; — Kyxy — Bvy + (K; + K3)xy + Buy = Ja(t)




Standard Forms for System Models

By solving these equations for 7; and ¥, we can write the following four
state-variable equations: .
X =

1
v = mﬁlcﬂ_ + K3)x) — Bvy + Kax; + Buvg]
1 (12)
X2 =V

. 1
vy = mﬂ:ﬂnh_ + By — (K3 + K3)xz — Bvy + fa(t)]

If the outputs of interest are the tensile force fx, and the total momentum
mr, then the output equations are again given by (4).

In the following example, two springs and a dashpot are attached to
a massless junction. The system contains three energy-storing elements
and normally requires three state variables. However, when the dashpot
is removed from the massless junction, the number of state variables is
reduced.

EXAMPLE 3.7

Find the state-variable model for the system shown in Figure 3.5(a). The |
input is the force f,(¢), and the output is the displacement x; of the massless
junction A. Repeat the problem when the dashpot B; is removed.

Solution

A satisfactory choice of state variables is x1, vy, and x5, because these three
variables determine the elongations of the springs and the velocity of the
mass. One of the three state-variable equations is X; = v;.

To obtain the other two equations, we draw free-body diagrams for both
the mass and the junction point, as shown in Figure 3.5(b) and Figure 3.5(c).
Because the point A is massless, no inertial force is present in its free-body
diagram. Summing the forces shown in these diagrams gives

M1, 4+ Bivy + Ki(x1 — x2) = fa(?) (13a)
Byx; + Koxa + Ki(xa —x1) = 0 (13b)

Solving (13) for v; and X;, we arrive at the state-variable equations
X =11 (14a)
- 1
v = mﬁlhwh_ — Byvi + Kixa + fa(] (14b)

. 1
X = uﬂ_”.nt: = (Ki + K2)x7] (14¢)

3.1 State-Variable Equations

i i

By o
4
Joll) et M A
Ky K,
B,
(a)
o o e My
Haﬁ___w M _w_.c_
=K\ (x; —xp)
(b)
A

Ky (x) — xp) =+———0———B)x) + K,x,
(c)

FIGURE 3.5 (a) Translational system containing a massless
junction. (b), (c) Free-body diagrams.

Because the only output is one of the state variables, we shall not w
separate output equation.

Removing the dashpot corresponds to setting B, = 0. We cannot
this substitution in (14¢), because division by zero is an invalid matherm
operation. However, replacing B; by zero in (13) gives

My + By + K1 (x) — x3) = falt)
Wuhu + mr\_mku |\§v =0
The second of these equations is purely algebraic and can be solved

in terms of x;:
2= (53g)
= ("——)x
2 K+ K 5

The displacements x; and x; are now proportional to each other, s
cannot both be state variables. If we choose x| and v, as the state
ables, we still have x; = v;. To find the second state-variable equatic
substitute (16) into (15a) and solve for 1;. Thus

».nw“‘....:

SIRTTIN
P K+ K Xy— _E._.bsu_

As required, the variables appearing on the right sides of these equ
are either state variables or the input.

The system for B, = 0 is shown in Figure 3.6. From the disc
associated with Example 2.10 and Figure 2.23(a), we see that the two s




In addition, the geometric relationship

must hold because of the contact between the rack and the pinion gear.

the parameters J, M, and K suggests that the three variables w, v, and
6 = 6 — 6,4 might constitute a satisfactory set of state variables. However,
the displacement x of the mass, which is usually of interest and which is
one of the specified outputs, cannot be expressed as an algebraic function of
w, v, Og, and the input. Thus we need four state variables, which we choose
to be 0, w, x, and v. Using (62) to eliminate 6, in (61a) gives

and using (62) and: (61b) to eliminate f. in (61c) results in

Ji

= Thus the desired state-variable equations are
)

" %."E
= 1 K
\ Qvﬁ thm 64) W = M—H|W‘mlwﬁe+ Mkn_.ﬂno.vg
. . (63)
X =1
¢ 1 /K K
\m“c c"ﬂﬁx%.lmm&lmmcv

(a)

K(8 - 0,) .
/ muﬂl‘.
e |,

(b) (c)

The outputs x and v are also state variables. The output on:mﬁo: for f. can
be found by substituting (62) into (61b). It is

=% ( QV

P EXAMPLE 4.12

FIGURE 4.28 Free-body diagrams for Example 4.11. (a) Rotor. (b) Pinion

gear. (c) Mass. In the system shown in Figure 4.29, the mass and spring are connected to
the disk by a flexible cable. Actually, the spring might be used to represent

the. stretching of the cable. The mass M is subjected to the external force

ROy =x (62)

The fact that there are three energy-storing elements corresponding to

K
Jo+ Byw + lem.xlaaSHo

f®

. T
M3+ By + zx — 0 =0

FIGURE 4.29 System for Example 4.12 with translational and
rotational elements.




fa(t) in addition to the gravitational force. Let # and x be measured from
references corresponding to the position where the shaft X 1 i8S not twisted
and the spring K is not stretched. Find the state-variable model, treating

a(t) and the weight of the mass as inputs and the angular displacement 6
and the tensile force in the cable as outputs.

Solution

The free-body diagrams for the disk and the mass are shown in Figure 4.30,
where f, denotes the force exerted by the spring. The downward displace-
ment of the top end of the spring is R, so

fr = Ka(x — RO) (64)

K,0
Bo , T~ : fr M0
|
1

g

Mg (0
(a) (b)

FIGURE 4.30 Free-body diagrams for Example 4.12. (a) Disk.
(b) Mass.

Because of the four energy-storing elements corresponding to the pa-
rameters K, J, K, and M, we select 6, w, x, and v as the state variables,
From the free-body diagrams and with (64), we can write

Jo+ Bw+ K16 — RKy(x — R8) = 0 (65a)

Mv + Ky(x — RO) = f,(t) + Mg (65b)
Note that the reaction force f2 = Ky(x — R#) of the cable on the mass
is not the same as the total external force fa(t) + Mg on the mass. As
indicated by (65b), the difference is the inertial force M. Only if the mass
were negligible would the extérnal force be transmitted directly through the
spring. From (65) and the identities 6 = w and % = v, we can write the
state-variable equations

f=w

p—

1]

— [~(Ki + K2RY0 — Bw + K3 Rx]
J (66)
v

.
It

1
m;,mxm — Kyx + fa(t) + Mg]

The only output that is not a state variable is the tensile force in the cable,
for which the output equation is given by (64).

In order to emphasize the effect of the weight Mg, suppose that f,(t) =
0 and that the mass and disk are not moving. Let 6, denote the constant
angular displacement of the disk and x, the constant displacement of the
mass under these conditions. Then (65) becomes

K = RK —R
160 2(xo — R6y) 67
K;(xo — R6p) = Mg
from which
R
P
S (68)
= Mg 4 R*Mg
Gk K,

These expressions represent the constant displacements caused by the gray-
itational force Mg.

Now reconsider the case where f,(f) is nonzero and where the system
is in motion. Let

0 =6p+¢
X =xp+z

(69)

so that ¢ and z represent the additional angular and vertical displacements
caused by the input f,(r). Note thatw = = and v = & = 3. Substituting
(69) into (65) gives

Jo+ Bw+ K((6p+ ¢) — RKy(xg+ z — Ry — R¢) =0
Mv + Kz(xo+z — Ry — Rp) = f,(t) + Mg
Using (67) to cancel those terms involving 6y, xo, and Mg, we are left
ik Jo+ Bw+ K¢ — RKy(z — Rp) = 0
Mv + Ky(z — Rg) = fa(t)
so the corresponding state-variable equations are
3

w

[—(K1 + K2R*)¢ — Bw + K, Rz]

I

L S P

(70)

I =
1
.@ —] MHKN_W&!NMNuf.\.BANVH

We see that (66) and (70) have the same form, except that in the latter case
the term Mg is missing and 6 and x have been replaced by ¢ and z. As
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FIGURE 4.20 Free-body diagrams for Example 4.5.

Setting the algebraic sum of the torques on each diagram equal to zero

yields the three equations
: Jiw) + B(w) —wa) — 1,(t) = 0
B(w) —wa) — K64 —6) =
Joiy — K04 —62) + 1.(t) =0
Using (36), we can rewrite (38) as
Jioy + B(wy —wa) — 1,(8) = 0
B(w, — wa) = K6g
Jrwy — KOp +1.(t) =0
Substituting (39b) into (39a) and repeating (39¢) give

Jiwy + KOg — 15(t) =0
Jran — Kb +1.(t) =0

Also from (39b),

K
Wy =W — Mm_.x
Substituting (41) into (37) and rearranging (40) give the three state-variable
equations
; K
br = Iwmx+e_ )

E
I

. 1
HTR? + 7a(1)]

W = ..W.:nmx = 7.()]
2

(38a) |
(38b)
(38¢)

(39a) |
(39b) |
(39%) §

(41)

(42a)
(42b)

(42c)

equation is not needed as part of the state-variable model.

To obtain the input-output equation, we first rewrite (38) in terms of
the angular velocities w;, w,, and w4 and the torques t4(f) and t.(¢).
Differentiating (38b) 'and (38c) and noting that 8; = w; and 84 = wy, we
have

Jioy + B(wy — wa) = 1,(2)
0
.‘wun._.um|~4ﬁe>|e\uv+.wh =0

B(w) —wy) — K(ws — w2)

Il

By using the p-operator technique to eliminate w4 and w; from these equa-
tions, we can obtain the input-output equation

TR 1 3N
ort g+ K (543 )
K 1. K . K
= ﬂmﬂnQvlwﬂhIM\mﬂh!a?S (43)

Although this result can be viewed as a second-order differential equation
in a», we will need three initial conditions if we are to determine w, rather
than the acceleration @,. Note that if the load torque 7, () were given as
an algebraic function of w,, as it would be in practice, @, would appear in
(43). Then the input-output equation would be strictly third-order.

The next three examples contain either a lever or a pendulum that does
not rotate about its midpoint. In Example 4.6 the mass of the lever is as-
sumed to be negligible. The pendulum in the next example is approximated
by a point mass at the end of a rigid bar. The final example includes a lever
whose mass is uniformly distributed along the bar.

» EXAMPLE 4.6

Find the state-variable equations for the system shown in Figure 4.21(a).
Also find the output equation when the output is defined to be the force
exerted on the pivot by the lever. The input is the displacement x,(¢) of
the right end of the spring K; it affects the mass M through the lever. The
lever has a fixed pivot and is assumed to be massless yet rigid. Its angular
rotation € is small so that only horizontal motion need be considered. In a
practical situation, the springs K; and K, might represent the stiffness of
the lever and of associated linkages that have a certain degree of flexibility.

Solution

The displacements x, and x; are directly proportional to the angle 6 and
hence to one another. Furthermore, the two springs appear to form a series

it £ TP
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FIGURE 4.21 (a) Translational system containing a lever. (b), (c) Free-body diagrams.

combination somewhat similar to the one shown in Figure 2.24(a), because
the lever has no mass. Hence we can express x;, x3, and 6 as algebraic
functions of x; and x4(¢). Thus we will select only x; and v, as state
variables, with x4(¢) being the input. By inspection, we determine that one
of the required state-variable equations is x; = v,.

The next step is to draw free-body diagrams for the mass M and the
lever, as shown in Figure 4.21(b) and Figure 4.21(c). We must pay particular
attention to the signs of the force arrows and to the expressions for the |
elongations of the springs. For example, the elongation of spring K is |
—(x; + x3) because of the manner in which the displacements have been
defined. Summing the forces on the mass M yields .

K¢_+Ne_+~ﬂ;&_+kuu"0 (44)

The forces on the lever are those exerted by the springs and the reaction
force f, of the pivot. Because the lever’s angle of rotation 8 is small, the |
motion of the lever ends can be considered to be translational, obeying the

relationships 6 = x;/d, = x3/d, and

&
X3 = A&Iﬂﬂ.v X2 AL.MV

To obtain a second lever equation that involves x; and x, but not Jri we
sum moments about the pivot point, getting

Ko[x4(t) — x3)d) — Ky (x; + x3)dy =0 (46)

Equations (45) and (46) can also be obtained directly from (12) and Cau
In order to solve (44) for v, as a function of only the state variables and th
input, we must first express x; in terms of X1 and x4(¢). Substituting 3&_
_

|

d = 4, which corres
i ponds to havi
33..93 = W_.RM\AN_ + K3)

can readily verify that (48) re

dily duces t
wross in _u gure 4.22(a), in which th, el
N turn, this system s equivalent to

Ty 118 System Mode)
113

into (46 i !
(46) and solving for X2, we obtain the algebraic €xpression

s m&_\&th‘m‘ﬁs - Kix,
——=22200) — Kyxy
(47)

K1 + (dy/ay)’k
We find th i
€ second of the two State-variable €quations by substituting (47)

. V .
. .

M.H = v
: I |
v = tm&ls‘m;: +akKx, +QAW.M. Kixy(t) .
whe .. ) a
re
YRS SO
1 K, A&u 8 i
+.|.| —
K Ev

as an algebraijc function

Figure A.m:‘nv et s We first sum the forces on the lever in

Jr = Kalx,r) — x3]
=, + K, (x| + x3)
m:wm:Ecsw (45) and (47) into (50) gives iy

£ u? + ?\N awv A&}
_% ad K, d-
2 1 A vy.ﬁ + ?ﬂu + o .Iniﬂh - WNV.NHQQ

wfl__w.nr has the desired form, y

In the last example it js instructive
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These equations are to be linearized about the norminal trajectory [xy,(2), xp2(£)], which is the solu--
tion to the equations with initial conditions x,(0) = x,(0) = 1 and input u(r) = 0.
Integrating both sides of Eq. (4-121) with respect to ¢, we have

(1) = x(0) =1 (4-122)

Then Eq. (4-120) gives
x(=-r+1 (4-123)

Therefore, the nominal trajectory about which Egs. (4-120) and (4-121) are to be linearized is
described by

x@)=—1t+1 (4-124)
walth=1 (4-125)
Now evaluating the coefficients of Eq. (4-107), we get
() he) 2 ) (r)
CERN e P o = = 4-126
(1) ) 20 @ Y au =AY iy
Equation (4-107) gives
? 2
Axi(f) = ——Ax(t (4-127)
1( ) xgz ( :) ..{ )
Axy1) = ug(t)Axy (1) + xq()Aulr) (4-128)
By substituting Eqgs. (4-124) and (4-125) into Egs. (4-127) and (4-128), the linearized equations
are
m‘,(:)} {0 2}[&1(:)] [ 0 ]
== g A 4-129
{Ax'g(r) 0 0)lan] T L1 =20 M2
which is a set of linear state equations with time-varying coefficients. <

Figure 4-47 shows the diagram of a magnetic-ball suspension system. The objective of the system
is to control the position of the steel ball by adjusting the current in the electromagnet through the
input voltage e(#). The differential equations of the system are

SO _ ) -
M P73 Mg 0 (4-130)
di(r)
e(t) = Ri(t) + L7 (4-131)

Electromagnet

Steel Ball
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where
- e(t) = input voltage ¥(f) = ball position
i(t) = winding current R = winding resistance
L = winding inductance M = mass of ball
£ = gravitational acceleration

Let us define the state variables as x,(f) = y(1), x,(f) = dy(£)/dt, and x4(f) = i(r). The state equa-
tions of the system are

dxy(t

;f ) (1) _ (4-132)
dxy(t) o Lx%(‘)

a5 T M0 #19)
dot) _ R 1

el Lx;(r) - Le(r) (4-134)

Let us linearize the system about the equilibrium point yy(f) = x5, = constant. Then,

dxpy(2)
= = 4-
Xoa(1) dr 0 (4-135)
dyy(1)
= 4-1
a0 436
The nominal value of i(7) is determined by substituting Eq. (4-136) into Eq. (4-130). Thus,
ioft) = xp5(f) = VMgxo, (4-137)

The linearized state equation is expressed in the form of Eq. (4-108), with the coefficient
matrices A* and B* evaluated as

0 1 0 0 % 0
R 1
Avs| R g 0w 18 4 —2(i) (4-138)
Mx3, Moxo, Xy Mxqy,
ko | R R
R 0 0 =
| L L
0
B*=|0 (4-139)
1
L
<

¥ 4-8 SYSTEMS WITH TRANSPORTATION LAGS (TIME DELAYS)

Thus far the systems considered all have transfer functions that are quotients of polyno-
mials. In practice, pure time delays may be encountered in various types of systems, es-
pecially systems with hydraulic, pneumatic, or mechanical transmissions. Systems with
computer control also have time delays, since it takes time for the computer to execute
numerical operations. In these systems, the output will not begin to respond to an input
until after a given time interval. Figure 4-48 illustrates systems in which transportation
lags or pure time delays are observed. Figure 4-48(a) outlines an arrangement in which
two different fluids are to be mixed in appropriate proportions. To assure that a homoge-
neous solution is measured, the monitoring point is located some distance from the mix-
ing point. A time delay therefore exists between the mixing point and the place where the
céhange in concentration is detected. If the rate of flow of the mixed solution is v inches
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and design problems. A representation of the rel
system variables in a form of mathema
the system.

Two types of mathematical models are introduced in this chapter,
models and state models. Both types of models carry essentially the
mation about the system dynamics, but the sets of model differential equations are
different from each other in several respects. These differences carry serious im-

plications on practical usefulness and applicability of the types of models in various
engineering problems.

ationships existing among the
tical equations is a mathematical model of

input-output
same infor-

4.2 Input-Output Models

Consider the single-input single-output dynamic system shown in Figure 4.1. In
general, the relationship between the input and output signals of the system can be
represented by a nth-order differential equation of the following form

D.:_.u\ &.._I_.v“ &%
a, an +a,., a1 v o o g m + ayy =
f d™e d™ 'y du ) @ C.
1 —1Y v v oy __...‘_ « L
drm’ dim-! dt

where m < n for existing and realizable engineering systems because of inherent
inertia of those systems. Also, having m > n is physically wavmmm?_n because it
would imply the ability to “‘predict the future’ of the system input. A set of n

initial conditions, y(0*), »(0*), . . . , y"~"0™"), must be known in order to solve
the equation for a given input u(z), t = 0. . : ;
The model parameters, ay, ay, . . . , a,, may be functions of y, u, and/or ¢, in

which case the system is nonlinear, If the system is stationary, Em model parameters
are constant and the model differential equation can then be written as

dy d""ly = dy -
aaMwM + Qy b.__.alﬂ 358 + o dt +.Qc.f
m m—1
_ w&:[...i@.z “4.2)
n&m.ﬁ. nhﬂ__.:ly. Q-ﬂ

where f may be a nonlinear function. . . . .
For a stationary linear model, the function f on the ri mE sm”:a side of Equation
(4.2) is a sum of terms linear with respect to u and its derivatives.

U meed  DyNamic system |jrege— y

EXAMPLE 4.1
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where by, by, . . . , b, are constants. As before, the order of the highest derivative
of the input variable cannot be greater than the order of the highest derivative of
the output variable, m < 5.

Equations (4.1), (4.2), and (4.3) represent general forms of input-output models
for single-input single-output dynamic systems.

Derive input-output equations for the Enn:maom_ system shown in Figure 4.2
using force F,(t) as the input variable and displacements x,(¢) and x,(t) as the

output variables. The symbols r; and r, represent spring relaxed positions in the
gravity field.

Solution

The equation of motion for mass m, is
my + bixy + (ky + k)xy — kyxy = Fy(1)
The equation of motion for mass m, is
myiy + kyx, — kyxp = 0

Combining the equations for the two masses and eliminating x, yields the input-
output equation for the system.

{ra)
X2

Aot (ry)
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FIGURE 4.3 Mechanical system considered in Example 4.2.

m.»HM WH n..mu.ﬁn wﬁu NH _NM &_m..ﬂn.

24 L) Ry (22222
dr* * m,) dr m, my my) d*
k
% bk, @.T kik, %= Sy I Fy (1)
mymy/ dt mym, mym;

The preceding fourth-order differential equation can be solved provided H._._a
initial conditions, x,(0), (dx,/dt)|,—q, (d*x,/dt*)|,¢, (d*x,/dt*)|,-,, and the in-
put variable, F(t) for t = 0, are _Em.s.:. :

Similarly, the input-output equation relating x, to F,(r) is

dn (b dn (kb k) (b)) dy

drt m,) df* m, m m) di mym,/ dt
d’F k
+ kiky X = 1 |u_+ 2| F\(1)
mymy my/ dt mym, al

The process of deriving the input-output equation in mmeEm 4.1 will become
considerably more complicated if an additional damper b, is included between the
two masses, as shown in Figure 4.3,

EXAMPLE 4.2

using x, as the output variable.

Solution
The equations of motion for masses m; and m, now take the form
d*x dx, _odxy e
wwn— MN.P + AW— + WMU M IT Qm_ + NNV.H~ mvn &n .mﬂn.ﬂm _.mv

Derive an input-output equation for the mechanical system shown in Figure 4.3,
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The unwanted variable x, cannot be eliminated from these equations using sim-
ple substitutions as in Example 4.1 because the derivatives of both x; and x,

are present in each equation. In such case an operator D can be introduced,
defined as

d*x(1)
dt*

D*(r) =
Using the D operator, the differential equations of motion can be rearranged
into the following form
mD%, + (by + bDx, + (ky + ky)x, — byDx, — kyr, = F (1)
mD’, + b,Dx, + kyx, — b,Dx, — ksx; = 0
From the last equation, x, can be expressed as

myD* + b,D + k,
b,D + k,

Substituting into the operator equation for mass m, yields
mm,Dx, + (myby + mob, + mb)D%;, + (me, + moky + mok, + bb,)D %,
_ + (biky + bok)Dx, + kikyx, = b,DF, + k,F,

Using the inverse of the definition of the D operator to transform this equation
back to the time domain gives the input-output equation for the system.

d*x dx
(mymy) raﬁm + (mby + myb, + myb,) .Mum
d*x
+ Qﬂuu-ﬁn + EN\AH -+ Em_nﬁu + W—@Mv b«HM
dx 4, dF
+ (bik, + boky) MN. + kkaxs= by .Mm + koF,

, Example 4.2 demonstrates that by inserting a damper between the two masses
the process of deriving the input-output equation becomes considerably more com-
plicated. In the next example a two-input, two-output system will be considered.
Two separate input-output equations, one for each output variable, will have to be
derived.

EXAMPLE 4.3

Consider again the mechanical system shown in Figure 4.2. The system is now
subjected to two external forces, F\(¢) and Fy(t). The displacements of both
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FIGURE 4.4 Two-input two-output system considered in Example 4.3.

masses are of interest and therefore x,(f) and x,(f) will be the two o:.%ﬁ 4»&-
ables of this system. The system is shown in Figure 4.4. The pair of differential
equations of motion for the two masses are

d*x,

dx
E_M__M.TFL.T@H.T»NVM_lFHNHM_

dt

d*x
ﬂz\ula&wlmm + kmhﬂ = #NHH = m.u

By combining the above two equations the separate input-output equations for
x,(¢) and x,(r) are obtained
d*x d’x d*x,
mym, .% + mpb, Mwﬂ_ + (mky + mpky + myky) an -
dx d’F,
- Eﬁuwﬂ_ + kit = my —5 + koF, + koF,
and

d'x d’x d’x,
EVENM% + myb, Iuﬂm + (myky + moky + maky) iR

d*F dF.
+ Frw + kkyx, = koFy + my —55 + by Mm + (ky + k)F,
Note that the two input-output equations are independent of each other and can
be solved separately. On the other hand, the coefficients of each of the terms
on the left-hand sides are the same, regardless of which system variable is
chosen as the output.

i "
Uz Dynamic Yo
1 system 3
Uy Yo

FIGURE 4.5 Multi-input multi-output system.

In general, a linear system with / inputs and p outputs shown schematically in
Figure 4.5 is described by p independent input-output equations given below.

n;.f@ +occdapy taey = Fl"™, o0 By B ™y v ¥
i S ST G vl )
Ay ™ + 1+ P+ agy, = Fo ™ oy Uy, ™, Ty,
Upy o v 0y Rﬁnﬁuw Vi Ay ﬁw... Uy, mu
Bl ™ F oo & B, Fagy, = Fw ™, ooy iy, uy, ™, L oo
Wi, o ooy B ovie 5. 000 W5 D)
(4.4)

where m = n and a superscript enclosed in parentheses denotes the order of a
derivative. If a system is assumed to be stationary, time ¢ does not appear explicitly

~on the right hand side of Equation (4.4).

The functions f,, f,, . . ., f, are linear combinations of terms involving the
system inputs and their derivatives. The input-output model for a linear, stationary,
multi-input multi-output system can be presented in a more compact form

n ! m

2 QN ) o= 1jic Yy

M (0] M M T
i=0 j=1k=0

-
3

I

n
M ayy,” by Ecé
i=0 0

i (4.5)

-
]
Ed
]

Il

n i m
M a_u_.vfe_v M M w&»x.uav
i=0 j=1k=0
Note that some of the a and b coefficients may be equal to zero; also that a); =
Gy = g = 1,2, iun o

The input-output equations, even for relatively simple multi-input multi-output
models become extremely complicated. Moreover, as will be shown in Chapter %
analytical methods for solving input-output equations are practical only for low-

order, single-input single-output models. In fact, most numerical methods for solv-
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CHAPTER 5

LLINEAR STATE-SPACE MODELS
AND SOLUTIONS OF THE STATE
EQUATIONS
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51 INTRODUCTION

- A finite-dimensional time-invariant linear continuous-time dynamical system
may be described using the following system of first-order ordinary differential
_equations:

(1) = Ax(t) 4+ Bulr).
»(r) = Cx(r) + Dulr).
The input and the output of the system are defined in continuous-time over the

interval [0, oo). The system is, therefore, known as a continuous-time system.
The discrete-time analog of this system is the system of difference equations:

xik + 1) = Ax(k) + Buik),
yik) = Cx(k) 4 Dulk).

‘We will consider in this book only time-invariant systems, that is, the matri-
ces A, B, C, and I will be assumed constant matrices throughout the book,

w7
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Itwﬂrstshnwnmﬂmtmnﬁihnwwmcnmp!l ke physic
be described in state-space forms. Very often the malhlmli&l!nndll ofas Input  u(e) Outont WD)
is not obtained in first-order form; it may be a system of nonlinear equations, Linear system
system of second-order differential equations or partial differential equation
It is shown how such systems can be reduced to the standard first-onder state-sp e ! o

forms. The computational methods for the state equations are then considered bol
in time and frequency domain. e

The major computational component of the time-domain solution of
continuous-time system is the matrix exponential ¢, Some results on the sens v
ity of this matrix and various well-known methods for its computation: the Tayl lo
series method, the Padé approximation method, the methods based on de com:
positions of A, the ordinary-differential equation methods, etc., are dcscnbr.d
Section 5.3, A comparative siudy of these methods is also included. The F
method (Algorithm 5.3.1) (with scaling and squaring) and the method, base
on the Real Schur decomposition of A (Algorithm 5.3.2), are recommended
practical use. This section concludes with an algorithm for numerically computin
an integral with an matrix exponential (Algorithm 5.3.3).

Section 5.4 describes the state-space solution of a discrete-time system.
major computational task here is computation of various powers of A.

In Section 5.5, the problem of computing the frequency response matrix fc
many different values of the frequencies is considered. The computation c-f
frequency response matrix is necessary to study various system responses in fre
quency domain. A widely used method (Algorithm 5.5.1), based on the one-time
reduction of the state matrix A to a Hessenberg matrix, is described in detail ang
the references to the other recent methods are given.

FIGURE 5.1:  Representation of a continuous-time state-space model.

this description,

x(1) is an n-dimensional vector, called the system state,
u(t) is an m-dimensional vector (m < n), called the system input,
¥t} is an r-dimensional vector, called the system output.

vector x{fp) is the initial condition of the system. The components of x(1)
called state variables.
matrices A, B, C, and D are time-invariant matrices, respectively, of
hensions n x n, n % m,r % n,and r x m. The above representation is known
i time-invariant continuous-time state-space model of a dynamical system.
Schematically, the model is represented in Figure 5.1,
early, al a given time ¢, the variables arriving at the system would form the
I, those internal to the system form the state, while the others that can be
nsured directly comprise the output.
Ihe space X € R", where all the states lie for all ¥ = 0 is called the state-
wee, the Eq. (5.2.1) is called the state equation and the Eq. (5.2.2) is called the
put equation. If m = r = 1, the system is said to be a single-input single-
"y t (SISO) system. A multi-input multi-output (MIMO) system is similarly
Ined. If a system has more than one input or more than one output it is referred to
1 muftivnriahle system. The system represented by the Egs. (5.2.1) and (5.2.2)
metimes written compactly as (A, B, C, D) oras (A, B, C), in case [} is not used
Mo eling. Somerimes X (1) and x (1) will be written Just as & and x for the sake

‘tonvenience. Similarly, u(r) and y(r) will be written as « and v, respectively.
52 STATE-SPACE REPRESENTATIONS OF CONTROL SYSTEMS We provide below a few examples to illustrate the state-space representations

| some simple systems.

Reader’s Guide for Chapter 5

The readers familiar with basic concepts and results of modeling and state-
space systems can skip Sections 5.2, 5.4, and 5.5.1.

5.2.1 Continuous-Time Systems

Consider the dynamical system represented by means of the following system

nple 5.2.1 (A Parallel RLC Circuit). Consider a parallel RLC circuit excited by
ordinary first-order differential equations:

_ W current source u (1) and with output v(r) (Figure 5.2).

The current and voltage equations governing the circuit are:
k(1) = Ax(t) + Bu(r), x{io) = xp, (5.2.1
deg diy

N=ip+iL +ic; c=0—; {-,_L_El;_mRiR

y(t) = Cx(t) + Dulr). (5.2.2) =




(D

FIGURE 5.2: A parallel RLC circuit.

R, L
AT

FIGURE 5.3: An expanded RLC circuit,

Defining the states by x; := iy, and x; = ec, the state and output equations are,

i=Ax+buy and

|

where x = [z;, x2]T,

], c=[01].

Example 5,2.2. Consider again another electric circuit, as shown in Figure 5.3
The state variables here are taken as voltage across the capacitor and the current
through the inductor. The state equations are

=Ry, (1) — ec(r) + &),

=Raiy, (1) + eclth

=iy, (1) — i, ().

L DTN, I. A e S '.:'.-..- Fi e el = - : I. ! I-.. s Iﬁ.

"~'.'1’.I"5I-'1'

Xy =iy =, xa=e,b=| 0 | u=e), the matrix form of the
. 0

e-upace representation of the above system is given by:

7. G .
F1(1) ta Lol o
" : R 1
=150 = 0 T, s xa(t) | + bulr).
i3(0) o1 | \so
- = 0
¢ Q

Irst-Order State-Space Representation of Second-Order Systems

matical models of several practical problems, especially those arising in
Abrations of structures, are second-order differential equations.

We show by means of a simple example of a spring-mass system how the
suations of motion represented by a second-order differential equation can be
wverted to a first-order state-space representation.

Exnmple 5.2.3. (A Spring-Mass System).  Consider the spring-mass system shown in
e 3.4 with equal spring constants & and masses sy and m. Let force 1y be applied
0 mass oty and ws be applied w mass ms.

"y — £

I

LTI T 77

FIGURE 5.4: A spring-mass system,




The equations of motion for the system are; [ b M
i
myiy + k(zy = 22) + kzy =y, (5.2 ;
ma¥s — k(z) — z2) + kza = w3, "l oA
or in matrix form: 0

(3 D®+G DE)-C) - .

FIGURE 5.5: Balancing of a stick.

Set

Then, we have ‘ ample 5.2.4. (Baluncing a Stick).  Consider the simple problem of balancing a stick
Mi+Kz=u, (5.2.5) on your hand as shown in the Figure 5.5:

4 Here L is the length of the stick, and M is the mass of the stick concentrated on
lhe top. The input u(r) is the position of the hand. Then, the positien of the top of the

is

where

M = diag(my. m3), x:(f‘; '—kk) and u=("|).

ity x(ty= Lsin@(f) + wulr).

e torque due to gravity acting on the mass is Mg L sin £(1). The rotational inertia of
mass on the stick is M L26(r). The shift of the inertial term down to the pivot point

Let us make a change of variables from : to x as follows: A
(ML cos 0410, Thus, we have:

Set
=% and xp=£z

MgL sin 8(r) = ML*6(t) + ii(t)M L cos #{t).
Then, in terms of the new variables, the equations of motion become 5 ( @ +ae ¢

he above equations are clearly nonlinear. We now linearize these equations by assum-
g that @ is small, We then cantake cos @ = 1, sin 8 =,
his gives us

I =x5,
Miz=—Kx) 4+ u,

g 0 I o o)
i=|_pm1g o) ¥t gt )

X = {..I] ' xI}T =1z, -;-}T-

(1) = LiE) +ult)

MgLa(1) = ML*i(r) +ii(t)ML.
e Fliminating 9{) from these two equations, we obtain

Xy =(g/Ly(x(r)=wulr)).
Equation (5.2.7) is a first-order representation of the second-order system (5.2.4). )
Wi can now write down the first-order state-space representation by setting vir) = x{r).

e first-order system is then:
State-Space Representations of Nonlinear Systems | 0
x(t)
( ( ) + g | ule.
] uit) oy E

. [
Mathematical models of many real-life applications are nonlinear systems of dif< (ﬂ :I) =
ferential equations. Very often it is possible to linearize a nonlinear system, and o
then after linearization, the first-order state-space representation of transformed

linear system can be obtained. We will illustrate this by means of the following Kxample 5.2.5. (A Cart with an Inverted Pendulum),  Next we consider a similar prob-
well-known examples (see Luenberger 1979; Chen 1984; Szidarovszky and Bahill loin (Figure 5.6), but this time with some more forces exerted (taken from Chen (1984,
1991; etc.). pp. 96-98)).

~lm =



o F'I" . v
ke -+ epresentation H“mmmwwbemmudnwuhy
g Xy =y, #uji, xy =@, and x4 = ¢, as follows:

N 1 0 ]
i X e X
= 4 0 0 Zgm ! 2
A 2M +m al | 2M+m
S X3 0 o0 0 1 x 0 i,
e B o U
‘ ) Q@M + m)i
FIGURE 5.6: A cart with an inverted pendulum.
y=({1,0.0 0x.

In Figure 5.6, a cart is carrying an inverted pendulum with mass m and length L.
Let M be the mass of the cart. Let H and V be, respectively, the honmnta! and
vertical forces exerted by the cart on the pendulum. Newton's law applied to the linear
movements gives:

The Tlunlinear equations in Examples 5.2.4 and 5.2.5 are special cases of the general
nonlinear equations of the form:

) = f(R@O), @), 1), i) =i

MY mp =3 FU0) = h(EQ), @), 1),
H = m¥ + ml cos 88 — ml sin 8(6)°,
L. LIP. where f and h are vector funclions. We will how how th i
—V= —&in A8 — 8y, e now show these equations can be
and s o ( ki . { } ) written in the standard first-order state-space form (Sayed 1994),

A ) Assume that the nonli differenti ion:
Newton's law applied to the rotational movement of the pendulum gives: Reax el Nownc squation:

mid = mgl sin # + Visin # — Hlcos 8. ¥(1) = FUR(), (), 1), U E

These are nonlinear equations. We now linearize them by making the same assumptions
as before; that 1s, we assume that @ is small so that we can take sin#! = #, cosf = 1

Dropping the terms involving 8%, 62, 84, and 64, and setting sin@ = f, and cosf = I
we obtain, from above, by eliminating V' and i

!'Ias a unigue solution and this unique solution is also continuous with respect to the
initial condition.

Let Xpom (1) denote the unique solution corresponding to the given input fiyom () and
. the given initial condition Xpom (o).

Let the nominal data {#nom (), Zaom(r)) be perturbed so that

(M 4 m)¥ +mif = u

and () = Gnom(t) + ulr)

UH — 20+ F =0, i R
and  i(fp)=JInom(to) + x(rg), where |u(r)]|l and |x(tp)| are small;

Solving for ¥ and fi, we obtain lute)]| = sup a2

I
Assume further that
¥=— 2am 84 2 i
TR S LS
= X t), ' —_
ﬁ_ZH(M+m}ﬁ' i s x ¥ = Fuom () + ¥(r},

= M.
(2M +mi 2M +mi where |x| and ||v|| are small.




‘These nonlinear equations can then be linearized (assuming that f a
enough) by expanding f and h around (fpom(t), Fuom (1)), IV
invariant linear state-space model of the form:

#1) = Ax() + Bu(n), x(to) = o, ?ﬂ
i)y = Cx(t) + Dult), L9.
x3(1)
where ;4(1}
o
=% Loomel
ax [ o 68 0. By, (1) i {2 et donm ()}
ax [ Fpyom (b e 14)) du

{Enom ) iFnom (F2}

Example 5.2.6. (The Motion of a Satellite (Sayed 1994)).  Suppose that a satellite of
unit mass orhits the earth a1 a distance &(¢) from its center (figure 5.7). Let #(1) be the
angular position of the satellite at time 7, and the three forces acting on the satellite are:
a radial force u (1), a tangential force w2 (1), and an attraction force w/d” (1), where o
is a constant,

The equations of motion are given by

d(r) = diné*(1) - ——3 + uy e,
. —2d(0)6(1)  uz(r)
g = S|

® ay T din

Let’s define the state variable as
niy=dn), Ty =de),  BE=6(), ) =6
and the output variables as
Filr) =d(), ya(t) = 684G,

FIGURE 5.7: The motion of a satellite.

(m;})_(! 0 0 Oy|]F&0)
s/ Ao 01 u) x3(1)

il the initial conditions are:

Xalr)
I d (D) dpy
X200 0 0
W= 0=1z0|= o] = | &
x400) tely tex)

The above is still a nonlinear model of the form:

) = FEO, @10, Ftg) = Fo,
Fit) = h(E(@), @), 1).

- Linearizing this nonlinear model around the initial point ((0), #(0)), where #(0) =
J g) we obtain the linear model:

A=

-\"-zm
HnFde) - —--,2( S i)
o ()
—2xa(t)xald)  walt) |
X i)
xp(1)

X1y = Ax(t) 4+ Buir),

¥} = Cx(t),

af

8% |20y, oy
0 1 0 0
3wi 00 2dyax
0 ] 0 1
0 =-2— 0



et .jj._l,:
o . e H0) = Aztt) + Bu(r),
B CE, @0 0 o e z(t) = (p1s P pa Pricoos P )T is the 2n-dimensional state vector,
dn
B
and B2
. _(1 0 0 n) A =diag (A1, Az, ..., Aq). B=| |
0% lgoaoy 0 0 10 '
By
State-Spuce Representation of Systems Modeled by Partial Differential Equations A 8 g the veotor u.are defined by:
Mathematical models of many engineering problems such as those arising in fluid )
dynamics, mechanical systems, heat transfer, etc., are partial differential equations. B 1 0 0 0 I — 2
The discretizations of these equations naturally lead to state-space models. We T vila) wvilaz) oo wilal)f ;
illustrate the idea by means of the following example. ity

Example 5.2.7. Consider the partial differential equation
5.2.2 Discrete-Time Systems

sy Pty 1
dx*  EI 82

= —Fx, 1),

A linear time-invariant discrete-time system may be represented by means of a
El

system of difference equations:

which models the deflection of a prismatic beam (Soong (1990, pp. 180-181}).
Let y(x, t) be the transverse displacement of a typical segment of the beam that is
located at a distance x from the end, and F(x, ) be the applied force. El is the Aexural
rigidity, and P is the density of the material of the beam per unit length. Let L be the
length of the beam,

Assume that the solution v(x, 1) can be written as

xik + 1) = Ax(k) + Bulk), (5.2.8)
¥k} = Cxlk) + Dulk). (3.2.9)

\y before, x(k) is the n-dimensional state vector, u(k) is the m-dimensional
mput vector; and A, B, C and D are time-invariant matrices of dimensions n x
W, i % m,rxn, and r x m, respectively. The inputs and outputs of a discrete-time
system are defined only at discrete time instants,

yx, 1) =) vilx)p(0)

©

=L - »
! Sometimes we will write the above equations in the form:
{n = oo in theory, but in practice it is large but finite). Also assume that Xpe1 = Axg + Buy, (5.2.10
¥ = Cxp + Dug. (5.2.11)

Flx, )= 8(x —apu;(t),
=

where &(-) is the Dirac delta function.
That is, we assume that the force is point-wise and is exerted at r points of the beam.
Substituting these expressions of y(x, 1) and Fix,¢) in the partial differential
equation, it can be shown that the state equation for the beam in the standard

£.2.3 Descriplor Systems

Ihe system represented by Eqs. (5.2.1) and (5.2.2) is a special case of a more
peneral system, known as the descriptor system.
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