CC-226 Aula 05 - Inferéncia Bayesiana

Carlos Henrique Q. Forster - Instituto Tecnoldgico de Aerondutica

2008

1 Probabilidade Condicional
1.1 Exemplo

(Retirado do Livro do Parzen)

4 bolas brancas

2 bolas vermelhas

Sorteio uma e depois outra sem reposi¢do
WR WR WW RW WW WW
WW RW WW WW WR RR

Ocorréncias: RW  WW RW RR WR RW
WW RW WW WR WR RW
WW RW WR RW RW WW

N = ndmero de jogadas = 30
N4 = nimero de vezes que ocorreu W no primeiro sorteio = 18
Np = nimero de vezes que ocorreu W no segundo sorteio = 21

N ap = nimero de vezes que ocorreu WW = 11

P(4)= 2
P(B)= "2
P(AB) = %

Probabilidade condicional do evento B, dado o evento A:

P(AB)  Nag
P(A) ~ Ny

P(B|A) =



... definido apenas para N4 > 0.

Probabilidade incondicional ou marginal, obtida da probabilidade condicional:
P(B) = P(B|A) - P(A) + P(B|A) - P(A)

Probabilidade conjunta:

P(AB) = P(B|A) - P(A)

1.2 Exemplo

Considerar uma familia com duas criancas. Assumir que haja a mesma chance de cada
crianga ser menino ou menina.

Qual a probabilidade de ambas serem meninos?

a) dado que a mais velha é menino.

b) dado que pelo menos um deles é menino.

Solucio:
a)
P(AB) L 1
P(AB|A) = =4 ==
4) 3 2
b)
_ P(AB) 1 1
P(AB|AUB) = PAUBE) ~ 33

Probabilidade conjunta e probabilidade condicional:

P(AB) = P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B)
Reescrevendo, obtemos a regra de Bayes:

P(A|B)P(B)
P(B|A) = ————FA——~
(Bl4) P(A)
Lembrando independéncia estatistica, se A, B e C' sdo independentes, entio:

P(AB) = P(A)P(B)

P(ABC) = P(A)P(B)P(C)
Supondo A; independente de todos anteriores, temos:
P(Aj|A17A2a s 7Aj—1) = P(Aj)
A probabilidade condicional para uma seqiiéncia de eventos é dada por:

P(A1,...,Ay)
P(Ay, ..., A1)

P(AnlA1, Agy oAy ) =



1.3 Exemplo

Considere duas urnas:
Urna I contém 5 bolas brancas e 3 bolas pretas.
Urna II contém 3 bolas brancas e 7 bolas pretas.
Uma urna € escolhida aleatoriamente e uma bola € tirada dela.
Qual a probabilidade da bola ser branca?
Solugdo:
Supondo P(C1) = P(C3) = 3 as probabilidades de escolher uma das urnas.
% de pegar urna [

e 5/8 de pegar B

e 3/8 de pegar P
% de pegar urna II

e 3/10 de pegar B

e 7/10 de pegar P

51 31 5 3 35
P(B) = P(B|C1)P(Cy) + P(B|C2)P(Cs) = 33 + 02" 16 + 20" %0

Interpretacao

Sejam A e B eventos definidos no mesmo espaco de probabilidades S.
Assumir P(A) > 0
B é independente de A se P(B|A) = P(B)
P(BJA) é a probabilidade de ocorrer B uma vez que se assuma que A ocorreu.
P(B|A) é uma reavaliacdo da probabilidade de B dado o fato de que A ocorreu.
Se A= A1 A3A3. .. A, (intersecgio),

P(A) = P(A1)P(A3| A1) P(A3|A1Ay) ... P(An|A1As .. Ap_y)

Exemplo

Urna com M bolas, das quais [V sdo brancas.
Tiramos n bolas: qual a probabilidade de todas serem brancas?

N

N -1
P(A2|A1) = 77—

N -2
P(As A Az) = 3



1.4 Regra de Bayes

(1 ... C, sdo eventos mutuamente exclusivos e exaustivos com probabilidades P(C;)
conhecidas.
B é um evento para o qual se conhece P(B|C;).
Interpretar C'; como possiveis causas para o evento B.
Computar P(C;|B)
P(Ci|B) = P(BCi) _ ”P(B Ci)P(Ci)
P(B) )1 P(B|C;)P(Cj)

Exemplo

O evento C significa que o paciente tem cancer.
O evento A significa que o teste deu positivo.

Vamos supor que
P(A|C) =0,95

P(A|IC) =0,95

(€ um bom teste?)
Computar P(C|A), probabilidade de ter cancer dado que o teste deu positivo.

_ P(AC) P(A[C)P(C)
PN =5 = BlicIp) + PAICIPO)

Assumindo que a probabilidade de ter cancer na populagdo é de P(C) = 0,005.

0,95 - 0,005
0,95 - 0,005 + 0,005 - 0,995

P(C|A) = = 0,087
(€ um bom teste?) o
Vamos descobrir qual deve ser a probabilidade P(A|C) = P(A|C) = R para que
a taxa de acerto do teste seja P(C|A) = 0, 95.
R-0,005

P A - =
(C14) R-0,005+ (1 — R) - 0,995 0,95




Resolvendo para R, obtemos:
R =0,999736

Exemplo

Urna com bolas: 2 brancas e 3 vermelhas.

X1 e Xy sdo varidveis aleatdrias bindrias correspondentes ao primeiro e ao segundo
sorteio resultarem em bola branca.

Primeiro caso: Com reposicao.
Neste caso, as varidveis X7 e X5 sdo independentes.
3/5 de chance de sortear ndo-branca na primeira

e 3/5 de chance de sortear ndo-branca na segunda
e 2/5 de chance de sortear branca na segunda

2/5 de chance de sortear branca na primeira
e 3/5 de chance de sortear ndo-branca na segunda

e 2/5 de chance de sortear branca na segunda

Pxi X, (331, 552)
0 1 PXx,

0
1
Px, (1’1 )
Segundo caso: Sem reposi¢do
Neste caso, hd dependéncia das varidveis X; e Xo.
3/5 de chance de sortear ndo-branca na primeira
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e 2/4 de chance de sortear ndo-branca na segunda
e 2/4 de chance de sortear branca na segunda

2/5 de chance de sortear branca na primeira
e 3/4 de chance de sortear ndo-branca na segunda

e 1/4 de chance de sortear branca na segunda

PxiX, (551, ICQ)
0 1 ng

0
1

Px, (xl )
Notar que a probabilidade conjunt
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nao é mais o produto das probabilidades marginais.



Mais uma interpretaciao

Seja H o evento que represente dor-de-cabeca.
Seja F' o evento que representa gripe.
Sabemos que P(H) = 1/10 (tem uma dor de cabeca a cada dez semanas)
Sabemos que P(F') = 1/40 (tem uma gripe a cada 40 semanas)
Porém P(H|F) = 1/2.
Dor de cabeca € raro e também ¢é gripe, mas, se estiver com gripe, a chance de ter
dor de cabeca passa a 50%.

P(HNF) situagdes com gripe e dor de cabega

P(H|F) = =
(H|F) P(F) situagdes com gripe
Corolario
P(HF)= P(H|F)P(F)
Regra de Bayes
P(H|F)P(F -1/4 1

P(H) ~  1/10 8

2 Inferéncia

Exemplo do Christopher Bishop.
Considere que tenho duas caixas de frutas, uma vermelha (vm) e uma azul (az).
Na caixa vermelha tenho 2 magas e 6 laranjas.
Na caixa azul tenho 3 macas e 1 laranja.

0
40% 60%
Cada Experimento consiste em pegar uma fruta de uma caixa e colocar de volta.

Supor que 40% das vezes peguei da caixa vermelha e que 60% das vezes peguei da
caixa azul.




B ¢ a varidvel aleatéria que representa a caixa de onde peguei.

p(B =wvm) =4/10

p(B =az) =6/10

A varidvel F representa a fruta que pode ser mc ou [j.
Qual a probabilidade de se pegar uma maga?
Dado que peguei uma laranja, qual a probabilidade de té-1a pego da caixa azul?

Generalizando

X é uma varidvel aleatéria com valores x; parai = 1... M
Y € uma varidvel aleatdria com valores y; comj =1...L
Apds N jogadas, amostrando X e Y, temos:
n;; € o nimero de vezes que obtive x; € y; simultaneamente.
¢; € o nimero de vezes que obtive x; desconsiderando o valor de Y.
r; € o nlimero de vezes que obtive y; desconsiderando o valor de X.

C.

~—

X.

T0is

¢ a probabilidade conjunta de z; € y;.

A probabilidade de que X tire o valor x;, desconsiderando o valor obtido para Y
¢ escrita como p(X = ;) e é dada pela fragdo do niimero total de pontos que cai na
coluna 7, entdo

p(X =) =



A regra da soma ou marginaliza¢do serve para computar essa probabilidade chamada
marginal.
L

p(X =)= Zp(X =x;,Y =vy;)

j=1

C; — E Nij
J

Se considerarmos apenas as instancias para a qual X = x;, ou seja, as ¢; instincias
da coluna ¢ da tabela, escrevemos a probabilidade de Y = y; como

No caso da nossa tabela:

P(Y:yj/\X:l‘i)

= fracn;jc;
que € a probabilidade condicional de Y = y; dado X = x;.
A probabilidade conjunta é dada por:

;i N4 C;
pX =iy =) = g =T

=p(Y = y;|X = i) - p(X = )
Esta € a regra do produto, enunciada como
p(X,Y) = p(Y[X)p(X)

Utilizando a simetria
p(X,Y) =p(Y, X)
Expandindo,
p(X[Y)p(Y) = p(Y[X)p(X)
Obtemos a regra de Bayes

p(X[Y)p(Y)

p(YX) = o)

onde, em geral se utiliza

p(X) = 3 p(X Y )p(Y")
=

Voltando a caixa de frutas

p(B =vm) =4/10
p(B = az) =6/10

p(B=vm)+p(B=az)=1



Pegando da caixa azul B = az, a probabilidade de ser maga é p(F = mc|B =
az) = 3/4
Listando todas probabilidades condicionais:

p(F = mc|B = vm) 1/4 (1)
pF=Uj|B=om) = 3/4 o)
p(F=mc|B=az) = 3/4 3)

pF=1j|B=az) = 14 @

Probabilidade de obter uma maca é dada por

p(F = mc) = p(F = mc|B = vm)p(B =vm) + p(F = me¢|B = az)P(B = az)

11

p(F=mc)=1/4-4/10+3/4-6/10 = 20
Obviamente 9
F=1lj)=—
( 7 =35

Uma fruta foi escolhida e € uma laranja, qual a probabilidade da caixa?
Aplicamos a regra de Bayes:

p(F =1j|B = vm)p(B = vm)

p(B = vmlF = 1) = B = om)p(B = vm) + p(F = GIB = a2)p(B = a)

Obviamente,

Interpretacao

A regra de Bayes pode ser vista como um incremento ou atualizagdo da probabilidade
dada uma nova informacao.

Antes de utilizar a informagao, temos uma distribui¢io de probabilidades a priori
p(X).

Ap6s utilizar a informagdo Y, atualizamos a distribuicdo de probabilidades, ob-
tendo uma distribuigéo a posteriori p(X|Y").

O termo p(Y'|X) é a chamada verossimilhanga e ndo é necessariamente uma dis-
tribuicdo de probabilidades. O denominador p(Y") fornece uma normalizacdo. Em
geral se utiliza um somatério sobre todo possivel valor para X para obter a distribui¢do
marginal p(Y'). Assim:

p(Y) =) P(Y|X =2)P(X =)



No caso continuo, a marginalizacio serd uma integral:

p0) = [ ple)ds = [ plola)p(a)ds
Podemos definir a esperanga condicional de uma fun¢@o f como

Zp zly) f

Eflyl =

3 Redes bayesianas

Utilizando a regra da cadeia da probabilidade:

p(x) =[] p(ilzy .. i 1)
i=1

As setas indicam dependéncia estatistica (e também causalidade).

Exemplo do tutorial do David Heckerman (A tutorial on learning with bayesian
networks)

Rede bayesiana para identificar fraude em cartdo de crédito.

— ~

e
\

/

Fraud

\._\I
II

/
{

k\

Age ) (

Jewlery

INL/

Y
.I

r\\_ Gas ) Nl S

Fraud indica o evento de ser um caso de fraude. Gas indica uma compra de com-
bustivel dentro de 24 horas. Jewelry indica uma compra de jéias dentro de 24 horas.
Age indica a idade do cliente. Sex indica o sexo do cliente.

p(f =yes) = 0,00001
pla <30) = 0,25
pla=30.50) = 0,40

10



p(s =male) = 0,5

plg = yes|f =yes) = 0,2
p(g =yes|f =no) = 0,01
p(j = yes|f =yes,a =%,s=x%) = 0,05
p(j = yes|f =no,a < 30,8 =male) = 0,0001
p(j = yes|f = no,a = 30..50,s = male) = 0,0004
p(j = yes|f = no,a > 50,s =male) = 0,0002
p(j = yes|f =no,a < 30,s = female) = 0,0005
p(j = yes|f = no,a =30..50,s = female) = 0,002
p(j = yes|f = no,a > 50,s = female) = 0,001

Percorrer na ordem topoldgica.
Exemplo: FASGJ

plalf) = pla)

p(slfia) = p(s)
p(glf,a,s) = plglf)
p(ilf,a,s,9) = p(ilf a,s)

Computar a probabilidade de fraude, dada informac¢do de idade, sexo, compra de
combustivel e de joia.

. _p(f7a‘787g’.7)_ p(f7a787g7j)
p<f|a/587g’j)_ - - . r -
pla,s,9,7)  p(f,a,s,9,5)+0p(f a5,9.7)

Usando as independéncias conhecidas:

p(f)p(glf)p(ilf,a,s)
> p(f)p(alf)p(ilf a,s)

p(fla,s,9,5) =

Observacao

Independéncia condicional.

p(x3|ra, 21) = p(x3]r2)

quer dizer que x3 € independente de z; quando x5 é conhecido, o que ndo garante
que

p(xs|z1) = p(x3)

x3 e x1 SO sdo independentes quando conhego 5.

11



Explain-away

Exemplo do Alpaydin.

Diagnéstico: o sintoma € a grama estar molhada, vamos encontrar a probabilidade
de ter chovido.

Antes de sabermos que a grama estava molhada, a probabilidade de ter chovido era:

P(R)=0,4
Com a nova informacao, obtemos

_ P(W|R)P(R) _ P(W|R)P(R)
PRW) = =47 = BWIRIP(R) + PWIRPR)

Supondo que P(W|R) = 0,9 e que P(W|R) =0, 2:
0.9x04

PRIW) = 59 %0a702x06 07
/,-—""r——-_____ ) ____-H_h_'“"--\\ IF/./'/.-.F . -
4 . Y (
( Sprinkler ) Rain P
\\‘“*-u.,____ ] ’J,--"/. e —-____________-—""
T

‘/ \'\I

( Wet grass )

\““u ,,/’/

Duas causas para encontrarmos a grama molhada (wet grass): pode ter sido a chuva
(rain) ou o irrigador (sprinkler).

P(S) = 0,2 5)
P(R) = 0,4 (6)
P(W|R,S) = 0,95 7
P(W|R,S) = 0,90 8)
P(W|R,S) = 0,90 )
P(W|R,S) = 0,10 (10)

12



Qual a probabilidade da grama estar molhada se ligarmos o irrigador, chova ou faca
sol?
Calculamos a probabilidade marginal, marginalizando em func¢do de R

P(W|S) = P(W|R, S)P(R|S) + P(W|R, S)P(R|S)

Obtemos as relagdes de independéncia da rede bayesiana, por exemplo, sabemos

que
P(R|S) = P(R)

porque ndo hd setas entre R e S.
Assim,

P(W|S) = P(W|R,S)P(R) + P(W|R,S)P(R) = 0.95 x 0.4 + 0.9 x 0.6 = 0.92
Vamos estimar agora a chance do irrigador estar ligado se a grama estava molhada

P(W|S)P(S) _ 0.92 x 0.2
PW) 052

P(S|W) = =0.35

onde

Agora vamos supor que sabemos que choveu. Assim, temos

_ P(W|R,S)P(S|R) _ P(W|R,S)P(S) _
PSIRW) = == e = = =g =021

Observe que por sabermos da chuva, a probabilidade do irrigador estar ligado
diminuiu. Isso é chamado explaining-away. Uma vez que sabemos da chuva, R e
S ficam dependentes.

4 Classificador Naive Bayes

Supomos os atributos x; estatisticamente independentes.

M
p(x|Cx) = [[ p(;1Ch). k=1,.... L
j=1
Associar x a classe C,, que:
M
Cn = argnéaklel[lp(azjwk), k=1,...,L

O classificador Naive Bayes é um caso particular de rede bayesiana.
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5 Regras de associacao

Uma regra de associa¢do € uma implicacio da forma X — Y. Um exemplo tipico é a
andlise de carrinho de compras. Quem compra X também compra Y.

Duas medidas sdo calculadas para essa andlise:

Confianca da regra de associagé@o deve ser proxima de 1 e maior que p(Y") e fornece
uma medida da importancia ou intensidade da regra

ple,y quantos compraram X e Y
conf(z —y) =plylr) = ( )) =

p(x quantos compraram X
O suporte da regra de associacao informa a significancia estatistica da regra:

quantos compraram X e Y
support(z — y) = p(z,y) =

compradores no total

O algoritmo Apriori busca essas regras numa base de dados de forma eficiente.
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