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Estimação de Densidade

Estimação de densidade é o problema de estimar a função de
densidade de probabilidade. É um problema intimamente
relacionado aos problemas de classificação e de regressão.

C. H. Q. Forster (ITA) CC-226 19 de março de 2008 3 / 51



university-logo

Estimação por votação em grade

Consideramos intervalos consecutivos de comprimento fixo h.
Esses intervalos em 2D formam uma grade de quadrados de lado
h.
No caso de dimensão M (atributos) formam-se hipercubos de
lado h e volume hM .
Para N instâncias, a probabilidade de uma instância estar numa
célula é:

pi =
ni

NhM
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Número de amostras em cada cubo

Dado um total de N observações obtidas com distribuição p(x).
Cada ponto tem probabilidade P de cair na região R.
O total K de pontos na região R segue uma distribuição binomial:

Bin(K |N,P) =
N!

K !(NK )!
PK (1− P)N−K
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Densidade estimada

A esperança de K é dada por NP.
A variância é NP(1− P)

Assumindo p(x) aproximadamente constante em torno da região
R e R suficientemente pequena, aproximamos P ' p(x)V .
Substituindo, obtemos para o volume V da região R:

p(x) =
K

NV
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Densidade estimada

Como veremos, há duas formas de explorar esse resultado:
Deixar K constante e permitir variar V , o que dá origem a um
método de k-vizinhos mais próximos (k-nearest neighbors);
Fixar V e determinar K a partir dos dados, o que dá origem ao
método dos kernels.
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Classificação

Podemos classificar uma observação cujos atributos remetam a
uma célula da grade.
Classificamos de acordo com a maioria das observações da
amostra de treinamento.
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Maldição da Dimensionalidade

O numero de células a dividir o espaço cresce exponencialmente
com a dimensão (número de atributos).
Lembrando o problema de regressão múltipla, considerar o que
acontece com o número de interações entre fatores quando a
dimensão (número de fatores) aumenta.

C. H. Q. Forster (ITA) CC-226 19 de março de 2008 10 / 51



university-logo

Maldição da Dimensionalidade

O numero de células a dividir o espaço cresce exponencialmente
com a dimensão (número de atributos).
Lembrando o problema de regressão múltipla, considerar o que
acontece com o número de interações entre fatores quando a
dimensão (número de fatores) aumenta.

C. H. Q. Forster (ITA) CC-226 19 de março de 2008 10 / 51



university-logo

Função de Janela

Cada célula pode ser representada através de uma função janela
ou gate definida da forma:

φ(u) =

{
1, |ui | ≤ 1/2, i = 1, . . . ,M,
0, caso contrário

O número de pontos dentro do hipercubo de lado h será dado por:

K =
N∑

i=1

φ

(
x− xi

h

)
.
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Densidade estimada para a janela

Substituindo:

p(x) =
1
N

N∑
n=1

1
hM φ

(
x− xi

h

)
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Janela de Parzen

Janela de Parzen ou Kernel.
Na forma geral, não há necessidade de ser uma função gate
abrupta. Podem-se utilizar funções de base radial com
sobreposições.
Lembrar da regressão com funções RBF da aula passada.
Por exemplo, utilizando uma Gaussiana, a densidade estimada é
então:

p(x) =
1
N

N∑
i=1

1
(2πh2)1/2 exp

(
−‖x− xi‖2

2h2

)
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Método da Janela de Parzen

Consideramos a Janela de tamanho fixo centrada no ponto para o
qual queremos estimar a densidade.
Outra interpretação é somar todas as janelas centradas nas
instâncias.
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Classificação pela Janela de Parzen

No caso da função gate, podemos classificar um ponto de acordo
com a maioria das amostras dentro da janela centrada no ponto a
classificar.
No caso suave, haverá uma ponderação da importância desses
pontos (votação ponderada).
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Problema com o método da Janela de Parzen

Considere o problema de propor um tamanho para a janela.
O que fazer se há regiões do espaço em que as amostras são
muito esparsas ou inexistentes?
Que tal utilizar um volume adaptativo?

C. H. Q. Forster (ITA) CC-226 19 de março de 2008 26 / 51



university-logo

Problema com o método da Janela de Parzen

Considere o problema de propor um tamanho para a janela.
O que fazer se há regiões do espaço em que as amostras são
muito esparsas ou inexistentes?
Que tal utilizar um volume adaptativo?

C. H. Q. Forster (ITA) CC-226 19 de março de 2008 26 / 51



university-logo

Problema com o método da Janela de Parzen

Considere o problema de propor um tamanho para a janela.
O que fazer se há regiões do espaço em que as amostras são
muito esparsas ou inexistentes?
Que tal utilizar um volume adaptativo?

C. H. Q. Forster (ITA) CC-226 19 de março de 2008 26 / 51



university-logo

O Método dos Vizinhos mais Próximos

Considere que podemos alterar o tamanho da janela.
Fixamos então um número de vizinhos mais próximos em k e
procuramos o menor volume centrado no ponto a se estimar a
densidade que contém pelo menos k instâncias.
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Classificação pelos vizinhos mais próximos

Algoritmo:
Fixamos k .
Centramos a janela no ponto x a ser classificado.
Procuramos os k vizinhos mais próximos dada uma medida de
distância.
Se a maioria desses pontos pertence à classe Ci classifique x
como Ci .
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A Escolha de k

Quanto maior k , mais pontos influenciam a regressão.
Pode-se, portanto, esperar uma suavização da curva
aproximadora.
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A Regra do vizinho mais próximo

Quando fazemos k = 1 temos o método 1-NN que associa x à
classe do elemento de treinamento mais próximo.
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Mosaico de Voronoi

O Diagrama de Voronoi contém os pontos de igual menor
distância a um conjunto de pontos.
Cada célula do diagrama corresponde a um dos pontos e
representa a vizinhança desse ponto que classificaria qualquer
elemento da célula como da mesma classe segundo a regra do
vizinho mais próximo.
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Escolha da função distância

Propriedades de invariância:
translações
escala
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Lazy learning

Lazy Learning ou Aprendizado baseado em Instâncias ou
baseado em Memória
Como é chamado o aprendizado sem treinamento.
É necessário armazenar todas as instâncias e buscá-las no
momento da classificação.
O fato de não haver treinamento onera a fase de classificação.
Estruturas de dados facilitam a recuperação dos vizinhos mais
próximos a um dado ponto.
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Regressão Localmente Ponderada

Função objetivo da regressão

E =
1
2

∑
x∈D

(f (x)− f̂ (x))2

Minimizar o erro quadrático apenas para os k vizinhos mais
próximos.

E(xq) =
1
2

∑
x∈k nearest nbrs of xq

(f (x)− f̂ (x))2

Ou minimizar o erro quadrático ponderado por uma função da
distância.

E(xq) =
1
2

∑
x∈D

(f (x)− f̂ (x))2K (d(xq, x))

C. H. Q. Forster (ITA) CC-226 19 de março de 2008 47 / 51



university-logo

Regressão Localmente Ponderada

Função objetivo da regressão

E =
1
2

∑
x∈D

(f (x)− f̂ (x))2

Minimizar o erro quadrático apenas para os k vizinhos mais
próximos.

E(xq) =
1
2

∑
x∈k nearest nbrs of xq

(f (x)− f̂ (x))2

Ou minimizar o erro quadrático ponderado por uma função da
distância.

E(xq) =
1
2

∑
x∈D

(f (x)− f̂ (x))2K (d(xq, x))

C. H. Q. Forster (ITA) CC-226 19 de março de 2008 47 / 51



university-logo

Regressão Localmente Ponderada

Função objetivo da regressão

E =
1
2

∑
x∈D

(f (x)− f̂ (x))2

Minimizar o erro quadrático apenas para os k vizinhos mais
próximos.

E(xq) =
1
2

∑
x∈k nearest nbrs of xq

(f (x)− f̂ (x))2

Ou minimizar o erro quadrático ponderado por uma função da
distância.

E(xq) =
1
2

∑
x∈D

(f (x)− f̂ (x))2K (d(xq, x))
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Para determinar uma aproximação ŷ para o ponto xq:
1 Obtenho N instâncias na forma (yi , xi);
2 Utilizo K (d(xq, x)) para determinar pesos para cada instância i ,

baseados na distância d ao ponto xq;
3 Obtenho os parâmetros β de regressão ponderada utilizando os

pesos calculados;
4 Obtenho a estimativa ŷ .
5 Para outro ponto xp, refaço do passo 2 em diante.
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