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Probabilidade como Extensao de LP

UM SISTEMA SEMANTICO BASEADO EM LP E PROBABILIDADES

Idéia: “herdar” proposicGes de Loégica Proposicional (mas ndo o modelo de
inferéncia), e relisa-las no contexto probabilistico (Teoria dos Conjuntos).

I Légica Proposicional: sintaxe baseada em veracidade de proposicdes
(sentencgas) e suas combinacdes (via operadores ldgicos). Ndo admite
| guantificacao e variaveis (simplificacédo sobre LPO).

Exemplos de sentencas validas em LP:

BracodoRoboOK ~ PecaVisivel = RoboPegaPeca
-AvBAaC =S
A, n East, AW, , = — Forward
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Conceitos Basicos de Probabilidade (1)

= O espago amostral £ - conjunto de todos o0s possiveis resultados
de um experimento (processo).

e.g.: 0s 6 possiveis resultados para um dado langado, os 2n possiveis nimeros
binarios em uma cadeia de n hits.

= wef2 é um evento elementar (atbmico) de Q.

= Um campo o (c-field) - colecdo 7de subconjuntos de Q que
satisfaz:

adefF b)seA, A, .. <7 entdo UAiET c)se A e Fentdo Ac € F

i=1
Exemplos de o-field:
F={J, Q}.
F={J, A, Ac Q}, para todo A c Q.
O power set (conjunto dos subconjuntos) de Q.
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Conceitos Basicos de Probabilidade (2)

Posso relacionar “resultados” de experimentos (ou eventos de interesse)

a o-fields:
Q, 7)
Os possiveis / \ Os resultados
resultados

(eventos) de
(eventos)

interesse
elementares

Exemplo: Jogo duas moedas em sequéncia. Estou interessado no evento
“ocorre lado igual nas duas moedas”.

Q = {(cara,cara),(cara,coroa),(coroa,cara),(coroa,coroa)}.
F={d, {(cara,cara),(coroa,coroa)}, {(cara,coroa),(coroa,cara)} , Q}.

o

O evento “impossivel” O evento “certo”
(cond. a) Complementar do (cond. b)

O evento evento (cond. c)
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Conceitos Basicos de Probabilidade (3)

m Uma medida de probabilidade P sobre {Q, 7} é uma funcéo
P: ¥—[0,1]
tal que:
a) P(9)=0;
b) P(Q)=1;
c)se A, A,, ... € uma colegdo de membros disjuntos de 7, entdo

P[QA}gP(A)

= Atripla (QQ, #, P) composta por um conjunto amostral Q, um c-space e
uma medida de probabilidade P forma um espaco de probabilidade.
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Exemplos

= Langamento de uma moeda (possivelmente viciada)
Q={HT}, F={J, H, T, Q}, P(H)=p, p € [0,1].

P(&) =0 (def), P(Q)=1(def)
H, T disjuntos = P(Q) =P(HuU T) = P(H) + P(T) = p + P(T) = P(T) = 1-p.

= Lancamento de um dado.
Q={1,2,3,4,5,6}, 7={0,1}2, P(A) = Z Pi (p, € [0,1]), para todo A c Q.
Evento A,: aparecer nmero par. <"

Evento A,: aparecer o “5”.

P(A, UA,) = P(A)) + P(A,) = [1/6 + 1/6 + 1/6] + 1/6 = 2/3.
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Conceitos Basicos de Probabilidade (4)

Note que o conceito formal de medida de probabilidade n&o faz referéncia a
freqiiéncia de ocorréncia, crengas, chances, etc.

Entretanto, o relacionamento a partir da definicdo de medida de probabilidade é
perfeitamente natural:

a) O impossivel nunca acontece...

b) Algum evento tem que resultar de um experimento...

c¢) A “chance” de ocorrer A ou B ou C disjuntos é a soma das “chances” de
ocorrer cada um dos eventos A, B e C.

d) Qualquer “chance” esta entre O e 1.

Lema 1: P(A%) =1-P(A)
Lema 2: P(A U B) =P(A) + P(B) — P(A, B) (A e B ndo disjuntos)
Lema 2: P(A) = P(A,B) + P(A, —B)
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Conceitos Basicos de Probabilidade (5)

P(A | K) — probabilidade condicional ou posterior.
Crenca em A, dado o corpo de informacgéo K.

P(A) — probabilidade a priori: Crenca em A, na falta de informacéo adicional
proveniente de K.

Variavel aleatéria: fungéo que associa possiveis eventos a uma
probabilidade de ocorréncia.

P(Tempo=Sol) = 0.7

P(Tempo=Chuva) = 0.2

P(Tempo=Nublado) = 0.1

Em que sentido isto € uma extenséo de LP? Vejamos...

proposicoes e prob prior e
probabilidades.pdf dist.pdf
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Probabilidade condicional

Probabilidade condicional ou posterior, e.g., P(carie|dordedente) = 0.8

i.e., dado que dordedente é tudo que conheco, a chance de carie (vista
por mim) é de 80%.

NAO “se dordedente entdo 80% de chances de carie”

(Notacdo: P(céarie|dordedente) = vetor de 2-elementos vetores de 2-
elementos)

Se sabemos mais, e.g., carie é também observada, entao
P(cérie|dordedente, carie) = 1

OBS:

1) A crenga menos especifica permanece vélida, mas pode ficar inutil.
2) A nova evidéncia pode ser inutil:

P(carie|dordedente, Corinthians derrotado) = P(céarie|dordedente) = 0.8

NOTE A IMPORTANCIA DO CONHECIMENTO DO DOMINIO PARA
QUALQUER PROCESSO DE INFERENCIA.
CcT215 9
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O Axioma Basico
p(AB) =~ AE)
P(B)

Isto parece intuitivo?
A falta de naturalidade deste axioma é uma das grandes criticas a teorias de IA
baseadas em Probabilidade.

Mais natural é: P(A,B)=P(A|B)P(B)

onde B forma um “contexto” para o evento A.

Ha uma verséao geral para distribuicdes completas, e.g.,
P(Tempo,cérie) = P(Tempo|céarie)P(carie)

(Um conjunto de 4 x 2 equacdes, e ndo multiplicacdo de matrizes)
Corolario:

P(A)=Y. P(A[B,)P(B))
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Regra da Cadeia

Generalizando:

P(Alk)=> P(A|B;k)P(B,|K)
A Regra da Cadeia:
P(E,,E,,...E,)=P(E, | BE, ,,...E,,E,)...P(E, | E,)P(E,)

P(Xy, .. X)) = P(Xy, - . o X00) POG T Xy, - o Xon)
P(Xy, o X0 0) Py | Xys 2 oXo0) POG T Xy -2 o Xog)

=TIPCOX | Xy W Xy

CT215
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Interpretacdo e Modelos Probabilisticos

Desnecessario num curso de probabilidade, mas (til do ponto de vista de IA.
Desnecessario do ponto de vista matematico, mas importante para adeptos de
Probabilidade Bayesiana como ferramenta para descrever a realidade.

P(A,B)
P(A)

Crenca em B depois de se descobrir A nunca é menor do que a crenga em A,B
antes de se descobrir A.

PB|A)=

Definindo Grau de Surpresa = [P(A)]%, observo que a razado entre P(B|A) e
P(A,B) aumenta com este.

Modelo Probabilistico: codificagdo de informacg&o probabilistica que permite
calcular a probabilidade associada a qualquer sentenga formada a partir de
proposi¢cGes atdmicas. Normalmente, o0 modelo é especificado por uma
distribuicdo conjunta associada a conjuncéo das variaveis.

Exemplo: Sentencas A,B,C. O modelo especifica probabilidades para as
sentencas (A A B A C), (AA B A =C), etc., de modo que sua soma seja 1.

CT215
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Suficiéncia de Modelos Probabilisticos

* Cada conjunc¢édo de variaveis € um evento elementar(ponto).
» Uma férmula qualquer é um conjunto de pontos.
* Qualquer férmula booleana pode ser expressa como uma disjungéo
de eventos elementares.
* Os eventos elementares sdo mutuamente exclusivos.
Do axioma: P(S) = P(E,) + P(E,) +. ..
E uso o axioma bésico para calcular qualquer P(A|B).

Uma medida de probabilidade (no sentido estrito)!
Um modelo completo (no sentido de modelos l6gicos)!

Inferéncia por enumera(;éo:_ inference by
enumeration.pdf

CT215 13

TN D A A WS Ee S|

Inversdo Bayesiana (Regra de Bayes)

P(e|H)P(H)

P(Hle)= P (©)

P(H| e): Probabilidade posterior
P(H): Probabilidade a priori

Prova.. ..
Por qué esta formula é importante?
P(e[H) é facil de calcular, ao contrario de P(H|e).

Exemplo.No cassino, um croupier fala 12! Ele jogou os dados ou estava
comandando um jogo de roleta?

P(12|dados), P(12|roleta): facil de modelar. P(dados), P(roleta): facil,

basta ver nimero de mesas de dado ou roleta no cassino. P(dados|12),
P(roleta]12): ndo é téo facil estimar . . .
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Predicdo e Diagnostico

Definindo:

P(H) _ P(H)
P(=H) 1-P(H)
P(e|H)
P(e[—H)

P(H |e)
P(=H |e)

Chances a priori: O(H) =
Taxa de verossimilhanga: L(e|H) =

Chances a posteriori: O(H |e)=

Temos:

O(Hle) = L(e[H)O(H)
O(H): predicdo baseada apenas na informacéo de background.
L(e[|H): diagnostico baseado na evidéncia..

CT215
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Acumulando Evidéncias

Considere N alarmes diferentes, cada um sensivel a um mecanismo distinto e
produzindo um som diferente.

Sejam H = evento “Roubo Ocorreu”, ek = evidéncia fornecida pelo alarme k (eX;:
inativo, e, : ativo)

k
A sensibilidade do alarme € caracterizada por: L(ef | H):M
. i . P(e/ |=H)
Alguns alarmes ativos e outros ndo: evidéncia conflitante.

O(Hle,e?,...e")=L(e*,e?,...e" |H)O(H)
Dificil de calcular, mas se aﬁ%sumirmos independéncia entre sensores:
P(e',e?,...e" |[H)= [ P(e“ | H),P(et,e?,...e" | -H) =] [ P(e" | —H)
k=1 k=1
e portanto, O(Hlel,eZ,...e”)=O(H)H LE" | H)
k=1

Ou seja: caracteristicas individuais suficientes para determinar impacto combinado
dos alarmes.

Aindependéncia de evidéncias usualmente simplifica muito o problema.

CT215
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Recursao Bayesiana

Sejam:

* H: hip6tese

e, =el e? ..., en dados observados no passado (evidéncias)
e e: um novo fato

Como calcular P(H| e, ,e)?

Método Animal:

+ adiciono e a colegédo e,

« calculo o impacto de H no novo conjunto e, , = {e, , e}

Trabalho insano: preciso de toda a seqiiéncia histérica de dados a
cada passo.

CT215
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Recursdo Bayesiana

Sob certas condi¢8es, posso fazer:

P(HIe, &)= P(Hle, ) oo o)

P(ele,)
Observe que P(H|e,) faz o papel da probabilidade a priori no célculo do impacto

da nova informacéo e. Isto ainda pode ser trabalhoso. Freqiientemente, porém,
h& independéncia entre a nova evidéncia e a cole¢do de evidéncias passadas:

P(ele, H) = P(e|H) e P(ele,, —=H) =P(e| =H)

e portanto

O(Hle,.,)=O(H |e,)L(e|H)

que é um procedimento recursivo para calcular chances a medida que nova
informacéao € adquirida.

Calculando logaritmos (log-likelihood)

logO(Hle,.,)=10ogO(H |e,)+logL(e|H)

gue permite uma interpretacao intuitiva clara para o efeito da nova informacéao.

CT215
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Hipoteses a Varias Variavels
Independéncia Condicional: OK se variaveis que influenciam
hipétese sdo dependentes de mecanismos intrinsecos a cada uma.

Em geral, circunstancias externas podem afetar grupos de varidveis, introduzindo
uma dependéncia “escondida”. O que fazer?

Solugao: aumentar o refinamento do espaco de hipoteses.
Exemplo: ao invés de H = roubo e H = — roubo, defino:
roubo, porta arrombada

roubo, janela arrombada

sem roubo, siléncio total

H =
H =
H =
H = sem roubo, terremoto.

de modo que cada hipétese corresponda a um Unico estado dos sensores.

CT215 19
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Modelagem Hierarquica: Evidéncia Incerta

Exemplo. Jo&o recebe ligagcdo do vizinho Marcos, que afirma ter ouvido o som de um
alarme anti-roubo vindo da direcdo da casa de Jodo. Enquanto se prepara para ir
para casa e verificar o que houve, Jodo lembra que Marcos é um brincalhdo de
péssimo gosto, e decide ligar para sua outra vizinha Ana, mais confiavel.
Evidéncia S = Som é incerta: ndo posso simplesmente escrever

O(H|S) = L(S|H)O(H).

A Unica evidéncia real é o testemunho de Marcos: s6 tenho O(H|M) = L(M|H) O(H).

P(M
L(M | H) = P(I\/I||H) nao trivial: depende de inferéncia em 2 passos (ver figura).
@ Testemunho de Ana
Roubo Alarme
Testemunho de Marcos
CT215 20
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Modelagem Hierarquica: Evidéncia Incerta

Mesmo que tenha L(M|H), ndo posso combina-lo de modo simples com outras
evidéncias (como o testemunho de Ana) como no exemplo anterior, pois 0s
depoimentos ndo sdo condicionalmente independentes com respeito a H. Em
outras palavras, ndo posso afirmar P(A|H,M) = P(A|H) porque o testemunho de
Marcos prové evidéncia mais forte de roubo (ou seja, de disparo de alarme
ouvido por Ana).

Posso porém assumir independéncia entre A e H com respeito a S , uma vez que
saibamos se o alarme disparou ou néo.
Resolvemos o problema incorporando a variavel intermediaria S:

P(Hi | A M):O‘P(An M | Hi)P(Hi) :aP(Hi)ZP(Av M | Hi!Sj)P(Sj | Hi)

onde j corresponde a cada um dos possiveis estatlos do alarme. A independéncia
condicional de A,M,Hi com respeito a S permite:

P(AM |H;,S,)=P(A|S,)P(MS))
e portanto
P(H, | A,M)zaP(Hi)ZP(A,Sj)P(M IS;)P(S;,H,)

CT215 21
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Modelagem Hierarquica: Independéncia
Condicional como Simplificador

Computacionalmente, o processo de usar a independéncia condicional
relativa a S permite divisdo do problema em estagios independentes
para formar uma inferéncia global (um processo de encadeamento).

O processo parece ser comum no processo de raciocinio humano:

Exemplo - Medicina e definicdo de quadros clinicos para variaveis que
produzem independéncia condicional.

CT215 22

11



TN AR A A WS Ee S|

Modelagem Hierarquica: Evidéncia Virtual

Considere a seguinte modificacéo da estéria. Quando Jodo liga para Ana, esta se mostra
prolixa e dispersiva. Ao invés de responder se de fato ouviu o alarme, Ana discorre sobre
sua ultima operagao, fala de futebol e comenta o barulho da vizinhanga nos dltimos meses.
Da conversa, Jodo conclui que provavelmente existe algo como 80% de chance de que Ana
tenha de fato ouvido o alarme de sua casa. Isto néo é facil de modelar. .

P(e|Som) para este tipo de evidéncia certamente ndo pode ser modelado: cada evidéncia
corresponde a uma possivel “conversa”. E P(Som|e) requer especificacéo precisa sobre
como a evidéncia e foi obtida.

Problema da interpretacéo autbnoma: intérprete ndo consegue explicar processo

interpretativo, mas sua informac&o é valiosa.

No exemplo: Jodo estabeleceu uma medida de confianga de 0.8 para a hipétese Som, mas
0 processo de obtencao da evidéncia esta escondido. Como combinar este julgamento
com crengas prévias e ter certeza de que uma informagéo néo é usada mais de uma vez?

Simplificagdo: assume-se que sumarios de evidéncia virtual sdo produzidos independente
de informacao prévia. A evidéncia acima portanto ndo pode ser interpretada como
P(Som|A)=0.8, pois este é sensivel, por exemplo, a caracteristicas do alarme (P(Som|H)).

Normalmente, interpreto evidéncia virtual como medida de verossimilhanca:

P(A|Som):P(A|—-Som)=4:1
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