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Resumo

A principal contribuicdo deste trabalho é a elaboracdo de vérios algoritmos
originais para multiplicagdo de matrizes n X n no hipercubo de p processa-
dores, sendo que dois destes superam, em termos de complexidade de tempo,
os melhores algoritmos conhecidos, devidos a Dekel, Nassimi e Sahni. Eles

apresentaram algoritmos de O(n’\/p%), com?2<A<3el<p<n?e

O(log% + %), com n? < p < n?. O algoritmo MMM, apresentado neste

trabalho é O(p’;f—f3 logp + p’;—%), com 1 < p < n3. Demonstra-se que MMM, é
melhor para 1 < p < n3/log?n.

Através do estudo de alguns outros trabalhos dos mesmos autores, pdde-se
observar que o hipercubo é encarado por eles de uma maneira interessante,
a qual chamamos de visualiza¢gdo matricial. A principal vantagem dessa
visualizacao é sugerir uma idéia geométrica do hipercubo, e a0 mesmo tempo
aproveitar a presenca de varios sub-hipercubos nesta estrutura.

Com a utilizacao das operacoes basicas de comunicagao, ganhou-se
clareza, simplicidade e concisao nos algoritmos, que sao descritos segundo uma
nova formalizacao introduzida neste trabalho.

Né6s também apresentamos outros algoritmos originais para multiplicacao
de matrizes no hipercubo segundo o paradigma da “divisdo-e-conquista” que
gastam espaco extra constante, e para multiplicacdo de matriz por vetor.



Abstract

The main contribution of this work is the elaboration of several original
algorithms for n xn matrix multiplication on the hypercube of p processors, two
of which outperform, in terms of time complexity, the best known algorithms by

A—1
Dekel, Nassimi and Sahni. These authors presented algorithms of O(n*/p~7 ),
with 2 < A <3 and 1 < p < n?, and O(log & + %), with n? < p < n3.
The MMM, algorithm presented in this work is O(-7; logp + 75), with

1 <p<n3 It is shown that MMM, is better for 1 < p < n3/log3 n.

Through the study of some other works by the same authors, we could
observe that the hypercube is viewed by them in an interesting manner, which
we name as matricial visualization. The main advantage of this visualization
is to suggest a geometric idea of the hypercube and at the same time make use
of various sub-hypercubes in the structure.

By utilizing basic communication operations, we gain clarity, simplicity
and concision in the algorithms, that are described through a novel formaliza-
tion introduced in this work.

We also present some other original algorithms for matrix multiplication
on the hypercube, according to the paradigm of “divide-and-conquer” that use
constant extra space, as well as for vector-matrix multiplication.
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Capitulo 1

Consideracoes preliminares

Ao iniciarmos esta dissertacdo, o objetivo que nos propusemos foi desenvolver algoritmos
para méquinas paralelas com arquitetura do tipo hipercubo de dimensido d, também
conhecido pelo nome de d-cubo binario.

O principal fator de motivagao é o fato de o hipercubo ser uma rede de interconexao de
processadores que se tem utilizado em muitas arquiteturas paralelas. Do ponto de vista de
construgao, a estrutura do hipercubo tem a vantagem de ser facilmente extensivel (“escala-
bilidade”). O primeiro protétipo foi chamado Cosmic Cube [Sei85], composto por 26 = 64
processadores Intel 8088, fabricado pelo Caltech. A empresa Thinking Machines Corpora-
tion produziu a Connection Machine [Hil85], com 2'6 = 65536 processadores agrupados em
4096 modulos ligados em um 12-cubo, enquanto a Intel fabricou o iPSC/2, com 27 = 128
processadores 80386, e uma série de outros hipercubos. Uma discussao sobre arquiteturas
paralelas e suas perspectivas futuras pode ser encontrada em [Bel92].

Apesar da disponibilidade desses computadores paralelos, a sua efetiva utilizacao de-
pende do projeto e desenvolvimento de algoritmos paralelos que, em geral, ndo sao faceis
de conceber. Alguns trabalhos [DNS81, NaS81, NaS82| nos chamaram a atencdo por intro-
duzirem um modo interessante de visualizar o hipercubo. Esta técnica, que chamamos de
visualizacao matricial ao longo de todo este texto, permite aproveitar uma série de pro-
priedades da defini¢do recursiva do hipercubo, constituindo-se em um instrumento muito
atil para conceber algoritmos nesta topologia.

Estudando esta técnica, chegamos a conclusdo de que pode ser melhor explorada com
relagdo aos algoritmos para multiplicagao de matrizes, e obtivemos novos algoritmos supe-
riores aos ja publicados por Dekel, Nassimi e Sahni [DNS81|. Eles apresentaram algoritmos

de O(Tl)‘/p%), com?2<A<3el<p<n?e O(log%—i—’%), comn?> <p<nd O

algoritmo M M M, apresentado neste trabalho é O(pg—fglogp + pﬁ—%), com 1 < p < nd
Demonstra-se que MM M; é melhor algoritmo para 1 < p < n3/ log® n. Por esse motivo,
o problema da multiplicacao de matrizes tornou-se o tema dominante do nosso trabalho.

Neste capitulo inicial, depois de definirmos a notacao das complexidades, descreveremos
de uma maneira sucinta alguns dos modelos de computagdo paralela mais comumente
utilizados na literatura. Esses modelos procuram, dentro do possivel, refletir as maquinas
reais.
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Num sistema de computacao paralela de meméria distribuida, os processadores se co-
municam através de troca de mensagens, conforme o algoritmo que implementam para
resolver um determinado problema. Entretanto, comparando-se diversos algoritmos clés-
sicos, pode-se observar que freqiientemente se repetem alguns tipos de comunicagao entre
os processadores, e que por isso recebem um cuidado especial. Esses tipos de comunicacgdo
serao chamados operacoes basicas, e suas descricoes também estdo neste capitulo.

No capitulo 2, definimos o grafo do hipercubo, e relacionamos algumas de suas princi-
pais propriedades, bem como possibilidades de imersées de outras topologias conhecidas.
A partir disso, explicamos em que consiste a técnica das visualizagoes. Procuramos enume-
rar de um modo claro as propriedades que nos serdao tteis adiante, e reescrevemos alguns
algoritmos [NaS81, NaS82|, aproveitando também as operacoes basicas.

O objetivo do terceiro capitulo é estabelecer hipoteses com relagao as medidas de com-
plexidade das operagoes bésicas no hipercubo, para assim podermos descrever alguns de
seus algoritmos, entre eles os do tipo SIMD que serao utilizados.

O capitulo 4 é o principal de todo o texto. Nele tratamos do problema da multiplica-
¢ao de matrizes no hipercubo, descrevendo inicialmente os algoritmos ja conhecidos e em
seguida explicando como é possivel a elaboragdo de varios originais. A partir das complexi-
dades desses algoritmos, estabelecemos um critério de comparacao para entao concluirmos
quais sdo os melhores. Dois dos novos algoritmos superam os conhecidos até agora. Por
fim, apresentamos uma série de algoritmos originais, de espago extra constante, para mul-
tiplicagao de matrizes que se baseiam no método de “divisao-e-conquista”.

O problema da multiplicagdo de matriz por vetor, pela sua semelhanga com o anterior,
pode ser resolvido empregando-se idéias andlogas. A descricdo de novos algoritmos para
esse problema estd no capitulo 5.

No 1ultimo capitulo, tecemos alguns comentérios sobre o trabalho realizado, onde pro-
curamos explicar todo o seu desenvolvimento, e relatar alguns pontos que ainda necessitam
de um maior estudo.

O apéndice A contém uma lista de simbolos usados, seus significados e 0 nimero da
pégina de sua primeira ocorréncia.

1.1 Notagao para complexidades

Faremos aqui uma breve descrigdo das notacoes O(.), ©(.), ©(.) e o(.), que utilizaremos
com freqiiéncia nos calculos das complexidades dos algoritmos.
Seja uma funcao f: N — N. Definimos os seguintes conjuntos de fungoes:

O(f) = {¢9g:N—=N|3ny>0, 3c¢>0, tal que ¥V n > ng, g(n)
{g:N—=>N|3ng>0, 3¢>0, tal que V n > ng, g(n)
() = o)naf)

=
=
[

Como é usual, escreveremos g = O(f), g = Q(f) e g = O(f) ao invés de g € O(f),
g € Q(f) e g € O(f), respectivamente.
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Além disso, seguindo a definicdo de Wilf [Wil86], dadas duas fun¢oes f(n) e g(n),
dizemos que f(n) = o(g(n)) se lim,—4 f(n)/g(n) existe e & igual a 0. Portanto, se
temos dois algoritmos que gastam tempo f(n) e g(n), onde n é o tamanho da entrada,
e f(n) = o(g(n)), sabemos que para todos os valores suficientemente grandes de n, o
desempenho do primeiro algoritmo serd garantidamente superior ao do segundo.

Um caso particular que aparece com freqiiéncia no nosso trabalho é o seguinte:

log®n = o(n?), paraa>1eb> 0.

Isso pode ser provado com a aplicagdo da regra de L’Hospital, como mostramos abaixo.
Fazemos a seguinte troca de variavel: nl = m, ou seja, n = mt/b. ¢ & uma constante.

. log®n ) In® m1/b
lim — = c lim —
n—-+4o0o n m—-+00 m
c In®m
= — lim
b m—+oo m
a—1
_oa In“" " m(1/m)
b m——+oco 1
cala—1)...(a—la]+1) . In*ledpm
— im
ba m—+oo m
_cala—1)...(a—[a] +1) I Inm\ oLl 1
B ba m—lg—loo m mlel+1l-a
= 0.

1.2 Modelos

A computacao paralela caracteriza-se pela presenca de vérios processadores trabalhando
simultaneamente para resolver um mesmo problema. Quando esses processadores estdo
sincronizados e subordinados a um tnico controle, todos executando simultaneamente uma
mesma instrucao, apesar de possuirem dados diferentes, dizemos que neste caso o controle é
centralizado. Na literatura utiliza-se a nomenclatura SIMD, que significa Single Instruction
Stream, Multiple Data Stream. Por outro lado, quando ndo héa esse controle central, e os
processadores trabalham de modo independente, com sua préopria unidade de controle,
emprega-se o nome de MIMD, isto &, Multiple Instruction Stream, Multiple Data Stream.
Esta centralizacdo pode ou nao ocorrer com relacdo a memoria. No caso em que ha
uma dnica memoria, & qual todos os processadores tém acesso, dizemos que a memoria
¢ compartilhada (shared). Para que isso seja possivel, é preciso estabelecer critérios para
resolver conflitos de escrita ou leitura entre os processadores. O oposto ocorre quando cada,
processador tem sua propria memoria, a qual chamamos entdo de meméria distribuida.
Os processadores estao ligados entre si segundo uma topologia, a qual chamaremos de
“rede de interconexao”. KEssa rede pode ser representada por umn grafo, onde os vértices
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sdo os processadores e as arestas sdo os canais de intercomunicacdo. Dessa forma, os
processadores comunicam-se entre si através do envio de mensagens através desses canais.

Existem modelos com respeito ao modo como é feita a comunicacio nesses canais
segundo varios aspectos:

Capacidade de comunicacao: Podem ser definidos trés tipos:

1-port: Durante uma comunicacao, cada processador s6 pode utilizar um tnico canal
por vez. Também é chamado de processor-bound, whispering, etc.

d-port: Considerando que cada processador tenha até d canais, ele pode utiliz-los
todos simultaneamente. Também é chamado de link-bound, shouting, etc.

k-port: Cada processador pode utilizar somente k canais simultaneamente, 1 < k <
d. Também é chamado de DMA-bound.

Canais: Dados dois processadores p; e p; interconectados entre si, e supondo que o canal
de comunicagdo que os une seja bi-direcional, este mesmo canal pode ser de dois
tipos:

Half-duplex: Somente uma mensagem por vez pode atravessar o canal, de p; para
pj ou de p; para p;.

Full-duplex: Duas mensagens podem atravessar simultaneamente o canal, uma em
cada sentido.

Tempo de comunicagao: O tempo T necessario para que uma mensagem chegue de um
processador a outro através de um canal de comunicagdo que os interliga é modelado
de diferentes modos na literatura. Fraigniaud e Lazard [FrL91] descrevem-nos da
seguinte forma:

Modelo linear: Através de experimentos, verifica-se que o tempo de comunicagio
depende do tamanho da mensagem enviada. Portanto, considera-se T'= G+ LT,
onde 3 € o custo de start-up (“inicializa¢do”) e 7 é o tempo de transmissdo de
uma mensagem de tamanho unitario. L é o tamanho da mensagem.

Modelo constante: E feita a suposicido de que o comprimento das mensagens é tao
pequeno a ponto de considerar o tempo 1’ como uma expressao constante. Além
disso, também se supde neste modelo que as mensagens podem ser quebradas e
associadas! sem qualquer gasto extra de tempo.

Modelo segundo Bertsekas et al.: Em [BOS91| e [BeT89], um outro modelo é
sugerido, diferindo do modelo constante por ndo permitir quebra ou associagao
de mensagens. Os autores comentam que esse modelo pode ser comparado com
o linear assumindo 8 = 0 e 7 = 1, e considerando as mensagens com tamanho
unitario.

H4 ainda outros modelos menos importantes para tempo de comunicacao relacionados
de uma maneira nao exaustiva em |FrL91].

!Por associacio de mensagens entende-se justaposi¢io, ou seja, se obtém uma nova mensagem cujo
tamanho é a soma dos tamanhos iniciais.
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1.3 Operacoes basicas de comunicacao

Supondo que a méaquina possua memoria distribuida, é necessaria a troca de informacoes
entre os processadores, e surge entdo o problema de comunicagdo entre eles. Apesar do
acesso de um processador a outro depender obviamente da topologia de interconexao,
algumas operacoes aparecem freqiientemente no estudo de algoritmos. Infelizmente nao ha
uma nomenclatura padronizada para essas operagoes, e portanto teremos que adotar uma,
baseada em [BeT89]|, em detrimento das demais.

Difusao Singular (DS): Envio de uma mesma mensagem de um dado vértice a todos os
demais vértices da rede. Outros nomes: broadcasting, single node broadcast, one to
all, etc.

Difusao Multi-né (DM): Cada vértice envia uma mesma mensagem para todos os ou-
tros vértices. Corresponde a fazer simultaneamente uma difusdo singular a partir
de cada vértice. Outros nomes: gossipping, multinode broadcast, all to all, total
exchange, etc.

Dispersao (Dp): Um determinado vértice envia para cada vértice da rede uma mensa-
gem distinta. Outros nomes: scattering, single node scatter, personalized one to all,
distributing, etc.

Troca Completa (TC): Cada vértice envia mensagens distintas para cada um dos outros
vértices darede. Corresponde a fazer simultaneamente uma dispersdo em cada vértice
da rede. Outros nomes: multi-scattering, personalized all to all, complete exchange,
data transposition, multiscatter-gather, etc.

Dentre essas quatro operagoes basicas de comunicacdo, as trés primeiras possuem ope-
racbes duais:

Acumulacgao Singular (AS): Um determinado vértice da rede recebe uma mensagem
de cada um dos outros vértices, mas em cada vértice intermediario do percurso, as
mensagens recebidas sdo “combinadas”, dando origem a uma tnica do mesmo tipo
e tamanho. O tempo de “combinac¢ao” ndo é maior que o da transmissdo entre dois
vértices. Corresponde ao inverso da difusdo singular. Outros nomes: single node
accumulation, convergecasting, etc.

Acumulagao Multi-n6 (AM): Cada vértice envia uma mensagem para cada um dos
outros vértices da rede, e as mensagens destinadas a um mesmo vértice sao “combi-
nadas” durante o percurso. Corresponde a fazer simultaneamente uma acumulagao
singular em cada vértice. Outro nome: multinode accumulation.

Recolhimento (Rc): Um determinado vértice recebe de cada vértice da rede uma men-
sagem distinta. Pode-se observar que a seqiiéncia de transmissdes no recolhimento
é o inverso da seqiiéncia da dispersao. Outros nomes: gathering, single node gather,
etc.
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Podemos ter uma melhor visdo comparativa das operacoes béasicas através do quadro
abaixo, que descreve os envios iniciais e os recebimentos finais. p é o nimero total de
vértices, © = y significa que x vértices distintos enviam cada um y mensagens distintas, e
x <= y significa que = vértices distintos recebem cada um y mensagens distintas.

[ OPERACOES | ENVIOS | RECEBIMENTOS ||

DS 1=1 p—-1) <1
DM p=1 p<=(p—1)
Dp 1=(p—-1) p—-1) <=1
TC p= (-1 p=(—1)
AS p—1)=1 1<1

AM p=(p—1) p<=1

Rc p-1)=>1 1< (p-1)

1.4 Hierarquia das operacoes basicas

Em [BeT89| as operagoes basicas estdo dispostas segundo uma hierarquia de complexidade.
E importante observar que tal hierarquia independe da topologia considerada.
Ela baseia-se nos seguintes fatos:

e DS e AS sdo casos particulares de Dp e Re, respectivamente;
e Dp é AM onde um tnico vértice envia mensagens;
e Rc é DM considerando apenas o recebimento de mensagens em um vértice;

e DM e AM sdo casos particulares de TC.

Na figura abaixo, cada quadro corresponde a uma operacdo basica. Sendo A e B dois
quadros, A — B significa que um algoritmo que resolve A também pode resolver B, e
o tempo 6timo para resolver A ndo é menor do que o tempo 6timo para resolver B. Se
A < B, entao as operacoes A e B sao consideradas duais.

TC:p=(p—1),p<=(p—1)

— T~

DM:p=1,p<= (p—1) AM:p=(p—1),p<=1

Re: (p—1)=1,1«<(p—1) Dp:1=(p—1),(p—1) <=1

AS:(p—1)=1,1«1 DS:1=1,(p—1)«=1




Capitulo 2

O hipercubo e suas visualizacoes

O objetivo deste capitulo é descrever rapidamente algumas caracteristicas da topologia
ipercu resentar em ui u mam uas “visualizago ue n

do hipercubo, e apresentar em seguida o que chamamos de suas “visualizagoes”’, que nos

parecem ser bons instrumentos para a concepc¢ao de algoritmos nesta rede de interconexao.

2.1 Definicao

Um hipercubo de dimensdo d possui p = 2¢ vértices. Cada vértice é identificado por
um endereco de d bits. Cada bit do endereco corresponde a uma dimensdo do hipercubo.
Vamos usar a propria representacao binaria do endereco e = eg4_1 ... €e1€9, onde cada e; é 0
ou 1, para denotar o vértice e. Este vértice é adjacente a todos os vértices cujos enderegos
diferem de e em exatamente um tnico bit, isto é, o vértice e é adjacente aos vértices em

{e®2/ |0<j<d}

onde @ representa o operador ou-exclusivo.

Cada vértice de um hipercubo de p vértices é adjacente a d = logp outros vértices.
Temos portanto um total de d 29" arestas ou ligacoes.

Chamaremos de H(d) o hipercubo de dimensdo d com p = 27 vértices.

2.2 Algumas propriedades topolégicas

Saad e Schultz [SaS88] fazem uma apologia do hipercubo do ponto de vista topologico,
enumerando uma série de vantagens desse grafo como rede de interconexdo de processa-
dores. Recolhemos abaixo os principais resultados apresentados, mas nao repetiremos as
demonstragoes, por fugir do escopo deste trabalho.

e O hipercubo possui uma estrutura recursiva, isto é, H(0) é um tnico veértice, e H(d)
é formado por dois H(d — 1), chamados H; e Hy, mais 247! ligacdes: cada par de
vértices, um de Hj e outro de Hs, que tenham o mesmo endereco (de d — 1 bits)
sdo ligados entre si. Além disso, todos os vértices recebem um novo endereco: cada
vértice de Hy que tinha endereco e = e4_o...e1eq passa a ter endereco Oeg_s ... e1€q,
enquanto o mesmo vértice e de Hy recebe como novo endereco leg o . ..ejeq.

7
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e H& d modos diferentes de se dividir um hipercubo H(d) em dois H(d —1). O inverso
do que estd descrito no item anterior é um desses d modos, referente ao bil mais
significativo dos enderecos. O mesmo pode ser feito com qualquer um dos outros
d—1 bits.

e Ha d! 2¢ diferentes modos de numerar os 2¢ vértices de um H(d).

¢ Dados dois vértices v; e vo adjacentes de um hipercubo, temos que os vértices adja-
centes a v1 e os vértices adjacentes a vo sao conectados um a um.

e Em qualquer hipercubo nao ha ciclos de comprimento impar.

e Sendo o didmetro de um grafo a maior distancia entre quaisquer dois de seus vértices,
seu valor para o H(d) é d.

e O seguinte teorema é apresentado: Um grafo G = (V, E) é um H (d) se e somente se:

= [V]=2%

Cada vértice de G tem grau d;

— G é conexo;

— Para quaisquer dois vértices v1 e vy adjacentes de G, os vértices adjacentes a vq
e os vértices adjacentes a v estao ligados um a um.

Esse teorema, entre outras coisas, permite o reconhecimento de um hipercubo através
da verificacdo de somente quatro condigoes.

¢ A minima distancia entre dois vértices com enderecos vy e vo de um hipercubo é igual
ao numero de bits em que diferemn, isto é, é igual & distancia de Hamming entre eles:
Ham(vy,v2).

e Sejam v; e vg dois vértices de H (d) tais que Ham(vi,v2) < d. Portanto, ha Ham(vi, va)
caminhos disjuntos (que nao possuem vértice em comum) de comprimento Ham(vy, va)
entre vy e vy, e d— Ham(v1, v2) caminhos também disjuntos de comprimento Ham(vy, va)+
2.

Essa propriedade permite uma eficiente paralelizacdo da transmissao de mensagens
entre dois vértices do hipercubo.

2.3 Imersoes

Devido as diversas topologias existentes, um conceito importante é o de imersao de um
grafo em outro (embedding). A imersao nada mais ¢ do que um mapeamento um a um
entre os vértices do grafo a ser imerso e os vértices do grafo hospedeiro, que satisfaz a
propriedade de que dois vértices adjacentes no grafo imerso estdo relacionados a outros
dois vértices do grafo hospedeiro que possuam algum caminho entre si.

Duas razoes relatadas em [SaS88| mostram a importancia das imersoes:



2.3. IMERSOES 9

e Supondo que haja um algoritmo desenvolvido em uma determinada arquitetura, e a
topologia dessa arquitetura possa ser imersa em uma outra, um algoritmo na segunda
arquitetura pode ser obtido sem grande esforco.

e Um programa pode ter uma estrutura que é propria para ser resolvida sob uma
determinada topologia. Se se conhece a imersao dessa topologia em uma outra, fica
mais simples a resolugao do mesmo problema na segunda topologia.

Uma imersdo pode ser considerada boa se cada par de vértices adjacentes do grafo a ser
imerso é levado a um par de vértices vizinhos no grafo hospedeiro. O hipercubo permite
imersoes deste tipo para anéis e grades, conforme descrito em [SaS88|. Em [Son91] é
apresentado um método recursivo de imersao: de uma grade m-dimensional de r vértices
em cada direcao em um H(d), onde 2¢ = r™,

Na figura abaixo, através da aplicacdo do método descrito em [Son91|, os vértices de
um H (6) estao dispostos de forma a permitir a visualizagdo da grade toroidal 8 x 8 imersa
nesta estrutura:

Monien e Sudborough [MoS88| relatam uma série de resultados conhecidos sobre imer-
soes em algumas das topologias mais comuns. Utilizando duas medidas de qualidade
(dilation e expansion), mostram como € possivel imergir no hipercubo grafos como arvo-
res binarias, grades, X-trees, embaralhadores-perfeitos (shuffle-exzchange), De Brujn, entre
outros.
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2.4 Comparacoes

Na tabela abaixo estao alguns parametros importantes para uma rede de interconexao
de processadores, e considerando algumas topologias conhecidas: anel', arvore binaria
balanceada, grade d-dimensional toroidal simétrica e hipercubo (H(d)). Conectividade é o
nimero minimo de vértices que precisam ser retirados para que o grafo se torne desconexo.
Supoe-se que todas as topologias tenham p vértices.

[ TOPOLOGIAS || ANEL [ ARVORE | GRADE [ HIPERCUBO |

Diametro p/2 2log, p d(p*’? —1)/2 log, p
Conectividade 2 1 2d log, p
Imersoes — — anel, arvore anel, arvore, grade

2.5 Visualizagoes do hipercubo e concepcao de algoritmos

Ao se estudar os trabalhos descritos em [NaS81|, [NaS82] e [DNS81], pode-se observar
que o hipercubo é encarado de uma maneira interessante. Diremos que os autores “vi-
sualizam” o hipercubo segundo diferentes dngulos, e pelo fato de esta topologia ter uma
estrutura essencialmente recursiva, aproveitam a presenca de varios sub-hipercubos nessas
visualizagoes para a concepcao de diversos algoritmos.

Esses trabalhos entretanto nao ddo uma perspectiva top-down dos algoritmos descre-
vendo-os a partir das propriedades das visualizagoes, e portanto sua compreensao é mais
adrdua. Chamaremos tais visualizacoes de linear e matricial para facilitar futuras refe-
réncias, e daremos aqui informalmente uma descricdo de suas principais caracteristicas.
Também mostraremos alguns exemplos de algoritmos SIMD, varios apresentados nesses
mesmos trabalhos, que ficam mais simples de serem entendidos quando se conhecem essas
visualizagbes. Antes apresentaremos uma notagao para a especificacao desses algoritmos
SIMD. Apesar de concentrarmos nossa aten¢do em algoritmos SIMD, as visualizagoes tam-
bém podem auxiliar a elaboracao de algoritmos MIMD.

2.5.1 Notagao para algoritmos SIMD

Seguiremos uma notacao baseada em [NaS81| e [NaS82]:

e R(i), 0 < i < p, é um registrador R no vértice i de H(d). Quando o registrador R
do veértice 7 estiver vazio, R(i) = null. Se R for um vetor, R[j](i) é a j-ésima posicao
do vetor R do vértice 1.

® i, & 0 b-ésimo bit da representacao binaria de 3.
® 4,5, corresponde aos bits ba, ..., b1 da representacao binaria de <.

e Seja ig_1...10 a representacdo binéria de ¢, para i € [0,p — 1]. i® & o namero
cuja representacao bindria é i¢g_1...%p4+1%%—1-..%, onde i, é o complemento de
i, 0 < b < d. No hipercubo, o vértice i é conectado com i®®), 0 < b < d.

! Anel é grade toroidal 1-dimensional.
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Um comando de atribuigdo envolvendo dois registradores de vértices de um hipercubo
atribui o valor contido no registrador do primeiro ao registrador do outro. Consideremos
os seguintes tipos de atribuicdes em alguns dos algoritmos que serdo descritos:

:= Atribui¢do que é utilizada somente entre registradores de um mesmo vértice. Nao
necessita de nenhuma comunicacgao entre vértices.

< Atribuicdo que requer uma comunicacao entre dois vértices vizinhos. Por exemplo,
R(i) «— R(i™) ¢ valido no hipercubo.

— Troca que requer uma comunicagao entre dois vértices vizinhos. Por exemplo, R(i) <
R(i®) no hipercubo.

Para arquiteturas SIMD, o algoritmo é o mesmo em todos os processadores, e cada
comando pode ou nao ser executado por um determinado processador. Em um comando,
a habilitacdo de um vértice é feita através de uma condicdo colocada entre parénteses.

Exemplo:

R(i) «— R(i®) + 1, (i4 = 1): somente é executado para vértices com endereco cuja
representacao binaria contém 1 no bit 4.

2.5.2 Visualizacao linear

Esta visualizacao é muito simples, e baseia-se na definicdo recursiva do hipercubo, onde
seus vértices estdo dispostos de uma forma linear e seqiiencial. Veremos mais adiante que
é um caso particular da visualizacdo matricial.

Nas figuras abaixo, estdo ilustrados o H(2) e o H(3) sob a visualizacao linear:

00 01 10 11 000 001 010 011 100 101 110 111
H(1) H(1)
H(2) H(2)
H(3)

Sob essa visualizagao, a figura de H(d) é composta pelas figuras de dois H(d — 1),
uma & esquerda e outra & direita. Em seguida, as arestas entre os vértices desses dois
sub-hipercubos sao ligagoes entre o i-ésimo vértice do H(d — 1) da esquerda e o i-ésimo
vértice do H(d — 1) da direita, onde 0 < i < 2971 Isso pode ser melhor observado nos
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diagramas que estdo abaixo das figuras dos hipercubos, onde estdo indicadas as ligacoes
que sao acrescentadas quando se deseja obter um hipercubo de dimensao maior.

Portanto, conforme a figura anterior, a partir de dois H(3) pode-se chegar a represen-
tagao linear de H(4):

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

H(1)
H(2)

H(3)

H(4)

A numeragdo dos vértices é dada pelas suas posigoes na seqiiéncia, comegando com 0 e
terminando em 2% — 1.

Daremos agora alguns exemplos de algoritmos para o H(d) que se tornam mais simples
de serem compreendidos a partir da visualizacao linear.

Inversao: Pode-se observar que na seqiiéncia ordenada das representacoes binarias dos
valores de 0 a 2¢ — 1, as posicdes simétricas (isto €, a primeira e a ultima, a segunda e
a pentltima, etc.) tém exatamente os d bits trocados. Com essa observagao, é facil a
elaboracao de um algoritmo para inversio de uma seqiiéncia de 2¢ = p elementos presentes
nos registradores R dos vértices do hipercubo, que coloca no primeiro vértice a informacao
que estava no ultimo, no segundo a informagao que estava no penidltimo, e assim por diante.
Tal algoritmo gasta tempo O(d) = O(logp):

forb:=0tod—1do
R(i®) — R(3)

Nesta notagio, conforme ji foi comentado, i corresponde ao endereco de cada vértice
do hipercubo. Todos os vértices do hipercubo (0 < i < p) executam esse mesmo algoritmo.

E interessante notar que nao é necesséario seguir a ordem crescente dos bits dentro do
“f )
or”.
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Intercalacdo (ou merge) bitonica: Esse algoritmo [Bat68] supde que as duas seqiién-
cias a serem intercaladas estejam uma em cada H(d — 1), um valor por processador, ar-
mazenado no registrador R. A primeira estd em ordem crescente e a segunda em ordem
decrescente, com relacdo & ordem dos processadores. E utilizado também um registrador
auxiliar S.

for b := d — 1 downto 0 do
S(i) — R(i®)
R(i) := min(S(i), R(i)), (ip = 0)
R(i) := max(5(i), R(i)), (ip =1)

Abaixo temos um exemplo para o H(3), onde estao indicados os valores do registrador

R:
H Vértices “ 000 [ 001 [ 010 [ 011 [ 100 [ 101 [ 110 [ 111 H
No inicio 2 3 3 9 6 4 2 1
b=2 2 3 2 1 6 4 3 9
b=1 2 1 2 3 3 4 6 9
b=0 1 2 2 3 3 4 6 9

A partir dessa intercalagao, fica muito simples a elaboracao de um algoritmo de orde-
nacao tipo “divisao-e-conquista” composto de trés passos:

e ordenagbes recursivas em paralelo em cada H(d — 1);

e inversao dos valores no H(d — 1) da direita;

e intercalacdo biténica.

Como a complexidade da intercalacao e da inversao é O(d) = O(log p), esta ordenagao

custa O(log? p).

Rank: Seja Rank(i) o numero de vértices precedentes a i que tenham informacdo no
registrador S, isto &, Rank(i) = | {j | j <ie S(j) #null} |, 0 <i <p.
Exemplo de como deve ser calculado o Rank para H(3):

H Vértices “ 000 [ 001 [ 010 [ 011 [ 100 [ 101 [ 110 [ 111 H
S - - - a - b C d
Rank - - - 0 - 1 2 3

A partir da visualizac@o linear de H(d), a idéia é a seguinte:

e O algoritmo tem d passos, cada passo aglutinando dois hipercubos menores em um
outro maior;

e Em cada passo, se um determinado vértice ¢ estiver no sub-hipercubo da esquerda,
ele ndo terd seu Rank modificado. Caso contrario, isto €, se estiver na direita, soma-
se a0 seu Rank o total de vértices com informacao no registrador S que estdao no
sub-hipercubo da esquerda.
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Nesse algoritmo [NaS81, NaS82|, serdo utilizados também os registradores R, V e A,
supostos disponiveis em cada vértice.

Para 0 < k < d, H(k) é um sub-hipercubo de H(d), e R¥ e V* sio os valores dos
registradores R e V no passo k. Seus significados sdo os seguintes:

e R¥(i): Rank(i) em H(k);
e V¥(i): ntimero total de vértices com informacao no H (k) onde esta o vértice i.

Férmulas para o célculo:

R%i) = 0,0<i<np.
Vi) = 0,seS(i)=null, 0<i<p
1, se S(i) #null, 0 <i < p.
RF(i) = RFI(i), seip_1 =0
REL(i) + VEL*D), se igq = 1.
VEGE) = VEIE) 4+ VEIEED),

Algoritmo:
R(i) =0
V(i) := 1, (S(4) # null)
V(i) := 0, (S(i) = null)
forb:=0tod—1do

) —V
(1) = R(i) + A(i), (ip =1)
) = V(i) + A(9)

Em cada passo do “for”, sdo calculados R**1 (i) e VOT1(3).

Concentragao: Uma vez calculado Rank(i) e armazenado em R(i), pode-se concentrar
as informacoes presentes no hipercubo, mantendo-se a ordem inicial. Em outras palavras,
pode-se colocar a informacao de S(i) no vértice de endereco R(i), deixando-se os demais
vazios.

Para o mesmo exemplo anterior, indicamos os valores iniciais e finais dos registradores

S
H Veértices “ 000[001[010[011[100[101[110[111 H
S - - - a - b ¢ d
R - - - 0 - 1 2 3
L s Jaf[ble[d[-T-]T-7-1

Algoritmo:

forb:=0tod—1do
(S, R(®)) — (SG), R@). (S(i) # nall and R(3)y # i)
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Em cada passo, as informacoes sdo enviadas a vértices cujos enderecos possuem um
bit a mais igual ao endereco desejado. A demonstracao de que nao ha colisGes nos passos
intermediérios é simples, e estd em [NaS82].

Distribuicao: Esse algoritmo é o contrario da concentracao, isto é, espalha as informa-

¢Oes segundo os valores que estdo armazenados em R. Supde que as informacoes estejam

nos primeiros processadores no registrador S, além de que R possua valores apropriados.
Exemplo para o H(3):

H Vértices H 000 ‘ 001 ‘ 010 ‘ 011 ‘ 100 ‘ 101 ‘ 110 ‘ 111 H

S al bl c!| = =111 =
R 1[5 6 -] -] -] -]-
L s [-Tal-T-T-]Tbfec[-]

O algoritmo é o mesmo da concentracgao, invertendo-se os passos:

for b :=d — 1 downto 0
(S(i®), R(i®))) « (S(i), R(7)), (S(i) # null and R(i)y # is)

2.5.3 Visualizacao matricial

Esta visualizacao, como haviamos dito, é uma generalizacao multi-dimensional da visua-
lizagao linear. Na visualizagdo matricial de duas dimensoes, os vértices de H(d) sdo con-
siderados na forma de uma matriz com L = 2™ linhas e C = 2™ colunas. Portanto,
p=24=2omt" = [C.

Como exemplo, H(6) ¢é ilustrado abaixo, onde m = n = 3.
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Os enderegos dos vértices para esse exemplo estdo no quadro abaixo:

000 000 | 000 001 | 000 010 | 000 011 | 000 100 | 000 101 | 000 110 | 000 111
001 000 | 001 001 | 001 010 | 001 011 | 001 100 | 001 101 | 001 110 | 001 111
010 000 | 010 001 | 010 010 | 010 011 | 010 100 | 010 101 | 010 110 | 010 111
011 000 | 011 001 | 011 010 | O11 011 | 011 100 | 011 101 | O11 110 | O11 111
100 000 | 100 001 | 100 010 | 100 011 | 100 100 | 100 101 | 100 110 | 100 111
101 000 | 101 001 | 101 010 | 101 011 | 101 100 | 101 101 | 101 110 | 101 111
110 000 | 110 001 | 110 010 | 110011 | 110100 | 110 101 | 110 110 | 110111
111 000 | 111 001 | 111 010 | 111 011 | 111100 | 111101 | 111110 | 111111

Esse enderecamento é feito dentro de cada linha da esquerda para a direita, comecando-
se pela linha superior e terminando-se na inferior. Dessa forma, considerando o hipercubo
como uma matriz P = (p;;), 0 <i < Le0 < j < C, o vértice correspondente & posicao
Po,0 da matriz tem enderego 0, po.c—1 ¢ 0 C'—1, p1o € o C, e assim por diante. O endereco
de cada vértice tem uma representacao binaria com d = n + m bits.

Com esta disposicdo, é facil observar que dentro de cada linha os m bits mais signi-
ficativos permanecem constantes, enquanto que os n menos significativos crescem de 0 a
C — 1. Pode-se entao considerar cada linha como um H(n) disposto linearmente.

Por outro lado, o mesmo ocorre em cada coluna, onde os n bits menos significativos
permanecem constantes e os m mais significativos crescem de 0 a L — 1. Portanto, cada
coluna também pode ser considerada como um H (m) disposto linearmente.

Além disso, quando se visualiza um H(d) na forma matricial com L = 2™ linhas e
C = 2" colunas, pode-se considerar que a matriz P ¢ formada por sub-matrizes P; ; de
ordem 2™ ™ x 27" onde 0 <m/ <me0<n <n,para0<i<2™ e0<j<2:

P
Po,o0 0,27’ —1
P, Pznl’,l
om/ _1.0 ,
2mn 1

Para enunciarmos outras propriedades, serd necessario estabelecer uma nomenclatura.
Dadas k matrizes My, M, ..., My_1 de mesma ordem, chamaremos de elementos cor-
respondentes cada grupo de k elementos, um de cada matriz, que possuam os mesmos
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indices. Também chamaremos de sub-matrizes de P de uma mesma linha as sub-matrizes
Pio,P1,... 7Pz‘,2”'—1’ e de maneira anéloga, Py, P j,- .. ’P2m'—1,j serao chamadas sub-
matrizes de P de uma mesma coluna.

Dessa forma, podemos descrever mais algumas propriedades importantes da visualiza-
¢ao matricial:

e Cada uma das sub-matrizes P;; corresponde a um H(n +m —n' —m’) também
visualizado matricialmente.

e Cada grupo de elementos correspondentes das sub-matrizes de P de uma mesma
linha forma um H(n'). A figura abaixo procura ilustrar esta propriedade, onde os
arcos ligam vértices de um desses grupos:

e De modo anélogo & propriedade anterior, cada grupo de elementos correspondentes
das sub-matrizes de P de uma mesma coluna forma um H(m').

Essa visualizacao matricial do hipercubo pode ser estendida a matrizes com dimen-
soes maiores. Por exemplo, podemos considerar um arranjo ctitbico com 2™ elementos na
primeira dimensao, 2" na segunda e 2" na terceira. Com isso, p = 2™2"2", e p; ;jx € 0
processador com endereco ¢+ 52" 4 k22", Do mesmo modo que na visualiza¢gdo matricial
de duas dimensdes, cada grupo de processadores num mesmo eixo ou diregdo forma um
sub-hipercubo, cada sub-matriz cabica corresponde a um sub-hipercubo, e os elementos
correspondentes das sub-matrizes também formam sub-hipercubos. Além disso, cada face
é uma visualizacao matricial de duas dimensoes.

Em seguida descreveremos alguns dos algoritmos que podem ser melhor compreendidos
considerando a visualiza¢ao matricial de duas dimensoes de H(d). Outros algoritmos que
aproveitam a visualizacdo matricial de trés dimensoes estao tratados de um modo especial
no capitulo 4.

Permutacao: Este algoritmo, publicado em [NaS82|, considera o hipercubo sob a visu-
alizagdo L = 2™ x C' = 2", e permuta os C' nameros de 0 a C — 1 (cada um representado
por n bits), inicialmente armazenados nos veértices correspondentes a linha 0. No final, o
nimero ¢ termina em po;, 0 < ¢ < C. Supoe-se que n > m, sem perda de generalidade.

A idéia baseia-se no MSD-radiz sort [ Knu73|: os nameros vao sendo agrupados conforme
seus digitos, comegando-se pelos mais significativos.
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A partir da representacdo binaria de cada numero, cada grupo de m bits, comegando
da esquerda para a direita, corresponderi a um digito. Portanto, se os ntimeros possuem
n digitos binérios, sua nova representagao possuird [n/m] digitos, dentro de 2™ digitos
diferentes (exatamente o namero de linhas da matriz).

Como no radiz sort, havera uma fase para cada digito dos nameros, ou seja, [n/m] fases,
comecando nos digitos mais significativos. Inicialmente, os C elementos sao considerados
como pertencentes a um tnico grupo formado pelas C' colunas. Durante o andamento do
algoritmo, cada grupo corresponderd aos nimeros que tiveram os mesmos digitos nas fases
anteriores. Dessa forma, no final, cada grupo serd unitério, e correspondera a uma tnica
coluna.

Descri¢ao de cada fase i, 1 <i < [n/m]:

¢ Deslocamento de cada niimero dentro de sua coluna até atingir a linha correspondente
ao seu i-ésimo digito.

Utiliza-se um algoritmo de DS em cada coluna, pois elas correspondem a sub-hipercubos,
eliminando-se depois o contetido dos vértices que nao sao o desejado.

e Dentro de cada linha de cada grupo (que é também um hipercubo disposto linear-
mente) é feito um Rank e uma concentragao, aplicando-se os algoritmos ja mostrados.

Entretanto, como se trata de uma permutacao, na fase ¢ todas as linhas de um mesmo
7 )
grupo terao 2"7"" elementos, pois cada uma delas corresponde a um digito.

Portanto, antes de se fazer a concentragao, é somado um fator ao Rank. Esse fator
¢ o namero da linha multiplicado por 2", O resultado disso é que cada coluna
terd um tnico numero. Aqueles nimeros que foram concentrados, além de estarem
na mesma linha (na linha correspondente ao i-ésimo digito que possuem em comum),
ficam em colunas vizinhas, ao mesmo tempo que grupos com niimeros menores ficam
em colunas mais & esquerda. Os conjuntos de colunas vizinhas que possuem elementos
numa tnica linha formam os novos grupos para a proxima fase.

Depois da altima fase, aplica-se novamente o algoritmo de DS em cada coluna, para se
ter os niimeros na linha 0.

As figuras abaixo ilustram um exemplo no H(5) quando n = 3 e m = 2. Dessa forma,
o algoritmo tem [3/2] = 2 fases. Para facilitar o entendimento, os grupos correntes em
cada momento estao separados por colunas duplas.

No inicio:

Fase 1:
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1 0 110
2 3 213
5 4 514
716 716
Fase 2:
0|2 4 6 0 2 4 6
1 315 7 1 3 5 7
No final:
o123 114)l5)|61|7
o123 114)l5)|61|7
o123 114)5|61|T7
o123 114)5|61|7

Serd visto no proximo capitulo que existem algoritmos para DS (e portanto para AS
também) no H(d) que gastam tempo O(d). Dessa forma, cada fase deste algoritmo gasta
tempo O(log C+log L) = O(n+m) = O(n). Portanto, para se permutar C' = 2" elementos,
a complexidade de tempo é O(kn) = O(klogC), onde k = [n/m], e o nimero de vértices
utilizados é p = 2ntm = on/kon — C1+1/k,

Ordenacao: Este algoritmo de ordenacdo também apresentado em [NaS82| baseia-se no
seguinte algoritmo descrito em [Pre78]:

e Dividir uma seqiiéncia de 2" elementos a1, ao, ..., asr em k sub-seqiiéncias denotadas
por s1,82,...,Sk-
e Ordenar as k sub-seqiiéncias recursivamente.

e Fazer a intercalacdo das sub-seqiiéncias ordenadas da seguinte forma: para cada
elemento a; na sub-seqiiéncia s;, calcular ¢; 4 para todo g, que é o nimero de elementos
na sub-seqiiéncia s, que:

— nao sao maiores do que a;, se q < [;
— estdo a esquerda de a;, se ¢ = [;
— sao menores do que a;, se g > [.

Em seguida, calcular R; = 25:1 Cig, que ¢ a posicao do elemento a; na ordenacao
final, e rotear cada elemento a; segundo R;.
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Em [NaS82| o H(d) é novamente considerado sob a visualizacao matricial com L = 2™
linhas e C' = 2" colunas, e supbe-se que os elementos estejam nos vértices da primeira
linha, um elemento por processador. A seqiiéncia de 2™ elementos é dividida em 2" sub-
seqiiéncias de tamanho 2"~ cada, que sao ordenadas recursivamente e em paralelo. Para
isto, supbe-se outra vez que n > m, sem perda de generalidade. Descreveremos sucin-
tamente como é feita a intercalacao das sub-seqiiéncias aproveitando as propriedades da
visualizacdo matricial.

H(d) é encarado como uma matriz quadrada de ordem 2™, onde seus elementos sao sub-
matrizes de ordem 1 x 2"~™. Dessa forma, segundo a descricao anterior das propriedades
da visualizagao matricial, P = (P;;), 0 < 7,7 < 2™, onde n’ = m' = m, conforme suas
defini¢bes na pagina 16. Portanto cada sub-matriz P;; corresponde a um H(n —m). O
esquema abaixo mostra a visualizacdo de P:

ogn—m

C =2m

Segundo as mesmas propriedades ja descritas, cada grupo de elementos correspon-
dentes das sub-matrizes P, Pi1,..., P 9m_1 forma um H(m) que chamaremos de hi-
percubo horizontal. O mesmo ocorre com cada grupo de elementos correspondentes de
Poj,Pij,...,Pom_1j, que forma um H(m) chamado vertical. Ha portanto 2™ H(m) ho-
rizontais e 2™ H(m) verticais.

Para facilitar a compreensao do algoritmo, a descrigao dos passos estard acompanhada
de um exemplo para o H(6), com n = 4 e m = 2. No esquema abaixo, as sub-matrizes
correspondem a 4 processadores. A situagdo inicial é a seguinte:

2589137910256 (4458

Lembrando que a sub-seqiiéncia j estd inicialmente armazenada na sub-matriz Fp ;, um
elemento por processador, os passos da intercalagdo sdao os seguintes:

e A partir de cada sub-matriz P j, sdo feitas DS através dos H(m) verticais, de modo

que cada sub-matriz P; j contenha os valores de [} j, isto é, a sub-seqiiéncia j. Custo:
O(m).

2689137910256 [4458
2589137910256 [4458
2089137910256 [4458
2589137910256 (4458
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e A partir de cada sub-matriz P, ;, sdo feitas DS através dos H(m) horizontais, de modo
que cada sub-matriz F; ; contenha também os valores de P ;, isto é, a sub-seqiiéncia
i. Custo: O(m).

2589137910256 (4458
25689 (12589|12589(2589
2589137910256 (4458
1379113791379 |1379
25689 (11379|10256 (4458
0256 (0256|0256 [0256
2589137910256 (4458
445814458 (4458|4458

e No final dos dois passos anteriores, cada sub-matriz F; ; possui as sub-seqiiéncias ¢ e
j, um elemento de cada por processador. Dessa forma, através de uma intercalacao
bitdnica estatica, para cada elemento r da sub-seqiiéncia ¢ pode-se calcular o valor de
¢r,j- Essa intercalagao aproveita o fato das sub-seqiiéncias estarem em um H(n—m),
e é uma variagdo da descrita na visualizagao linear. Custo: O(n —m).

e A somatoria dos valores de ¢ para cada elemento de cada sub-seqliéncia pode ser feita
com AS nos H(m) verticais, seguida de uma nova DS, para que os valores estejam
em todas as linhas. Custo: O(m).

e A partir de cada sub-matriz P;;, sdo feitas distribuices dos elementos da sub-
seqiiéncia i segundo os valores de ¢ nos H(n) que correspondem a cada linha da
visualizagdo matricial completa. Cada elemento fica entdo no processador de sua
coluna definitiva. Custo: O(n).

U220 jyduus juuuy | 8u9uy
I I o B 6 I I R A W W ¢
O I I I s Y B S I W W B
oyl U444y jusuuyjusuuy

e Por fim, todos os elementos sao espalhados através de DS nas colunas da visualizagao
matricial. Custo: O(m).

01223445 |5567[8899
01223445 |5567[8899
012213445 |5567[8899
01223445 |5567[8899

A complexidade desta intercalagdo é de O(m) + O(n — m) + O(n) = O(n), uma vez
que consideramos n > m. Com isso, temos que a ordenacao de C' = 2" elementos num
H(n+m) gasta tempo T'(2") = T'(2"~™)+0O(n), pois as ordenagoes recursivas sao feitas em
paralelo. Como T'(1) = O(1), temos que T'(2") = O(kn) = O(klog(C), onde k = [n/m],
usando p = 2nt™ = 9n/kon — C1+1/k pyrocessadores.
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Transposicao de matriz: Vejamos mais um exemplo que aproveita algumas proprieda-
des da visualizacao matricial. Tal algoritmo ¢ sugerido em [McV87| e [BeT89].

Seja M uma matriz quadrada n x n. Suponhamos que cada um de seus elementos
esteja armazenado no correspondente vértice da visualizacdo matricial n x n de H(d).
Para que isso ocorra, temos que n? = 2¢. Utilizando as ligacdes extras pertencentes ao
hipercubo, & possivel obter a transposta de M em tempo O(logn) através de um algoritmo
de “divisdo-e-conquista’:

® Seja

Moo Mo
M — ’ ) ,
[ Mo My, ]

onde M; ; sdo sub-matrizes § X 3.

As matrizes M; ;, consideradas dentro da visualizagdo matricial, correspondem a
sub-hipercubos H(d — 2).

e Inicialmente, Mp1 e M7 tém os seus elementos correspondentes trocados entre si.
Utilizando-se as ligagbes do hipercubo, como pode ser visto abaixo, gasta-se nesta
fase tempo constante.

e Em seguida, o algoritmo é aplicado recursivamente em paralelo em cada uma das
sub-matrizes M; ;.

O tempo gasto para transpor M ¢ T'(n) = T(n/2) + O(1), de onde segue que T'(n) =
O(logn).



Capitulo 3

As operacoes basicas no hipercubo

Neste capitulo trataremos de algoritmos para resolver as operacoes basicas de comunicacao
no hipercubo. Como determinados aspectos da computacao paralela, tais como tempo e
capacidade de comunicacao, diferentes tipos de canais, etc., sdo modelados de diversos
modos, conforme comentamos no capitulo inicial, existem também diversos algoritmos,
baseando-se cada um em suposicoes diferentes.

Sera necessario estabelecer nossas suposicoes, e a partir disso definir algoritmos e cal-
cular seus custos, para assim podermos utilizi-los adiante.

Com relacao ao tempo de comunicacao, o modelo constante faz restrigcoes que julgamos
muito fortes, ao passo que o modelo linear calcula o tempo em funcdo dos parametros
B, 7 e L. Como ao longo de todo o trabalho somente serd necessiria a ordem do tempo
gasto em algumas destas operacoes bésicas, consideraremos apenas a dependéncia linear
do tempo de comunicacao com relacdo ao tamanho das mensagens. Pelo mesmo motivo, o
fato do canal ser half-duplez ou full-duplex nao nos importaré, pois isso corresponde apenas
a um fator 2 no tempo. Por outro lado, a opcao entre d-port e 1-port é significativa. Para
méquinas com arquitetura de hipercubo H(d), isso corresponde a um fator de d = logp
na ordem do tempo de comunicacdo. Apresentaremos algoritmos 6timos que consideram
a hipétese de d-port, e que podem ser simulados em uma maquina 1-port com o fator
extra indicado acima. Também descreveremos alguns outros algoritmos SIMD que exigem
apenas a hipotese de 1-port. Esses algoritmos serdo utilizados no capitulo seguinte.

Além disso, ¢ importante relacionar outras hipoteses que consideramos:

¢ Utilizamos um modelo sincrono, com a restricao de que as mensagens sao entregues
em um Unico ciclo.

¢ O tempo de comunicacao é o mesmo entre qualquer par de processadores interligados.
e A transmissdo de mensagens entre os processadores é livre de erros.
e O tempo de “combinacdo” de mensagens, considerado nas opera¢des AS e AM, nfo é

superior ao tempo de comunicagao entre dois processadores, e a mensagem resultante
tem o mesmo tamanho das mensagens iniciais.

23
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Nas descricoes dos algoritmos, consideramos também que cada mensagem enviada por
um processador e destinada a outro tem tamanho unitario.

A partir dessas hipoteses, podemos descrever os algoritmos 6timos apresentados em
[BeT89| e [BOSI1| para resolver DM, AM, Rc, Dp e TC. Eles evitam quebra ou associa-
¢do! de mensagens (cujo tempo é desprezado nos outros modelos), consideram 3 e T como
constantes e a mensagem com tamanho unitario. Tais algoritmos foram inicialmente apre-
sentados no primeiro trabalho citado, e sdo 6timos para o hipercubo quanto ao tempo de
comunicacao segundo o modelo por eles utilizado. Posteriormente sofreram algumas modi-
ficacoes descritas na segunda referéncia citada acima, com o objetivo de baixar o nimero
de transmissoes.

Saad e Schultz [SaS89] também apresentam algoritmos para algumas dessas operagoes
bésicas, considerando o modelo linear. Portanto, neste trabalho o tempo gasto em cada
algoritmo estd em funcgdo de varios pardmetros: 3, 7, p e o tamanho da mensagem.

3.1 Alguns algoritmos 6timos

Os algoritmos aqui apresentados estdao em [BeT89|. Na verdade, fizemos uma pequena
modificacdo no algoritmo referente a DS e AS, para que tivesse o mesmo custo sob as
hipoteses de 1-port e d-port.

3.1.1 Difusao e Acumulagao Singular (DS e AS)

O tempo minimo para se efetuar a DS em qualquer topologia tem como limite inferior o
seu diametro. No H(d), é possivel realizar a DS em d passos, correspondendo a um tempo
O(d), o que significa que existe um algoritmo 6timo para esse problema. DS nada mais é
do que uma seqiiéncia de transmissoes que pode ser representada graficamente como uma
arvore de difusdo com os vértices do hipercubo, onde as arestas indicam o passo em que a
transmissao é efetuada.

Um possivel modo de se fazer a DS é aquele em que cada vértice ¢ que ja tenha recebido
a mensagem, no passo b a envia para o vértice i?), 0 < b < d. A figura abaixo mostra a
arvore de difusdo a partir do vértice (0000) no H(4), onde os rotulos das arestas indicam
os numeros dos passos:

1Como ja foi observado, por associacio de mensagens entende-se justaposicao, ou seja, obtém-se uma
bl b) b
nova mensagem cujo tamanho é a soma dos tamanhos iniciais.
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(0100) 4 (1100)
3
4 (1010)
(0010)

, : 0110) 4 (1110)
(0000) : ©001) 5 (0011) 5  (0111) 4 )

4
(1011)

3~ (0101 4
(1001)

4
(1101)

4
(1000)

A arvore de difusdo a partir do vértice i pode ser obtida de modo analogo, ou através
da arvore acima, trocando cada vértice j por j @i (aplicacdo do operador ou-exclusivo).

A vantagem dessa drvore é que, em cada passo da DS, cada vértice comunica-se com
no maximo um outro vértice, o que garante tempo O(d) mesmo sob a hipotese de 1-port.

AS pode ser resolvida de modo andlogo, bastando efetuar as transmissées na ordem
inversa dos passos, gastando também tempo O(d) = O(logp).

3.1.2 Difusdo e Acumulagdo Multi-n6 (DM e AM)

Na DM, cada vértice deve receber p — 1 mensagens. Supondo a hipdtese de d-port, o
tempo minimo necessario para o término da DM no hipercubo serd entdo proporcional a
r = [(p—1)/logp]|, pois cada vértice esta ligado a outros logp vértices. r é portanto o
numero minimo de passos necessarios para DM e AM.

Um modo de resolver este problema é encontrar uma arvore de difusio para cada
vértice. Para isso, € interessante utilizar o mesmo método anterior, ou seja, encontrar uma,
arvore para o vértice 0 e, a partir dessa arvore, aplicar o operador ou-exclusivo para se
obter as arvores correspondentes aos outros vértices.

Entretanto, deve-se tomar um cuidado: Como a DM corresponde a p DS simultaneas,
o tempo gasto em cada passo da DM serd determinado pela ligagdo mais sobrecarregada
nesse passo, ou seja, a que tiver que transmitir mais mensagens. O tempo serd minimo se
em cada passo houver exatamente uma tnica transmissdo em cada ligagdo. A partir do
modo como as arvores de difusao sao obtidas (da arvore do vértice 0, através do operador
ou-exclusivo), para que cada ligagdo transmita uma tnica mensagem em cada passo (ou
seja, para que em cada passo pertenga a uma unica arvore de difusdo), é suficiente a
seguinte condi¢do: dadas duas ligagdes (z,y) e (2/,y') pertencentes a um mesmo passo da
arvore de difusao do vértice 0, o bit no qual = e y diferem nao é o mesmo daquele no qual
2’ ey diferem.
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O problema passa a ser encontrar uma arvore de difusdo para o vértice 0 que satisfaz
a condicao acima. A arvore que serd descrita a seguir garante que cada ligacdo transmita
uma tnica mensagem em cada um dos passos da DM, e permite um algoritmo com r passos.
Dessa forma, tem-se uma DM 6tima, pois o nimero de passos € o tempo de cada passo sdo
minimos.

Descricao da arvore de difusao do vértice 0: Seja Nj o conjunto das representacGes
binarias que possuem k bits 1 e d — k bits 0. As representacgoes binérias correspondem aos

noés do H(d).
d

Sabe-se que:
Portanto,
{ |No| = [ Ng| = 1, pois No = {(00...0)} e Ng = {(11...1)}

[N1| = [Ng—1] = d.

Além disso, para 1 < k < d — 1, [Ng| > 2d quando d > 5, pois:

d d d(d—1)
> = " > >
<k>_<2) 51 > 2d, quando d > 5.

Sejam Ry1, Rio, . . . , Rip, 0ssub-conjuntos de Ny, que formam ny, classes de equivaléncia
sob rotacdo & esquerda. Para d = 4, a figura abaixo mostra quais s&o os elementos desses
sub-conjuntos:

No Ny N N3 Ny

~ =~ ~
(0000) (0001)(0010)(0100)(1000) (0011)(0110)(1100)(1001) (0101)(1010) (1101)(1011)(0111)(1110) (1111)
——

R Roy Roa R31

Sabe-se que n1 = ng_1 = 1, pois as representacoes binarias de Ny e Ny_q possuem
d — 1 bits iguais.
Ry sera a classe de equivaléncia do ntimero com k bits 1 mais & direita:

(00...011...1)
—
k

Com isso, |Rk1| = d. Além disso, é facil ver que |R;| < d.
Sera associado um ntmero n(t) € {0,1,...,p — 1} a cada representagdo binaria ¢t de

acordo com ordem
N(J Nl N2 N3 Ndf 1 Nd

— —N—
(00...0) Ri1 Ro1 ... Ropy R31 ... Rany .- Rig—2yn, , Ra—1)1 (11...1),
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de forma que n(00...0) =0en(11...1)=p—1.

Definindo m(t) = 1 + [(n(t) — 1) mod d], temos que a seqiiéncia de m(t) associ-
ada as representacdes binarias que estao entre (00...0) e (11...1) na ordem acima é
1,2,....d,1,2,....,d12,...

m(t) servird para determinar a ordem das representacoes binarias dentro de cada Ry;:
o primeiro elemento t (elemento mais & esquerda da seqiiéncia) de Ry; é escolhido de tal
forma que o bit na posicdo m(t) a partir da direita seja 1. Além disso, para os elementos
de Ry, € necessario que o bit na posicao m(t) —1 (se m(t) > 1) ou d (se m(t) = 1) a partir
da direita seja 0.

No mesmo exemplo anterior, onde d = 4, os bits que obedecem essas regras estao
indicados com um ponto:

No Ny No N3 Ny

(0000) (0001)(0010)(0100)(1000) (0011)(0110)(1100)(1001) (0101)(10i0) (1101)(1011)(0111)(11i0) (1111)
m: 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3
n: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
———

Ri1 Ro1 Ra2 R31

Uma vez dispostas as representacgoes de forma a obedecer as restrigoes descritas, cada
grupo de d representacoes consecutivas, a partir de (00...0), pertencerd a um mesmo
conjunto:

{t|(i—1d<n(t)<id}, i=1,2,...,r—1;
E. = {t|(r—=1)d<n(t)<p-1}.

S
|

Pode-se notar que |Eo| = 1, |E;j| = d, para 1l < i < r, e |E,| < d. Mais uma vez
utilizaremos como exemplo o caso em que d = 4:

Eq By Eo E3 By

~
(0000) (0001)(0010)(0100)(1000) (0011)(0110)(1100)(1001) (0101)(1010)(1101)(1011) (0111)(1110)(1111)

Esses conjuntos definem quais vértices receberdo a mensagem em cada passo: 0s vér-
tices cujas representagdes pertencam ao conjunto F; receberdo a mensagem no passo
i, © = 1,2,...,r. Observando-se o exemplo acima, pode-se notar que esses conjuntos
correspondem aos grupos de vértices que receberam valores 1,2,...,d de m.

Cada t € E; terd seu correspondente vértice na arvore de difusdo conectado com o
vértice cuja representagdo bindria é a mesma, invertendo-se apenas o bit m(t), que é 1 por
construgao.

Dessa forma, serd valida a propriedade: qualquer ¢ € E; serd conectado com um ele-
mento de Uz;lo Ej, ou seja, um vértice que ja tenha recebido a mensagem.

Agora, a propriedade pode ser provada. Com certeza, ao se inverter o bit m(t) do
vértice t € E;, obtemos uma nova representacao bindria ¢’ tal que n(t') < n(t), pois o bit
m(t) era 1. Logo, t' ¢ Ey, k > i. Basta entdo provar que t' ¢ E;. Isso pode ser feito,
com excegdo de um caso descrito abaixo, provando-se que n(t) — n(t') > d, uma vez que
|Ei| =d.

Possiveis casos:
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e t = (11...1): Sabe-se que 2¢ — 1 ndo ¢ divisivel por d [BOS91]. Com isso, m(t) <
d. t serd conectado com ', que possui somente um bit 0 na posi¢do m(t). Logo,
t" € Rg_1)1, e a posi¢do do bit 0 por construgao é m(t) = m(t') — 1 (portanto,
m(t') = m(t) +1). Como t = (11...1) € E,, e &€ o ultimo elemento, ele possui o
maior valor de m em E,, ou seja, t' ¢ E,.

et € Rgp, n > 1: Todos os elementos de Ry estdao entre ¢’ e t, e como |Rypi| =
d, n(t) —n(t') > d.

e t € Ry: Segundo a construgao descrita, t' € R(x—1)1, e todos os elementos de
R—1y2, -+ » R(le—1)n,_, estdo entre ¢’ e ¢, num total de |Nj_1| — d elementos. Para
d>5el <k—1<d—1(ouseja,2 <k <d), |Nx_1]| > 2d, e portanto n(t)—n(t') > d.
Os casos d = 3 e d = 4 sdo tratados individualmente?, e os casos k = 1 e k = 2 ndo
criam dificuldades, pois Ri1 = E1 e Ro1 = Es.

Portanto, cada vértice ¢t € E; recebe a mensagem no passo ¢ de um outro vértice que
ja a possui. Além disso, quaisquer ligacOes pertencentes ao mesmo passo correspondem a
inversoes de bits em posicoes diferentes, garantindo assim no maximo uma transmissao por
ligagdo em cada passo da DM. Como a AM utiliza as mesmas arvores, ambas as operacoes
bésicas sdo resolvidas em tempo O((p — 1)/logp) no H(d).

No caso de 1-port, o tempo é O(p — 1).

3.1.3 Dispersao e Recolhimento (Dp e Rc)

Na Dp, p — 1 mensagens devem ser enviadas pelo vértice em questdo. Supondo a hipétese
de d-port, o tempo minimo necessario é proporcional a [(p —1)/logp].

Dp pode ser resolvida pelo algoritmo de AM, no qual somente um vértice envia men-
sagens. O algoritmo mostrado na se¢ao anterior gasta tempo O((p —1)/logp), e portanto
é 6timo para a Dp.

O mesmo raciocinio pode ser aplicado com relacdo ao Rc considerando a DM, o que
significa que esse algoritmo também é 6timo para esta operagao.

3.1.4 Troca Completa (TC)

Se decompusermos o H(d) em dois H(d — 1), havera p/2 ligacoes entre eles. Tais ligacoes
tém a propriedade de serem uma bijecao entre os vértices dos dois H(d— 1) (vide defini¢do
recursiva do hipercubo ja apresentada). Dado um vertice em um desses H(d — 1), o outro
vértice ligado a ele pela bijecdo serd chamado sua duplicata.

Na TC, cada H(d — 1) deve enviar (p/2)? mensagens ao outro. Supondo a hipotese
de d-port, o tempo minimo necessario para esta operagdo é proporcional a (p/2)?/(p/2) =
p/2 =201,

Um algoritmo de “divisao-e-conquista” com duas fases distintas tem complexidade dessa
mesma, ordem:

% As arvores de difusdo para o n6 (00...0) desses dois casos que satisfazem as restrigdes exigidas estio
em [BeT89] e [BOSI1|.
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e Na primeira fase, ocorre recursivamente e em paralelo a TC em cada um dos H(d—1),
e ao mesmo tempo cada vértice envia p/2 = 2¢=1 mengsagens para sua duplicata no
outro H(d —1).

e Na segunda fase, cada um dos H(d — 1), com as mensagens recebidas do outro, faz
em paralelo uma nova TC.

Sendo T'(d) o tempo gasto no H(d) para se efetuar a TC, pode-se provar por inducdo
que T(d) = O(2¢ — 1):

e Sabe-se que T'(1) = O(1): tempo de uma tnica transmissao.
Portanto, vale para d =1: 2¢ —1 =21 —1=1.

e Supondo valida a hipétese de indugdo para hipercubos com dimensao menor do que
d, o tempo méximo da primeira fase do algoritmo é max{2¢-1 —1, 2¢-1 1 2411 =

24=1enquanto que o tempo da segunda fase é T(d — 1). Logo, T(d) = T(d — 1) +
O(24-1).

Aplicando a hipétese de inducao, T'(d) = 02971 — 1) + O(2%71) = O(2¢ — 1).

Logo, TC tem complexidade de tempo O(2% — 1) = O(p — 1) no hipercubo.

3.2 Resultados e Comparacoes

A tabela abaixo permite uma comparagao entre algoritmos 6timos para as operagoes bésicas
de comunicacdo em algumas topologias conhecidas, conforme os algoritmos apresentados
em [BeT89]. Supde-se a hipotese de que cada vértice possa enviar/receber mensagens si-
multaneamente ao longo de todas as suas ligacoes, e que todas as redes tenham p vértices.

[ TOPOLOGIAS ]| ANEL [ ARVORE | GRADE [ HIPERCUBO ||

DS e AS o(p) | ©(ogp) [ ©(p77) O(logp)

Dp e Re O(p) O(p) O(p) O(p/logp)

DM e AM O(p) O(p) @(39)1 O(p/ logp)
TC o(p?) o(p?) o(p ) O(p)

3.3 Alguns algoritmos SIMD

Esses algoritmos que agora apresentaremos tém como principal objetivo conseguir uma
formalizacdo simples de algumas operacoes basicas, para assim podermos descrever de um
modo claro os algoritmos do préximo capitulo. A principal vantagem deles é exigir apenas
a hipotese de 1-port, e, nestas condicoes, tém complexidade de tempo 6tima.

Quando descrevemos o hipercubo, pode ser observado que cada vértice do H(d) é
representado por um endereco de d bits, isto é, um bit em cada dimensao do hipercubo.
Uma, conseqiiéncia importante deste modo de enderecar os vértices é que se fixarmos k
destes d bits, os 297 enderecos possiveis corresponderdo a um H(d — k).
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Iremos aproveitar esse fato na formalizacdo das operagoes bésicas, passando como pa-
rametro qual sub-conjunto de bits ndo estd fixo, e desse modo indicando em quais sub-
hipercubos as correspondentes operacdes estdo sendo efetuadas. Nas descricdes abaixo,
esse sub-conjunto serd chamado de B.

Na tabela abaixo, para o caso do H(3), cujos vértices tém enderegos com representacao
binéria egejeq, estao alguns exemplos de quais sub-hipercubos ficam definidos para deter-
minados valores de B. Os bits marcados com um ponto sdo aqueles que estdo fixos em
cada caso.

B

Vértices dos sub-hipercubos [ Casos ||

{0,1,2} | 000 001 010 011 100 101 110 111

{0,1} 000 001 010 011 ex =0
ioo io1 i10 i11 ey =

{0,2} 000 001 100 101 e =
0io oi1 1i0 1i1 e1 =1
000 010 eseq = 00

{1} 001 011 eseq = 01

i00 110 eseg = 10
ioi i1i eseq = 11

3.3.1 Difusao Singular

A arvore de difusdo apresentada no algoritmo 6timo para DS permite-nos obter um algo-
ritmo SIMD. Neste algoritmo descrito abaixo, suple-se que exista um tnico vértice ¢ em
cada sub-hipercubo determinado por B tal que R(i) # null, contendo a mensagem a ser
difundida. No final, essa informacao estard em todos os registradores R. O parametro R
é passado por referéncia.

DS(B, R)
Para cada b € B faga
R(i®) — R(i), (R(i) # null)

A varredura dos |B| elementos pode ser feita em qualquer ordem. Considerando os

elementos de B armazenados num vetor de tamanho |B|, a complexidade desse algoritmo
¢ O(|BY]).

3.3.2 Acumulagao Singular

A operacao AS considera uma “combinacao” de mensagens que deve ser feita em seus
estidgios intermedidrios. Essa “combinagdo” deve gastar um tempo ndo superior ao da
comunicagao entre dois vértices, e a mensagem resultante deve possuir também tamanho
unitario.

Nos algoritmos descritos no préoximo capitulo, a inica operagdo de “combinagao” neces-
séria serd a soma entre niimeros armazenados em um determinado registrador presente em
cada vértice. Conforme suposto na secao 1.3, o resultado dessa soma deve ser um niimero
capaz de ser armazenado num registrador. Como a adigao é comutativa, pode-se fazer algo
“mais forte” do que a AS: todos os vértices receberdo o resultado final, ao invés de um
unico (isso na verdade corresponde a uma AS seguida de uma DS).
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No algoritmo abaixo, supde-se que as informagoes estejam no registrador R, e que o
resultado final (no caso, a somatoéria de todos os valores de R no hipercubo) fique no

registrador S, que é passado por referéncia. E utilizado também um registrador auxiliar
S’

SOMA(B, R, S)
S(i):=0
S'(i) :== R(7)
Para cada b € B faga
S'(i) — S'(i®)
S(i) :=S(i) + S'(4)
S'(i) == S(4)

Da mesma forma que na DS, ndo é necessario obedecer qualquer ordem na varredura
dos bits, e supondo as mesmas condigdes, a complexidade também é O(|B]).

3.3.3 Difusao Multi-no

Nesta operagao cada vértice recebe varias informacoes (uma de cada outro) e envia uma
tnica. Cada vértice armazenaré as informacoes recebidas em um vetor, e isso seré feito de
tal forma que a posicdo da informagcado nesse vetor corresponda ao endereco do vértice que
a enviou dentro do hipercubo considerado.

Esse vetor presente em cada vértice tera 215l posigoes, e armazenard inclusive a prépria
mensagem que deve ser enviada aos outros.

Na descricao abaixo, supoe-se que as informagdes a serem enviadas estejam no registra-
dor R de cada vértice, que F seja o vetor de 28! posicaes, e que AUX seja um outro vetor
auxiliar do mesmo tamanho de F'. Além disso, F' esta vazio no inicio, e & é um operador
de concatenagdo. Dessa forma, F' := F&X corresponde a colocar X no final do vetor F.
Esse vetor é passado por referéncia.

DM(B, R, F)
F(i):= F(1)&R(7)
Para cada b € B em ordem crescente
AUX(i) « F(i®)
F(i) :== F(1))&AUX(3), (ip =0)
F(i) :=AUX()&F (1), (ip = 1)

Considerando B como um vetor onde os elementos estejam ja em ordem crescente, o
custo ¢ O(1) + O(2) + O(4) + ...+ O(2IBI=1) = O(2IB!).

Esse algoritmo baseia-se na visualizacao linear do hipercubo. O exemplo abaixo para
o H(3) (onde B = {0,1,2}) mostra as informacoes em F em cada passo, e ajudara a
entender o que ocorre:
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“ Vértices “ 000 [ 001 [ 010 [ 011 [ 100 [ 101 [ 110 [ 111 ”
No inicio a b c d e f g h
b=0 ab ab cd cd ef ef gh gh
b=1 abced abcd abcd abced efgh efgh efgh efgh
b=2 abcdefgh abcdefgh abcdefgh abcdefgh abcdefgh abcdefgh abcdefgh abcdefgh

3.3.4 Complexidades

A tabela abaixo mostra as complexidades dos algoritmos SIMD apresentados para o H(d),
sem necessitar da hipotese de que cada vértice possa enviar/receber mensagens simulta-
neamente ao longo de todas as suas ligacdes. FEsses sao os algoritmos que utilizaremos
adiante.

[ ALGORITMO || COMPLEXIDADE ||

DS(B,R) O(logp)
SOMA (B,R,S) O(logp)
DM(B,RF) O(p)




Capitulo 4

Multiplicacao de matrizes

A partir do que ja foi exposto, veremos neste capitulo um exemplo de como as diferentes
visualizacOes matriciais realmente auxiliam na concepgao de algoritmos para o hipercubo.
Procuraremos explorar ao méaximo as proprias idéias de seus autores com relacdo a um
problema especifico: a multiplicacao de matrizes.

Nosso objetivo é descrever de uma forma sistematica os algoritmos para multiplicacao
de matrizes que sdo possiveis de se conceber utilizando diversas visualizagdes matriciais.
Uma vez feito isso, estabelecemos um critério de comparacdo entre suas complexidades,
através do qual chegamos aos melhores algoritmos. O resultado final é muito interessante:
em determinados casos, alguns dos novos algoritmos sao melhores do que aqueles apresen-
tados em [DNS81].

Entretanto, a quantidade de algoritmos distintos é muito grande, devido aos seguintes
fatores:

e ha diversas visualizagdes matriciais do hipercubo que permitem elaboracio de algo-
ritmos;

e pode-se supor diferentes modos de armazenamento inicial dos elementos das matrizes;

e a maioria dos algoritmos baseia-se na multiplicacdo de sub-matrizes. Para isso, sao
utilizados outros algoritmos que resolvem o mesmo problema, possibilitando assim
diversas combinagoes.

Para facilitar essa descrigao, agruparemos os algoritmos que se originam a partir de uma
mesma visualiza¢do. Cada um desses grupos serd chamado de classe, e receberd um nome
que permite associd-la com a respectiva visualizacdo, e também com o nimero de proces-
sadores utilizados. Além disso, nem todos os algoritmos serao descritos formalmente, pois
as diferencas entre alguns sdo muito pequenas e nao ocasionam mudanga na complexidade.

A seco 4.5 mostra uma visdo global e facilita o entendimento dessa divisdo. Procura
mostrar inclusive como surge a possibilidade de elaboracao de algoritmos originais.

Além de alguns novos algoritmos, as formalizacoes apresentadas também sdo todas
originais. Apesar de utilizarmos a mesmo notacdo (como ja foi comentado no capitulo
2), até os algoritmos conhecidos sao reescritos com o objetivo de ganhar clareza e con-
cisao. A utilizacao das operagdes bésicas, que nao estd presente em |[DNS81| e |[NaS82|,

33
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permite a descrigdo de algoritmos de um modo mais simples sem afetar a complexidade
de tempo. Além disso, as formalizagbes receberdo como pardmetro um conjunto de bits
(representado pelo vetor BITS) que determina os sub-hipercubos considerados em cada
caso (conforme segao 3.3). Isso facilitara a utilizacao desses algoritmos como sub-rotinas.
Para néo “carregar” muito a notagdo, serd omitido o indice do vértice para os pardmetros
e variaveis.

No célculo das complexidades de cada algoritmo, caso seja utilizada uma operacao
bésica, se esta gasta tempo O(x) com mensagens de tamanho unitario, gastara tempo
O(tz) com mensagens de tamanho t.

Por fim, os indices de cada processador p sempre se referem & visualizacao que esté
sendo considerada no momento. Assim, por exemplo, p; se refere & visualizagao linear, e
pi,j a visualizagao matricial bi-dimensional.

4.1 O problema e sua complexidade seqiiencial

Dadas duas matrizes A e B quadradas de ordem n, onde A= (a; ;) e B= (b;;),0 <14,j <mn,
convenientemente dispostas em um H(d) com p = 2¢ processadores, deseja-se calcular a
matriz produto C = AB, onde C= (¢;;), tal que ¢;; = Zz;é a; by, j. A disposicao final
da matriz C no H(d) sera anéloga as disposicoes iniciais de A e B. Supbe-se que cada
elemento das matrizes tenha tamanho unitario. Portanto, a transmissdo de um elemento
de A, B ou C gasta O(1) e a transmissao de ¢ elementos gasta O(t).

Existem véarios algoritmos seqiienciais para multiplicacdo de matrizes quadradas de
ordem n que gastam tempo o(n®). O primeiro e mais conhecido é o de Strassen [Str69],
de tempo O(n'°&27). Em seguida, surgiram novos algoritmos, como [Pan80] e [Sch81], e
atualmente o melhor gasta tempo O(n*37®) [CoW87|. Por outro lado, o limite inferior é
ainda um problema em aberto, e o melhor resultado conhecido & 2n? + %n — 2 [JaT85].
De qualquer forma, ao longo deste texto, serd suficiente considerar que o melhor algoritmo
seqiiencial conhecido para multiplicacio de matrizes quadradas n x n gasta tempo O(n?),
onde 2 < \ < 3.

4.2 Algoritmos paralelos basicos no hipercubo

Existem na literatura alguns algoritmos paralelos para multiplicacao de matrizes n X n
no hipercubo nos casos em que o ntumero de processadores p é n, n? ou n?. Esses trés
tipos de algoritmos tém complexidade O(n?), O(n) e O(logn), respectivamente, e serdo
denominados basicos. Eles pertencerdo as classes denominadas N, NN e NNN. Indices
serdao usados para denotar diferentes algoritmos de uma mesma classe. Por exemplo, N Ny

e NNy pertencem & classe NN.

4.2.1 Classe N: com p = n processadores

Nessa primeira classe, o hipercubo ¢ visualizado como uma matriz 1 X n, o que equivale a
visualizagao linear. Supoe-se, por exemplo, que cada processador p;, 0 < j < n, armazene
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uma coluna de cada matriz, ou seja, agj,...,an—1, € by j,...,bp—1,; estdo em p;.
Na figura abaixo estd esquematizada apenas a situacdo inicial da matriz A, uma vez
que é andloga a de B. Cada quadrado corresponde a um processador.

0 1 n—1
@0,0 ao,1 ao,n—1
an—1,0 an—1,1 an—1,n—1

O algoritmo abaixo, chamado Ni, calcula a matriz produto C, deixando-a também
armazenada por coluna. Cada processador p;, 0 < j < n, executa:

fori:=0ton—1do
DM de Qg5
pj calcula valor de ¢; ;

Como ambos os passos do lago gastam tempo O(n), o algoritmo tem complexidade
O(n?). O espago necessario em cada processador é também O(n).

Portanto, cada processador contém dois vetores A e B com n posicoes. Inicialmente,
em cada pj, 0 < j < n, Afi] = a;; e Bli] = b;;, com 0 < i < n. Conforme a sub-secdo
2.5.1, A[i](j) denota o elemento A[i] do processador p;. O resultado ficarda em um terceiro
vetor C, também com n posi¢oes. F' também é um vetor de tamanho n, e BITS sera
{0,...,loggn — 1}. Com isso, podemos formalizar' o algoritmo Ni em cada processador

pj:

N, (BITS, A, B, C)
for i:=0 ton —1 do
F():=0
DM (BITS, Ali](j), F(j))
Clil(j) = 5y FIlI(5) * BL()

E facil observar que existe um algoritmo Ny anélogo para o caso em que as matrizes
estejam armazenadas por linha.

4.2.2 Classe NN: com p = n? processadores

O algoritmo N N; descrito em seguida foi sugerido em [BeT89], e supde que cada proces-
sador armazene um elemento de cada matriz: a;; e b; j estao em p; ;, 0 <12,5 < n.

O esquema abaixo mostra a situacdo inicial das matrizes A e B, considerando cada
quadrado como um processador:

'O dltimo parametro, em todas as formalizacdes deste capitulo, sera o registrador que armazenara,
o resultado final. Portanto, sua passagem serd por referéncia, enquanto que os demais parametros sao
passados por valor.
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0 n—1
ap,o ag,n—1
0
bo,o bo,n—1
an—1,0 An—1,n—1
n—1
bnfl,O b'nfl,nfl

Fssa disposicao aproveita uma das propriedades da visualizacao matricial: as linhas e
as colunas correspondem a sub-hipercubos com n processadores.
O algoritmo consiste em apenas trés passos:

e DM de a; ; em cada linha 7;
e DM de b; j em cada coluna j;

e p; ; calcula valor de ¢; ;

Cada passo gasta tempo O(n), que é a complexidade final. Cada elemento da matriz
C fica em um processador, de modo anélogo as matrizes A e B. Devido as duas DM, o
espago necessario em cada processador ¢ O(n).

Na formalizagao deste algoritmo, cada processador tem registradores A, B e C'. Inicial-
mente, em cada p; j, A = a; j e B = b; ;. No final, o resultado ¢; ; ficard em C. Neste algo-
ritmo, BITS = {0,...,2logyn —1}. Os registradores LIN e COL armazenam os elementos
de BITS que correspondem respectivamente aos sub-hipercubos das linhas e colunas da, vi-
sualizacao matricial. Portanto, LIN = {0,...,logon—1} e COL = {logyn,...,2logyn—1}.

Abaixo esta o algoritmo em cada processador p;:

NN (BITS, A, B, C)
¢ := |BITS| /2
LIN(j) := {BITS[0],...,BITS[q — 1]}
COL(j) := {BITSlql. ..., BITS[2q — 1]}
Fi(j) =0
DM(LIN(j), A(5), F1(j))
Fy(j) =10
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DM(COL(j), B(j), Fx(j))
C(j) = X F1li)(5) * Fa[i] (j)

Em [DNS81] ha um outro algoritmo (que chamaremos de NN3) para o caso de n?
processadores com a mesma complexidade de tempo, mas que gasta espago O(logn) em
cada processador. Ele é uma adaptacdo para a visualizacdo matricial do algoritmo de
Cannon [Can69], elaborado para multiplicacdo de matrizes em grade toroidal.

O algoritmo N N» considera o mesmo armazenamento inicial de VN7, e consiste basi-
camente em duas fases:

e Obter um alinhamento inicial tal que em cada processador p; ;, A = a;, ¢ B = b, ,
para algum valor de r. No final dessa fase, que deve gastar tempo O(n), pode-se
calcular uma das n parcelas de ¢; ;.

e Durante n — 1 passos, através da comunicacdo com processadores vizinhos, obter
novos valores para A e B que permitam calcular em cada passo uma outra parcela
de Cj j-

Com essas idéias, fica mais simples a descricdo do algoritmo:

Fase 1: Na visualizagdo n x n do H(d), ¢ possivel conseguir que depois de logn passos,
em cada p;j, A= a;jai ¢ B=bigj;.

Fase 2: Calcula-se uma seqiiéncia Slog,n—1 de indices dos bits pertencentes ao intervalo
[0,logon — 1], tal que a complementagdo dos bits na ordem em que estdo nessa
seqiiéncia permite que se passe por todos os valores de 0 a n — 1.

Essa seqiiéncia pode ser construida de modo recursivo: excetuando-se o bif mais
siginificativo, quando se complementa um ntimero segundo uma seqiiéncia Syog, n—2;
passa-se por todos os ntimeros no intervalo [0, [n/2]]. Em seguida, ao se inverter o
bit mais significativo, basta repetir essa mesma seqiiéncia Siog, n—2 para se passar por
todos os ntimeros da segunda metade do intervalo.

Considerando Sy = 0, podemos entao obter todas as seqiiéncias:
S1 = 0,1,0

Sy = 0,1,0,2,0,1,0
Sy = 0,1,0,2,0,1,0,3,0,1,0,2,0,1,0

Um exemplo: Para o intervalo [0, 7], partindo-se do namero 3 = (011) e utilizando-se
a seqiiéncia Sy, obtém-se todos os nameros na seguinte ordem:
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NUMERO BITS

2 1 0
3 0 1 1
2 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 1
) 1 0 1
4 1 0 0
6 1 1 0
7 1 1 1

Dessa forma, ao se inverter os bits de um nimero com log, n bits seguindo a ordem
determinada pela seqiiéncia Siog,n—1, Passa-se sem repetigao por todos os niimeros
do intervalo [0,n —1]. Os elementos desta seqliéncia podem ser gerados nesta ordem
gastando-se espaco O(logn). A fungao SEQ(i,n) retorna o i-ésimo elemento de
S10g2 n—1-

A partir dessas consideragoes, podemos formalizar o algoritmo N No. Como em NNy,
na sua chamada BITS = {0,...,2logyn — 1}. E necessario lembrar que na visualizacio
matricial n x n, os bits dos enderecos dos processadores que variam em cada linha corres-
pondem & primeira metade de BITS (menos significativos), enquanto que os que variam
em cada coluna correspondem & segunda metade (mais significativos).

NN, (BITS, A, B, C)

k= |BITS|/2
fori:=0tok—1do
g=1+k—1

A(j) — AGBITSED) - (jprrspg = 1)
B(j) « B(GPITS4)), (jprrsi = 1)
C(j) = A(j) * B(j)
fori:=1to 2¥ —1 do
S 1= SE’Q(@’,Q"”)
qg=s+k—-1
A(j) — A(jBITSED)Y
B(j) « B(jBIT5M))
C(j) == C(j) + A(j) * B(j)

4.2.3 Classe NNN: com p = n® processadores

A descrigao do algoritmo NNN; estd em [DNS81]. Os processadores sao considerados
segundo uma disposi¢do ctubica n X n X n, e supde-se que as matrizes A e B estejam ambas
armazenadas na face k = 0, um elemento por processador. A situacdo inicial nessa face é
identica a situacdo dos n? processadores da classe NN.
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n—1
k
0 7
ao,0 ao,n—1
0
bo,o bo,n—1

Cada processador p; ;, que corresponde a um pequeno cubo na figura acima, tem
registradores A, B, A’, B’ e C. Considerando R; jj como o valor do registrador R de p; j 1,
temos que inicialmente A; ;o = a;j e Bj o = b; ;.

Passos:

A partir de Ai’j70 = Q4,j, DS no eixo k: Ai,j,k = Q4,5

A partir de Bi,j,O = bi,j) DS no eixo k: Bi,j,k = bi,j;

A partir de A; .k = a;k, DS no eixo j: A} ;. = aiy;

. : -, / — .
A partir de By, j 1 = by ;, DS no eixo i B; ;e = b j;

! ! .
Cada p; j 1, calcula Ai,j,kBi,j,k = a; kbr j;

e AS no eixo k para p; ;o da soma dos valores calculados, obtendo ¢; ;.

Todos os passos, com excecao do peniltimo, que é efetuado em tempo constante, utili-
zam operagoes que requerem tempo O(logn), sendo esta a complexidade final do algoritmo.
O espaco necessario em cada processador é O(1).

Formalizando: em cada p;jo, temos inicialmente A = a;; e B = b; ;. Nos demais
processadores, A = B = null. Em todos os processadores, inicialmente A’ = B’ = null.
Nesse caso, BITS = {0,...,3logon — 1}, e I, J e K sdo vetores que corresponderao aos
bits que determinam os sub-hipercubos em cada eixo.
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NNN,(BITS, A, B, C)

q:= ‘B[TS’/?)

I(y) .= {BITS|0],...,BITS[q — 1]}
J(7) :=A{BITS[q],...,BITS2q — 1]}
K(j) = {B[TS[QQ] ..,BITS[3¢q — 1]}
DS(K(j), A(4))

DS(K(j), B(7))
A'(5) = A(), (Jg2g-1 = J2g:3¢-1)
DS(J(j ) A'(4))
B/(]) = ) (jOiqfl :j2q:3q71)
DS(I1(7), B'(5))

) = A'(j) * B'(4)

Al(j
SOMA(K(5), A'(4), C(4))

Em [BeT89| é descrita uma variante NN Ny deste algoritmo, cuja tnica diferenca esta
em considerar as matrizes A e B inicialmente dispostas em faces ortogonais do cubo,
mudando assim as DS.

4.3 Os algoritmos de Dekel, Nassimi e Sahni

Em [DNS81]| foram propostos algoritmos para multiplicagdo de matrizes que se baseiam em
algumas outras visualizagoes matriciais do hipercubo, e que utilizam um algoritmo de NN
e outro de NN N. Sao apresentados dois algoritmos que cobrem os casos em que o nimero
de processadores varia desde 1 a n3. Esses algoritmos, considerados como pertencentes as
classes NNM e M M, serdo apresentados a seguir.

4.3.1 Classe NNM: com n? < p < n?® processadores

Em [DNS81] considera-se p = n?m processadores, onde n e m sdo poténcias de 2 tal que
1 < m < n, arranjados na forma n x n x m. Inicialmente, as matrizes A e B estdo
armazenadas na face n x n, de modo similar aos algoritmos de NNN.
A idéia basica do algoritmo é tratar A e B como matrizes m x m, cujos elementos sdo
s n n.
sub-matrizes - X -:

A= (Aij) e B=(Bij;),

onde A;; e B;; sao sub-matrizes de ordem n/m, com 0 < 7,5 < m. Alids, na descri¢ao
desses algoritmos, os indices ¢ e j estarao sempre nesse intervalo.

Dessa forma, C= (C; ;), onde C; j= Zzl:_ol A; 1:Bj. Um fato muito importante é que
como m ¢ poténcia de 2, A; ; e B; ; estdo armazenadas em um sub-hipercubo com (n/m)?
processadores, gracas a outra das propriedades da visualizacao matricial.

A figura abaixo visualiza o hipercubo neste arranjo n X n X m, mostrando a situagio
inicial das sub-matrizes (os quadrados pontilhados correspondem aos processadores):
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O algoritmo NN M; apresentado em [DNS81]| consiste em seguir os passos de NN Ny,
e utiliza N Ny como sub-algoritmo para obter o produto entre sub-matrizes:

e Aplicam-se as quatro DS descritas em /NN N; considerando as sub-matrizes A; ; e B; ;
como elementos. Tempo necessario: O(logm), gragas a propriedade dos elementos
correspondentes da visualizacdo matricial.

¢ No final do passo anterior, cada par de sub-matrizes A; , e By j estard em um mesmo
grupo de (n/m)? processadores. O produto entre essas sub-matrizes pode ser feito
em tempo O(n/m) utilizando N Na (na verdade, poder-se-ia utilizar também N Ny).

e A somatoria necessaria para calcular cada sub-matriz C; ; ¢ feita com uma AS no
eixo k, conforme a descri¢do de NNN;. O tempo gasto também é O(logm).

Portanto, o algoritmo NNM, gasta tempo total O(logm + n/m). Considerando p =

n?m, o tempo é O(log L+ ”753) Cada processador precisa de apenas espaco O(1).

Para formalizarmos esse algoritmo, é necessario observar quais dos d bits do endereco
de cada processador estao relacionados com as direcoes ¢, j e k. Considerando g = logyn e
r = log, m, a figura abaixo mostra dentre os d bits dos processadores de um mesmo grupo,

quais variam ao longo das trés direcoes:

k i %
—N—— —
d—T1.. i 0
——— =

r r
T ——_—— ———
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Portanto, é necessério passar como parametro o valor de r = logy m, para se poder
fazer a divisao dos bits. Além disso, BITS = {0, ...,2logy n + logym — 1}.

NNM, (BITS, r, A, B, C)
q:= (|BITS| —r)/2
I(j) :=={BITS[q —r],...,BITS[qg — 1]}
J(7) :==A{BITS[2q —r],...,BITS[2q — 1]}
K(j) := {BITS[2q), ..., BITS]2q + r — 1]}
D) AG)
K

B'(j) == B(j), (Jg—rig—1 = J2g:2g+r—1)
DS(1(4), B'(7))
BITS2:={0,...,q—r—1,q,...,2¢g —r — 1}
NNy(BITS2, A", B',C)

A'(j) = C()

SOMA(K(5), A'(4),C(4))

Caso utilizemos NN como sub-algoritmo, temos um novo algoritmo NN Ms com a
mesma complexidade.
Vale a pena considerar alguns casos particulares:

I P | m [ COMPLEXIDADE [ OBSERVAGOES |
n? 1 O(n) Equivalente a N Nj.
n? n O(logn) Equivalente a NNN;.
n®/logn | n/logn O(logn) Mesmo tempo de NN Ni.

4.3.2 Classe MM: com 1 < p < n? processadores

A mesma idéia descrita na classe anterior é novamente utilizada, agora considerando p =
m?, onde 1 < m < n, e aplicando os passos de um algoritmo de NN tomando as sub-
matrizes como elementos.

Inicialmente, cada processador p; ; armazena as sub-matrizes A; j e B; j, 0 <4, <m,
ou seja, contém 2(n/m)? elementos. Novamente os indices i e j estardo sempre neste
intervalo durante a descrigdo do algoritmo.

Baseando-se em N N1, pode-se aplicar seus passos as sub-matrizes de A e B, obtendo-se
assim o algoritmo M M;:

e DM de A;; em cada linha i. O tempo gasto é O(m%) = O(n%/m).
e DM de B; j em cada coluna j. O tempo gasto ¢ o mesmo do passo anterior: O(n?/m).

e m multiplicacoes e m — 1 adigoes de sub-matrizes ;- x = em cada p; ; para cdlculo
de C; ;. Neste passo pode-se utilizar o melhor algoritmo seqiiencial conhecido para

multiplicacdo de matrizes de ordem n que tenha complexidade O(n?) = o(n3). Com

isso, o tempo gasto passa a ser O(m(2)*+m(2)?) = O(m(2)"), uma vez que A > 2.
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Portanto, o tempo total de MM; é O(n*/m*~1) = O(n’\/p%).

0 m—1
Aoo Ao,m—1
0 PPN
Bo,o Bo,m—1
Am—1,0 Am—1,m—1
m—1
Bm—l,O Bm—l,m—l

Para facilitar a formalizagao deste algoritmo, vamos supor que A, B e C sdo “registra-
dores” (mais precisamente, conjuntos de registradores) que armazenam matrizes quadradas
com (n/m)? elementos cada; MULTSE(Q) ¢ uma funcio que recebe como argumento dois
desses registradores e faz a multiplicacao seqiiencial de matrizes quadradas de ordem n/m
em tempo O((n/m)*), devolvendo a matriz resultado no mesmo formato; e os elementos
dos vetores F} e Fy sao matrizes quadradas de ordem n/m. Na chamada de M M,, BITS
={0,...,2logym — 1}.

MM, (BITS, A, B, C)

— |BITS|)2
LIN(j) := {BITS[0], ... BITS[q — 1]}
COLG) = {BITS[a). .. BITS(24 ~ 1]
( ) =10
M(LIN(j), A(5), F1(5))
Fz(J) =0
DM(COL( ) B(j5), F»(5))
C(j) = Y=y MULTSEQ(F\[i](4), F2li](4))

O algoritmo sugerido em [DNS81], que poderiamos chamar de M Mj, baseia-se em
N N3, e tem a mesma complexidade.
Alguns casos particulares interessantes:
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[ »p [ m | COMPLEXIDADE | OBSERVAGOES I

AF1
n O(n~z) Melhor do que N.

n? O(n) Equivalente a NN.

S
[N

3

4.4 Situacao atual

Os resultados até aqui obtidos sao os melhores conhecidos para se efetuar a multiplicacdo de
duas matrizes quadradas de ordem n num hipercubo com p processadores, onde 1 < p < n?.
Como os algoritmos basicos, correspondentes as classes N, NN e NNN, tornam-se casos
particulares (em termos de complexidade) dos algoritmos apresentados em [DNS81], a
tabela abaixo resume a situagao atual (colocamos apenas um representante para cada
complexidade):

[ PROCESSADORES | ALGORITMO | COMPLEXIDADE ||
1<p<n? MM, O(n*/p~=)
n*<p<n? NN M, O(logn%+"§)

Johnsson [Joh87] apresenta também alguns algoritmos para multiplicacdo de matrizes
nao quadradas no H(d). Sendo .4 uma matriz n; X ng e B uma matriz ny X ns, seus
melhores algoritmos, em termos de ordem, tém complexidades O(ninang/p+logp). Pode-
se observar que no caso particular de matrizes quadradas, isto é, ny = no = ng = n, a
complexidade O(n3/p +logp) nio ¢ melhor que as dos algoritmos acima.

4.5 Uma visao global

Analisando de um modo mais global as classes de algoritmos que foram descritas até o
momento, pode-se chegar a conclusao de que se baseiam em duas maneiras de se arranjar
os processadores de forma a permitir o emprego de algoritmos conhecidos: arranjos que
poderfamos chamar de bi-dimensional e tri-dimensional.

Para esses dois arranjos sao conhecidos alguns algoritmos bésicos, como Ny, NN, N Na
e NNNi, entre outros. Tais algoritmos podem ser adaptados quando sub-matrizes sao
consideradas como elementos, aproveitando-se uma propriedade do calculo da multiplicagao
de duas matrizes, dando origem assim a diversas classes de algoritmos.

A seguir serd feita uma descricao sucinta desses arranjos, e quais clagses foram ou podem
ser obtidas através deles. As classes que estdo indicadas como novas serao estudadas na
proxima secdo. A notacdo utilizada é a mesma da se¢do anterior, isto é, as matrizes sao
de ordem n, e m obedece a 1 < m <n.

4.5.1 Arranjo bi-dimensional

Neste primeiro caso, o hipercubo é visto como rs processadores dispostos segundo uma
forma matricial de duas dimensoes, onde r é o ntumero de colunas e s o nimero de linhas.
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|

—_————
r

=s{r=s=m: m? processadores — MM

{ r =mn: nm processadores — NM (nova)
p=rs{ r>s

r=mes=1: m processadores — M (nova)
r < s{ Pode ser considerado anélogo ao caso anterior.

4.5.2 Arranjo tri-dimensional

No segundo caso, sdo r2s processadores do hipercubo considerados como uma matriz ctibica
com 7 processadores na duas primeiras dimensoes e s na ultima.

=s{r=s=m: m3 processadores — MMM (nova)
{ r=mn: n’m processadores — NNM
p= r>s

r=mes=1: m? processadores — MM
r < s{ Nao ¢é interessante.

4.6 As novas classes de algoritmos

Conforme indicado na secao anterior, podem ser estudadas trés novas classes de algoritmos:
MMM, NM e M. Além disso, veremos que numa mesma classe pode haver algoritmos
com complexidades distintas. Por esse motivo, apresentaremos também um novo algoritmo
para a classe NNM: o algoritmo NN Ms.

4.6.1 Classe MMM: com 1 < p < n® processadores

Os p = m3 processadores, onde m é poténcia de 2 tal que 1 < m < n, sdo considerados
dentro de um arranjo ctbico de lado m. Inicialmente, cada processador p; jo contém as
sub-matrizes A; j e B; j, 0 < 7,5 < m, que sdo de ordem n/m, correspondendo a um total
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de 2(n/m)? elementos. O armazenamento inicial, considerando somente a face do cubo
formada pelos processadores p; jo, ¢ andlogo ao dos algoritmos M M7 e M M.

Como existem m?> processadores, faremos a adaptacido de um dos algoritmos da classe
NNN, no caso o NNN;. Esse novo algoritmo serd chamado M M M; .

m—1
k
0 7
Ao,o Ao,m—1
0 .
Bo,o Bo,m—1
J
Am_l,() Am—l,m—l
m—1
Bm-1,0 Bm—1,m-1
Passos:

e Aplicam-se as quatro DS descritas em NN N; considerando as sub-matrizes como
2
elementos. O tempo gasto & O(7-z logm).

e Em cada processador p; ;1 ¢ calculado o produto entre as sub-matrizes A;; e By j,
utilizando-se o melhor algoritmo seqiiencial conhecido. Tempo necessario: O((Z)*).

e Efetua-se a AS para calculo da somatéria. O tempo gasto é o mesmo do primeiro
2
passo: O(z logm).

A
O tempo total de MM M; ¢é O(%logm + (&) = O(p’;—j3 logp + 57)-
Consideraremos as mesmas suposicoes para a descricado de M M; com relacdo aos “re-
gistradores” A, B, C, A’ e B’ (cada um dos quais armazenando (n/m)? elementos). Na
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formalizagao abaixo, SOMAZ2 é o mesmo algoritmo SOMA, com a diferenga de que adici-
ona um a um os (n/m)? elementos correspondentes armazenados em cada registrador. Na
chamada de MMM, BITS = {0,...,3logym — 1}.

MMM, (BITS, A, B, C)

q:= |BITS|/3

1(j) = {BITS[0],...,BITS]q — 1]}
J(j) == {BITS[q],... BITS[2q — 1]}
K(j) := {BITS[2q], ... ,BITS[3q — 1]}
DS(K(j), A(5))

(4
DS(K(j), B(7))
A/(]) = ()7 (jQZQCI*l :j2q13q71)
DS(J(5), A'(5))
Bl(]) ()7 (jO:qfl = j2q:3q71)
DS(1(5), B'(j))

A'(j) == MULTSEQ(A'(j), B'(j))
SOMA2(K(j), A'(4), C(4))

Alguns casos particulares interessantes:

[ p [ m [ COMPLEXIDADE [ OBSERVACOES |
n | n'% | O(n*3logn 4+ n?**3) | Melhor do que Ny e M M.
n? | n?2 | O(n*?logn +n*3) | Melhor do que NNy e NN M.
n® n O(logn) Equivalente a NN Nj.

4.6.2 Classe NM: com n < p < n? processadores

Considerando p = nm, onde 1 < m < n, os processadores sdo vistos como um arranjo
matricial de n colunas e m linhas. Inicialmente, cada grupo de n/m processadores conse-
cutivos numa mesma linha (existem portanto m grupos em cada linha), que corresponde
a um sub-hipercubo quando m é poténcia de 2, contém uma sub-matriz de ordem n/m de
A e outra de B. Dessa forma, h4a uma analogia entre essa situacao e a situacgao inicial da
classe NN.

A figura abaixo mostra como estdo inicialmente as sub-matrizes no hipercubo (as linhas
pontilhadas separam os processadores). Dependendo de como é feito o armazenamento
inicial das sub-matrizes, surgem trés algoritmos: NM;, NMy e N Ms.
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n _ R . —
0 m 1 n m n 1
- -+ - -+
I Ago ! I Agm—1 |
| | | |
0
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y Boo ; Bom—1
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I Ap—1,0 ! A —1,m—1!
| | | |
m—1
| | | |
| Bm—l,O | |Bm—1,'m71|
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Adaptando-se o algoritmo NNj & situagdo acima, pode-se notar que as sub-matrizes
de ordem n/m serdo multiplicadas em grupos de n/m processadores. Para se efetuar essa
operacao, contamos com algoritmos de trés classes: N, MM e MMM. Tais algoritmos
supoOem armazenamentos iniciais diferentes das matrizes, sendo que aquele que armazena
mais elementos por processador (portanto, que ocasionara maior tempo de comunica¢ao)
possui melhor complexidade. Os casos serdo analisados separadamente, dando origem a
trés algoritmos com complexidades distintas.

Algoritmo NM;: utilizando N; como sub-algoritmo. Esse é o caso mais simples:
cada p;j, com 0 < ¢ <me 0 < j < n, armazena uma coluna de cada sub-matriz, num
total de n/m elementos. Dessa forma, ha informacao em todos os processadores.
Seguindo os passos de NNy, cada DM gastara tempo O(2m) = O(n). E importante
notar que nas linhas a DM ¢é feita nos hipercubos determinados pelos elementos corres-
pondentes. Como em cada grupo serdo feitos m produtos de sub-matrizes de ordem n/m
utilizando Ny, gastar-se-a tempo O(m(2)?) = O(n?/m). Por fim, cada processador de-

m
verd somar as m sub-colunas resultantes: O(m.-) = O(n). O tempo total & portanto

O(n?/m) = O(n*/p).

Alguns casos particulares interessantes:

[ p [ m | COMPLEXIDADE | OBSERVAGOES I
n | 1 O(n?) Equivalente a V.
n° | n O(n) Equivalente a N Ny.

[

Algoritmo NMy: utilizando M M; como sub-algoritmo.? Consideraremos cada um
dos grupos de n/m processadores, que ¢ um sub-hipercubo, como um arranjo m’ x m’. Isso
significa que m/ = (n/m)'/2. Cada processador, de modo analogo a MM, deve armazenar
uma sub-matriz de ordem (n/m)/m’ = (n/m)Y/?, isto é, n/m elementos.

Voltando aos passos de NNy, cada DM gastara tempo O(m) = O(n ) os m produtos

em cada grupo utilizando M M; custarao O(m(%)%) ( Ml/m T ), ea somat()ria

—1 A41 —1

final O(mr) = O(n). Portanto, o tempo total é O(n+n > /m 7 )=0(nz /m 7 ) =

2Esse algoritmo pode ser aplicado quando n/m é quadrado perfeito.
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A—
O(n’\/pTl), uma vez que 2 < A < 3. Um fato interessante é que a complexidade é a
mesma, de M M;.

Alguns casos particulares interessantes:

[ » [ m [ COMPLEXIDADE | OBSERVACOES |

n 1 O(n%) Melhor do que N1 e N M.
n? | n O(n) Equivalente a NN1 e NM;.

Algoritmo N Mjz: utilizando MM M; como sub-algoritmo.? Neste tltimo caso, cada
um dos grupos de n/m processadores serd visto como um arranjo ctubico m’ x m’ x m/.
Logo, m' = (n/m)'/3. De modo analogo a MMM, as sub-matrizes correspondentes a
cada grupo deverdo estar armazenadas numa face desse arranjo, ou seja, cada processador
dessa face armazena uma sub-matriz da sub-matriz, que tem ordem (n/m)/m’ = (n/m)%/?,
correspondendo a um total de (n/m)*? elementos.

Aplicando os passos de NNy, cada DM custara O((n/m)*3m), as m multiplicaces
em cada grupo utilizando o algoritmo MMM gastardo tempo O(m((n/m)*/? log = +

m)?*3)), e a somatoria O(m(n/m)*3). O tempo total deve-se as multiplicacoes:

(n/

O(m((n/m)"log 2 + (n/m)3)) = O(Zrzlog = + n** [p™) = O(%7z log +
A

#(g)l—)\/?)).

n
Alguns casos particulares interessantes:

[ p [ m] COMPLEXIDADE | OBSERVAQOES |

n | 1 | O(m*?logn+n?*3) | Melhor do que N1, NM; e NMo.
n? | n O(n) Equivalente a NN1, NM; e NMo>.

Na formalizacao desses algoritmos, devemos observar quais dos d bits dos enderecgos dos
processadores de cada grupo estdo relacionados com as diregoes da visualizacdo m x m.
Considerando g = logyn e r = logy m, a figura abaixo mostra dentre os d bits quais estao
variando ao longo das linhas e colunas:

colunas linhas

——
d—1......... ... 0
“ .
r T
q

Portanto, também é necessario passar como parametro o valor de r = log, m, para se
poder fazer a divisao dos bits. Nesse caso, BITS = {0, ...,logy n+logy m—1}. Para facilitar
a descri¢gdo, vamos supor novamente que os registradores do algoritmo abaixo armazenam
sub-matrizes. Utilizaremos também um registrador auxiliar A UX.

NM,(BITS, r, A, B, C)
q = |BITS| —r

3Esse algoritmo pode ser aplicado quando n/m é cubo perfeito.
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LIN(j) :={BITS[q —],...,BITS[q — 1]}
COL(j) == {BITS[q],...,BITS[q + r — 1]}

Fi(j) =0
DM(LIN(j), A(5), F1(j))
FQ(]) = @

DM(COL(j), B(), B>(7))
BITS2 :={0,...,q—r—1}
fori:=0to 27" —1do
X(BITS2, Fi[i)(7), F2[i](4), AUX(j))
C(j) = C(j)+AUX(j)

Como se supbe armazenamentos iniciais diferentes em cada um dos trés algoritmos,
a Tnica coisa que muda na formalizacdo é a chamada do sub-algoritmo X. Para NMj,
X é Ny; para NMy, X &€ MM;; e para NM3, X ¢ MMM,. E claro que a soma na
ultima linha do algoritmo é feita entre os elementos correspondentes de C' e AUX, pois
estes registradores armazenam sub-matrizes.

4.6.3 Classe M: com 1 < p < n processadores

Para manter uma uniformidade na notagao, vamos considerar p = m, onde 1 < m < n.

Esses processadores sao vistos de uma maneira linear. Inicialmente, supomos que cada um

deles contenha uma coluna de sub-matrizes de A e de B, num total de n?/m elementos.
Esquema inicial para a matriz A, uma vez que o armazenamento de B é anédlogo:

0 1 m—1
Ao,o Ao,1 Ao,m—1
Am—1,0 | Am—1,1 Am—1,m—1

Dessa forma, pode-se deduzir um algoritmo que se baseia em Ni:

fori:=0tom—1do
DM de A; j;
pj calcula valor de C; ;

A primeira linha do laco gasta tempo O(%m) = O(n?/m), enquanto que a segunda
gasta O(m% + m(L£)*) = O(n*/m*1). Como hd m passos, o tempo total & O(n? +
n/\/mA—2) — O(n)‘/mA_z) — O(nA/p)‘_Q).

Considerando agora que os registradores A, B e C' sejam vetores de tamanho m, e seus
elementos sejam matrizes quadradas de ordem n/m, o mesmo ocorrendo com o vetor F,
podemos formalizar o algoritmo M;. Na sua chamada, BITS = {0, ...,logy m}.
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M, (BITS, A, B, C)
for i:=0 to m — 1 do
F(j):=0
DM (BITS, Ali](j), F'(j))
Cli](j) == MULTSEQ(Fi](5), B[i](4))

E facil notar que quando o armazenamento inicial das sub-matrizes for por linhas,
é possivel adaptar o algoritmo Ns. Dessa forma, surge o algoritmo Ms, com a mesma
complexidade que Mj.

Um caso particular interessante ocorre quando p = n, onde o tempo gasto ¢ O(n?): o
mesmo de V7.

4.6.4 Algoritmo NN M;: um outro algoritmo de NNM

Relembrando a descricao de NN M, a idéia béasica é visualizar um arranjo n X n X m como
um novo arranjo m x m X m, onde os elementos da face n X n passam a ser sub-matrizes
de ordem n/m, que correspondem a (n/m)? processadores que, por sua vez, formam um
sub-hipercubo. Com isso, é possivel adaptar o algoritmo NN N; a essa situacdo. Nesta
adaptacgdo, se torna necessario multiplicar essas sub-matrizes entre si, e se aplica entao
o algoritmo NN;. Entretanto, pudemos verificar que, para p = n?, MMM, tem melhor
complexidade do que N Ni, exigindo porém uma disposicdo inicial diferente das matrizes.
Entretanto, alguns processadores armazenarao mais dados, aumentando assim o tempo de
comunicacdo. NN M3 surge a partir desta consideracio®.

Cada grupo de (n/m)? processadores correspondente a uma sub-matriz sera, visto como
um cubo m’ x m’ x m’. Portanto, m’ = (n/m)?3. Cada processador pertencente a face
que inicialmente armazena as sub-matrizes contera uma sub-matriz de ordem (n/m)/m’ =
(n/m)Y3, ou seja, (n/m)?/3 elementos.

Dessa forma, basta seguir os passos de NNN;: cada DS custara O((n/m)?/3logm),
as multiplicacdes sdo realizadas através de MMM, gastando tempo O((n/m)?/3log -+
(n/m)*3), e a somatoria final gastara tempo da mesma ordem que o primeiro passo. O
tempo total ¢ portanto O((n/m)?? (logm + log ) + (n/m)*3) = O(p’;—fg logn + p’;—js)

No intervalo n? < p < n?, temos que logn = O(logp). Portanto, neste intervalo,
NN Mj3 tem complexidade da mesma ordem que M M M.

A formalizacdo de NN M3 é andloga & de NN My, e supOe que os registradores arma-
zenem sub-matrizes de ordem (n/m)'/3. Por outro lado, requer, como foi dito, um outro
armazenamento inicial.

NNM;(BITS, r, A, B, C)
q:= (|BITS| —1)/2
I(y) :={BITS[q —r],...,BITS[q — 1]}
J(j) = {BITS[2q — r],...,BITS[2q — 1]}
K(j) :={BITS[2q],...,BITS[2q +r — 1]}
DS(K(j), A(7))

“Esse algoritmo pode ser aplicado quando (n/m)? é cubo perfeito.
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DS(K(j), B(j))
A/ ) )7 (j?q—r:2q—
DS(J(j ), (7))
B'(j) :== B(j)
DS(I(5), B'(4))
BITS2 :={0,...,q—1r —
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1= J2g:2g4r—1)

(jq—T:q—l — j2q:2q+r—1>

1,q,...,2¢ —r—1}

MMM, (BITS2, A, B',C)

A'(j) = C(j)

SOMAZ(K (5), A'(7), C(4))

4.7 Resultados

Como os algoritmos basicos podem ser considerados casos particulares de alguns dos algo-
ritmos descritos, e alguns dos algoritmos sugeridos nao representam novidades em termos
de complexidade, temos o seguinte conjunto de resultados, onde somente os dois primeiros

[DNS81] nao sao originais:

[ ALGORITMO | PROCESSADORES COMPLEXIDADE |
NN M, n®<p<n? O(log%—t—"’;)
M M, 1<p<n? O(n/\/p%l)
MMM, 1<p<n’ 075 logp + 75)
N M, n<p<n? O(n®/p)
NM; n<p<n’ O fp'7)
N M3 n<p<n? O(%log%er’,{;g(%)l*A/g)
My 1<p<n o(n*/p*?)
NN M3 n?<p<n? O(ﬁ%logn—&-#)

Agrupando os algoritmos por intervalos e obtendo suas complexidades nos casos em que
o ntimero de processadores ¢ o mesmo dos algoritmos béasicos, podemos ter uma melhor

visao comparativa:

[ PROCESSADORES | ALGORITMO | p=n [ p=n p=n3 ]
My O(n?)
1<p<n M My O(n%)
M M M, O(n*/3logn + n?*/3)
MM, o(n"7) O(n)
NM; O(n?) O(n)
n < p<n? N My O(n/\;rl) O(n)
N Ms O(n*/3logn + n? /3) O(n)
M M M, O(n*3logn + n2/3) | O(m?/3logn + n*/3)
NN M, O(n) O(logn)
n?<p<nd NN M3 O(n?/3logn +n*/3) | O(logn)
M M M, O(n?/3logn +n*/3) | O(logn)
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4.8 Comparacoes

Nesta secao mostraremos quais sdo os algoritmos que, a partir de todos os resultados
obtidos, possuem melhor complexidade, considerando que o niimero de processadores varia,
desde 1 a n3.

Para simplificar a notacdo, a complexidade do algoritmo X seré referida como O(X).
Por exemplo, se a complexidade do algoritmo X calculada nas secoes anteriores é O(n?),
entdo escreveremos O(X) = O(n?) ou X = n?

Os algoritmos descritos cobrem intervalos do nimero p de processadores do hipercubo.
Esses intervalos dependem da ordem n das matrizes A e B. Portanto, torna-se necessério
considerar p como uma funcao de n para assim ser possivel efetuarmos as comparacoes.
Faremos a seguinte suposi¢ao: quando dissermos que g(n) < p < h(n), isso significara que
p = f(n) tal que g(n) < f(n) < h(n) para qualquer n positivo. Portanto, f(n) = Q(g(n))
e f(n) = O(h(n)).

A partir dessas consideracdes, podemos estabelecer um critério de comparacdo. Dados
dois algoritmos X e Y definidos num mesmo intervalo do niimero de processadores, X sera
considerado melhor do que Y se:

e X = O(Y) neste intervalo;

e houver pelo menos algum caso do niimero de processadores neste intervalo onde
X =o(Y).

4.8.1 NM; versus NM, versus N Mj

Inicialmente, iremos comparar as trés versoes do algoritmo N M, que cobrem os casos em
quen < p< n?.
Conforme a notag@o descrita acima, temos que:

NM; = n?/p,

A—1

NMy =n/p°z,
5/3

NM; = 275 log

4X—-3 223

2
ns ps

Comparacao entre NM; e NMs:

E facil observar que NMs = O(N M) se p = O(n?):

TL)\ n3
DJA4§ ::()(PJA4i) = o1 ::()(“)
p T b
n n3
"y
A+l 2
n 2 n
< (2)*7 =07
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& =0
(%)% (n)\;l)
& (HF =om™)
& B:O(n), pois 2<A<3 e P>y
n n
& p=0(n?
A1 9 A+l 9
Para o caso em que p = n, NMy = n2 e NM; = n®. Como n 2 = o(n®) para
2 <A< 3, NMy = o(NM;) quando p = n.
Conclusao: N My é melhor do que N M;.
Comparacao entre NMs e N Ms:
Fatos importantes:
(a) n°5 /7T =0T ) & p=0(n?).
Demonstracao:
AN—3 A 4x-3 A
n 3 n n 3 n
Py = O( E) And W:O(ﬁ)
p3 p 2 (nf)™s (ny) 2
2)/3 Atl
n n 2
& — =0 =
(%)2>\3 3 ((g %)
A—1 A+1
(B)= n-z
7 oz =)
n
s % Zo0n™)
n
s L -0m), pois 2<A<3 e L>1
n n
& p=0(n?
5/3 2 A-1
(b) 222 log ™2 = O(n/p*T).
Demonstracao:
5/3 2 A 2 32-5
n n n n n s
710g720 — <~ 10g72077
pi3 T p (p%) p (p¥)
n? n?
& log® = o(( )P,
p p

A dltima condi¢do é sempre verdadeira, pois 2 < A < 3.
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A+1

(c) Para o caso em que p=n, NMy =n"2 e NMz =n*/3logn + n*"/3,

A+1

Como 2 < X\ < 3, n*3logn = o(n"z ) e n?/3 = o(n%). Logo, NMs3 = o(N M)
quando p = n.

Conclusao: A partir dos fatos (a), (b) e (c¢), pode-se concluir que N M3 é melhor do
que N Mos.

Conclusao final: NM;s é o melhor dos trés algoritmos da classe NM no intervalo n <
p < n?. Como NM, tem a mesma complexidade de M M, (algoritmo este devido a Dekel,
Nassimi e Sahni), pode-se concluir também que neste mesmo intervalo N Mz é melhor do
que M M. Portanto, este ja é um algoritmo que supera os melhores resultados conhecidos.

4.8.2 MM, versus M,

Considerando 1 < p < n, temos:

fun

MM, =n/p T,
M, = n)\/p/\fQ‘

Pode-se comprovar facilmente que p = Q(1) garante M M; = O(M;):

n n
MM1 :O(Ml) <~ o1 :O(ﬂ)
pi b
X A1
n p 2
= ﬁ - O( )\_2)
s 1=00p"7)
< 1=0(p)
< p=Q(1)
A+l A+l
Para o caso em que p = n, MM; = n"z e M; = n?2. Como n"z2 = 0(n2) para

2 < X\ < 3, temos que M M; = o(M;) quando p = n.
Conclusao: M M; é melhor do que M; no intervalo 1 < p < n.

4.8.3 MMM, versus N M;

O intervalo considerado é n < p < n2, onde:

MMM, = pZ—%logp+n’\/p)‘/3

5/3 2 A 1-)\/3
NMs = %75 log o + s (5)'
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Fatos importantes:

(a) n*/p™3 = O(H7(2)!=3) & p = Q(n).

Demonstracao:
n " Pyi-a
— = —A/3 Dy1-x/3
3 O(p/\/:s(n) ) & 1=0() )
p
1=0(~
& 1=0()
& p=Q(n)
(b) ]%Zlogp - O(nlj; log ™= ) = p=Q(n)ep=0n?).
Demonstracao:

n2 5/3 n2 ) n2
n /3100 -
278 logp = O("7z Y log p) & logp = O(( )/?log p)

< logp+ (= )1/310gp:O((%)1/3logn2).

A tltima condicdo ¢ vélida, pois p = Q(n) e p = O(n?).

(¢) Quando p = n?, MMM; = o(NDMs), pois neste caso NM3 = n e MMM, =
n?/3logn 4+ nM3.

Conclusao: A partir dos fatos (a), (b) e (¢), pode-se concluir que, no intervalo n < p <
n?, MMM, é melhor do que NMj3. Como conseqiiéncia, neste mesmo intervalo, M M M
¢ melhor do que M M;.

4.8.4 MMM, versus MM,

O resultado da secdo anterior mostra que MM M; é melhor do que M M; pelo menos
no intervalo n < p < n?. Entretanto, é facil mostrar que MM M; é melhor também no
intervalo 1 < p < n.

Conforme o que j4 foi descrito:

MMM, = 2/3 log p + n* /p*/3,
1

MM, = n)‘/pi.

Fatos importantes:

(a) 0 /pM =0 p°T ) & p=Q(1).
Demonstracao:
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2 Al
(b) Slogp =O0(n*/p™2).
Demonstracao:

n2 n 6 nb6(A—2)
278 logp = 0(p%) & log’p = 0(w)

Dois casos devem ser considerados:

— Para 3\ — 7> 0:

nb(r=2)

N\3y_7 3r_
log p = O(w) & log’p=0((=) 9.

Neste caso, como p = O(n), n/p = Q(1) e 3A — 5 > 2, a condicao é verdadeira.
— Para 3\ -7 < 0:

nb(A—2)
logf p = O(W) & loglp = O -2)p7=3),
Neste caso, como 0 < A — 2 < 1/3, temos que n®*~2) = Q(1), e portanto a
condicdo é verdadeira.
(¢) Quando p = n, MMM, = o(MMj), pois neste caso MMM, = n*/3logn + n*/? e

A+1

MMl—n 2.

(c), pode-se concluir que MM M; é melhor
< n. Com o resultado da sub-se¢do anterior,

Conclusao: A partir dos fatos (a), (b) e
b
MM, em todo o intervalo 1 < p < n2.

(b
do que M M; também no intervalo 1 <
conclui-se que M M M; é melhor do que

4.8.5 NNDM; versus NN M;
Esses algoritmos serdo comparados no intervalo n? < p < n3:

NNM; = 2/3 logn+n/\/p>‘/3
NNM, = log L +n3/p.

Fatos importantes:

(a) n*/pM3 =O0(n?/p) & p=0(n?).

Demonstracao:
n? n? n? n?
/3 - O(?) = (n2 2\ = O(nQ%)
n3 n
& - =0
@~ @y
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& ()7 =0@'T)
& (4) =0
& p=0(nd).

(b) p=0(n*) = log & = O(pg‘—i,, log n), pois neste caso p/n? = O(n) e n?/p?/3 = Q(1).
(c) # logn = O(n3/p) < logn = O(n/p'/3) = p = 0(n3/log’ n).
(d) De modo analogo, p’;—; logn = ©(n?/p) & p=0(n3/log*n).

(e) De modo anélogo, pﬁ—; logn = Q(n3/p) & p = Q(n3/log>n).

A partir desses fatos, podemos considerar o nimero de processadores sujeito a quatro
Casos:

e n? < p<n3/logdn: a partir dos fatos (a) e (c), temos que NNMs = O(NNM;).

e p=0(n?/log®n): a partir dos fatos (a), (b) e (d), temos que NNMz = O(NNM).
e n3/log3n < p < n3: a partir dos fatos (b) e (e), temos que NNMz = Q(NNM).

o p=0(nd): NNMs=O(NNM,), pois NNMs = NNM; = logn.

Portanto, no intervalo n? < p < n?, temos que:

NNMz = O(NNM;) < p<n’/logdn,
NNMz =O(NNM;) < p=0(n*/log3n) oup=0(n?),
NNM; = O(NNM3) < n®/logn <p<n?

Alguns casos particulares:

e Quando p = n, NNMs = o(NNMj), pois neste caso NNMz = n?/3logn + n*/3 e
NNM; =n.

e Quando p = n3/logn, NNM; = o(NNM3), pois nesse caso NNM; = logn e
NNM; = log®/?n.

Conclusdo: No intervalo considerado, ha uma fronteira (p = ©(n3/log®n)) onde a sua
esquerda NN M3 é melhor, e & sua direita, NNM; passa a ser o melhor algoritmo, com
excecdo do caso p = O(n?), onde eles tém a mesma complexidade. Como nesse mesmo
intervalo log p = ©(logn), a mesma conclusao vale para M M M.
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4.9 Melhores algoritmos

Os resultados das comparacoes efetuadas entre os algoritmos podem ser agrupados no

seguinte quadro:

M;: pior do que M M.
M M;: pior do que M M M;.
MM M;: é o melhor.

M M;: pior do que N Ms.
NM;: pior do que N Ms.

N Ms: pior do que N Ms.

N Ms: pior do que MM M.
MM M;: é o melhor.

NN Mji: possui fronteira com NN Ms.
NN Ms: possui fronteira com NN M;.
MM M;: equivalente a NN Ms.

Dessa forma, podemos entdo concluir quais sdo os melhores algoritmos em cada inter-
valo do ntiimero de processadores, que varia desde 1 a n3, e quais as suas complexidades:

[ PROCESSADORES |

ALGORITMOS

| COMPLEXIDADES ||

1<p<n?

M M M

n2 n

n® <p<n®/log’n

MMM, ou NN Ms;

72 7A
O(p;ﬁlognJr p;T)

p=0m*/log>n) | MMM, ou NNMs ou NNM; O(log® n)
n3/log3n§p§n3 NN M, O(log%—i—";)
p = 0(n®) MMM, ou NNMs ou NNM,; O(logn)

4.10 Exemplos

Nesta se¢do mostraremos alguns exemplos onde comparamos as complexidades dos algorit-
mos de [DNS81] (M M; e NN M;) com as complexidades dos dois novos algoritmos M M M,
e NN Mj3 nos casos em que esses ultimos sao melhores.

Assumiremos também um valor ficticio para A (no caso, 8/3) para facilitar a compara-
¢do. Obviamente, poderia ter sido utilizado qualquer valor para A tal que 2 < A < 3.
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| ProcEssapoRES COMPLEXIDADES | COMPLEXIDADES com x =8/3 ||
= 57
e | ot i O
= 2 A &
g MMM : O(loggﬁloglogn—k ﬁ) MMM, : 0(710288//(;”)
p—n MM, : O(n°=) MM, : O(n''/")
MMM, :  O(n*?logn + n*3) MMM : O(n'®/°)
— 11/6
MM, : O(n%/log% n) MM, : O(&W)
p=mnlogn 4/31 1/3 2 \x/3 %l6/0
MMMy : O(n*"log”"n+ (1)) MMM, : O(m)
379 MM, : o(n%g) MM, : O(n'"/12)
bp=n / 4/3
MMM, : O(nlogn+ n*/?) MMM, : O(n*?)
2 NNM,: O(n) NNM,: O(n)
p= MMM, : O(n*®logn + n*/?) MMM, : O(n®°)
N NNM;: O(n/logn) NNM:: O(g.)
p=mn-logn NNMs: O(n**log"®n+ (2-)%) NNMs: O((%)"*)
5/2 NNM,;: O(n'/?) NNM,;: O(n'/?)
MMM : O(n'/?logn 4 n*/%) MMM, : O(n*?)

4.11 Algoritmos tipo “divisao-e-conquista’”

Toda esta segao é resultado de uma investigacao posterior ao desenvolvimento dos algo-
ritmos ja descritos. Como foi comentado, a idéia fundamental por tras de tudo o que foi
visto em termos de multiplicagdo de matrizes no hipercubo é adaptar os algoritmos béasicos
dos casos com n, n? e n processadores, considerando sub-matrizes como elementos. Isso
é interessante no hipercubo gragas as propriedades da visualizacdo matricial.

Partindo desse fato, tentamos obter novos algoritmos bésicos, distintos dos ja conheci-
dos, e assim verificar o que aconteceria se repetissemos neles as adaptagcoes.

Como o hipercubo é uma topologia essencialmente recursiva, surge quase que imedia-
tamente uma pergunta: por que nado tentar a elaboragao de algoritmos do tipo “divisdo-e-
conquista’ Essa foi a experiéncia realizada.

Apresentaremos dois algoritmos bésicos originais equivalentes a NNy e NN N7, mas
que se baseiam no método de “divisao-e-conquista” aplicados a hipercubos dispostos ma-
tricialmente. A partir deles, calcularemos as complexidades de algumas das adaptactes ja
descritas.

Em ambos os algoritmos, as matrizes A, B e C serdo consideradas como matrizes
quadradas de ordem 2, onde seus elementos sao sub-matrizes Z x 2:

2 X3
Aoo Ao Boo Bo,a Coo Coa
A=| Ao Sor g | Boo Bory | Coo Con
[ Ao A 1 [ Bio Bia ] [ Cip Ci1 ]

Portanto, sabe-se que:

Co,0 = Ao,0B0,0 + Ao,1B1,0,
Co1 = AooBo1 + Ao1Bi11,
C10 = A1,0Boo + A1,1B1,0,
Ci,1 = A10Bo1 + A1,1B11.
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4.11.1 Algoritmo NNpc: para p = n? processadores

Da mesma forma que os algoritmos bésicos anteriores com n? processadores, NNp¢ tem
complexidade O(n) e supde que inicialmente cada processador p; ; armazene os elementos
a;j € bi,j, 0<4,5<n.

Considerando o hipercubo disposto na forma matricial n x n, onde quatro sub-hipercu-
bos armazenam as sub-matrizes conforme a figura abaixo, sabe-se que a troca dos elementos
entre quaisquer dois desses sub-hipercubos pode ser feita em tempo constante.

Ao,0B0,0|Ao,1B0,1

A1,0B1,0[A1,181,1

Seja T'(n) o tempo total gasto pelo algoritmo. Seus passos sdo os seguintes:

e Troca das sub-matrizes: By < Big. Tempo: O(1).

r ‘ A(),OB(LO Ao,llgl,()
| J R
P A1,0B0,1|A1,1B1,1

e Em cada sub-hipercubo, de maneira recursiva, é calculado o produto entre as duas
sub-matrizes armazenadas. Tempo: T'(n/2).

e Roteamento e adigao dos resultados obtidos no passo anterior, seguindo o esquema
abaixo, calculando assim Cq e Cy1,;. Tempo: O(1).

Co,0

Ao,08B0,0[A0,1B1,0

C1,1

A1,0B0,1|A1,181,1

e Troca das sub-matrizes: Bg g <> Bo1 e Bi,1 < Bi,o. Tempo: O(1).

Co,0

Ao,0B0,1|A0,1B1,1

Y

A | )
Yy

A1,0B0,0[A1,1B1,0
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e (Calculo recursivo dos produtos referentes as sub-matrizes de A e BB armazenadas em
cada sub-hipercubo. Tempo: T'(n/2).

¢ Roteamento e adi¢do dos resultados obtidos no passo anterior, seguindo o esquema
abaixo, calculando assim Cq; e Cy9. Tempo: O(1).

Co,0 Co,1
_—
Ao,0B0,1|A0,181,1
_
C1,0 Ci,1
-~

A1,0B0,0|A1,181,0

Caso deseje-se que as sub-matrizes de A e B voltem as suas posi¢des iniciais, isso pode
ser feito em tempo O(1) através de novos roteamentos.

O tempo total é T'(n) = 2T'(n/2) + O(1). Como T'(1) = O(1), segue que T'(n) = O(n).
Este algoritmo nao exige nenhuma capacidade extra de armazenamento em cada proces-
sador, pois somente houve roteamentos e trocas de valores. Portanto, cada processador
necessita apenas de espaco O(1).

4.11.2 Algoritmo NNNpc: com p = n® processadores

Considerando o hipercubo como um cubo com n? processadores, a disposicdo inicial das
matrizes A e B é a mesma exigida pelo algoritmo NN N7 descrito anteriormente, ou seja,
ambas as matrizes estdao na face k = 0, um elemento de cada matriz por processador.

O esquema abaixo mostra a disposicao inicial das matrizes A e B no hipercubo, onde
cada sub-cubo corresponde a um sub-hipercubo com n3/8 processadores:

— =

Ao,0B0,0A0,1B0,1

A1,081,0[41,181,1

Chamemos novamente de T(n) o tempo gasto por este algoritmo. Seus passos sdo os
seguintes:

e (Cépia das sub-matrizes na correspondente face k = 0 dos sub-cubos de tras. Tempo:

0(1).

Separando-se os quatro sub-cubos da frente dos outros quatro de tras, pode-se ob-
servar melhor a situagdo apds esse passo:
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\Ao,0B0,0[A0,1B0,1

Ao,080,0[A0,1B0,1

A1,081,0[A1,181,1

A1,081,00A1,181,1

e Troca das sub-matrizes de B segundo o esquema abaixo:

B ‘ T Ao, 0B0,1A40,181,1
4 i ‘ — |Ao,0B0,0/40,181,0

' .
A1,0B0,0[A1,181,0
] A1,080,1|A1,181,1

O tempo gasto nestes roteamentos ¢ O(1).

e (Cdlculo recursivo dos produtos das sub-matrizes em cada um dos 8 sub-hipercubos.
Tempo necesséario: T'(n/2).

¢ Roteamento dos resultados obtidos no passo anterior com somatéria para célculo de
Co,0, Co,1, C10 € C1,1, conforme a figura abaixo:

Co,1
_ CO,O
—l Ao,08B0,1[A40,1B1,1
— |Ao,080,0}40,181,0
Ci,0
-~ Ci1
N A1,0B0,0[A1,181,0
A1,0B0,1|A1,1B1,1

O tempo gasto neste passo ¢ O(1).

e Copia de C1 e Cp,1 nos correspondentes sub-hipercubos da frente:

— _—

Co,0 Co,1

Ao,0B0,0[40,181,0

C1,0 Ci11

B

A1,0B0,1]A1,181,1




64 CAPITULO 4. MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Este ultimo passo também gasta tempo O(1).

Caso seja necessério, as sub-matrizes de B podem ser recolocadas em suas posicoes
iniciais em tempo O(1) fazendo-se roteamentos inversos aos descritos no segundo passo.

O tempo total do algoritmo é T'(n) = T'(n/2) + O(1), ou seja, T'(n) = O(logn), uma
vez que T'(1) = O(1). Do mesmo modo que o algoritmo anterior, o espaco necessario em
cada processador é constante.

4.11.3 Algoritmo NNMpc: com n? < p < n?® processadores

De modo analogo ao desenvolvimento de NN My, a idéia é considerar cada grupo de (n/m)?
processadores como uma sub-matriz, e adaptar NN Npc. Supode também que as matrizes
estejam inicialmente armazenadas como em NN Mi: um elemento por processador na face
k = 0 da visualizacdo matricial.

m — 1
0,0 x -1 n— . on—1
— T T T T
0 ! [ 1 Lot
»——:——-L + -4 »—-:—— + -4
1 I
F-=+ Aopo F-=+ Aom—1
F-=+ Boo F=+ Bom-1
no_
- l |
1 1
T T T T
n— X ! 1 1 ! [
m 1 I
»———I——-L + -4 »———I——-L -4
l |
F-=+ Am_1,0 F=+Am—1,m—1
F=+ Bm-1,0 F=+4Bm—1,m—1
n—1 | 1
1 1

Nao descreveremos os passos por ser desnecessirio, uma vez que sdo 08 mesmos de
NN Np¢, considerando as sub-matrizes de ordem n/m como elementos e utilizando N Npc
como sub-algoritmo.

Chamando de T'(n,m) o tempo necessario para o célculo da matriz C utilizando um
hipercubo com p = n?m processadores através do algoritmo NN Mpc, temos que:

{T(n,l) = O(n)
T(n,m) = T(n/2,m/2)+ O(1)

Desenvolvendo a férmula de recorréncia:
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T(n,m) = T(n/2,m/2)+ O(1)
= T(n/2%,m/2%) +O0(1) +0(1)

_ T(n/28,m/2%) + O(k)

Para m = 2F:

T(n,m) = T(n/m,1)+ O(logm)
= O(n/m) + O(logm)
= O(ng/erlog%)

4.11.4 Algoritmo M Mpc: com 1 < p < n? processadores

Esse algoritmo é desenvolvido de maneira andloga a M M;: cada processador armazena
2(n/m)? elementos, segundo o esquema abaixo, mas ele segue os passos de N Npc, uti-
lizando também o melhor algoritmo seqiiencial para multiplicacdo de matrizes. Sabe-se
portanto que os roteamentos e adigdes entre sub-matrizes custam O((n/m)?).

0 m—1
Ao,o Ao,m—1
0 PPN
Bo,o Bo,m—1
Am,—l,O Am,—l,m,—l
m—1
Bm-1,0 Bm—1,m-1

Novamente, chamando agora de T'(m) o tempo necessario para o calculo da matriz C
através de M Mp¢, temos que:
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{ T(1) = O((n/m)*)
T(m) = 2T(m/2)+ O((n/m)?)

Desenvolvendo a féormula de recorréncia:

T(m) = 2T(m/2) + O(n*/m?)

= 2[2T(m/2%) + O(n?/(m/2)*)] + O(n?/m?)
= 2°T(m/2%) + 0(77;;(22 +1))

= 22[2T(m/2%) + O(nZ/(m/22)2)] + O(—Z;(22 +1))

= 23T(m/23)+0( (24+22+1))

= (m/2k)+0( (22<k D4 92(=2) 4 1))

n22k 1

= 2T(m/2") + 05—

)

Para m = 2F:

n2m?—1
m2

T(m) = O(m(n/m)*)+ O( 3

= O(n)‘/mA_1+n2)
= O /pT +n?)

)

4.11.5 Algoritmo MM Mpc: com 1 < p < n? processadores

O desenvolvimento de M M Mpc é andlogo ao de M M My, pois cada processador da face
k = 0 da visualizacdo abaixo armazena sub-matrizes de A e B de ordem n/m. Seus passos
seguem NN Npc, e também utilizam o melhor algoritmo seqiiencial para multiplicacao de
matrizes.
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Ao,o

Bo,o

Am—1,0

Bm—l,O

AO,m—l

Bo,m—1

Amfl,mfl

Bm—l,m—l
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Agora T'(m) sera o tempo necessério para o calculo da matriz C através de MM Mpc:

(1) = O((n/m))
T(m) = T(m/2)+0((n/m)?)

Desenvolvendo a formula de recorréncia:

T(m)

T(m/2%) 4+ O(

T(m/2) + O(n*/m?)
T(m/2%) + O(n*/(m/2)*) + O(n® /m?)

2

T(m/2*) + O(— (2> + 1))

n
m
7’L2

T(m/2%) + O(n?/(m/2%)*) + O(—5(2* + 1))

m2
2

T(m/2%) + O(— (2" + 2% + 1))

n
m

2

T(m/2%) + O(—5 (221 4 222 4 1))

n

m

n2 22k_1
m2 3

)
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Para m = 2F:

m2—1
3

n?
T(m) = O((n/m)*)+ O(-—

= O((n/m)* +n?)
= 0@\ )

)

4.11.6 Comparacoes

Na tabela abaixo estao as complexidades desses novos algoritmos do tipo “divisdo-e-conquista”
diante de algum de seus similares anteriores ja descritos:

[ PROCESSADORES | “DIVISAO-E-CONQUISTA” | ANTERIORES |

p=n’ NNpc: O(n) NNi: O(n)

p=n NNNpc: O(logn) NNN;: O(logn)
n*<p<n? NNMpc: O(log £ + ) NNM;: O(log & + )

=T —1
1<p<n? MMpc: O(n*/p~2 +n?) MM: O(n*/p~2)
2

1<p<n® MMMpc: O(n® + 575) | MMMi: O(J57 logp + 2575)

Podemos concluir que os algoritmos do tipo “divisdo-e-conquista’, apesar de serem todos
originais, nao sdo melhores que os anteriores em termos de complexidade de tempo. Isso
se deve ao fato de se baseiam principalmente em roteamentos (ndo ha neles qualquer
necessidade de armazenamento extra), e portanto tém uma eficiéncia ruim quando os
processadores inicialmente contém sub-matrizes. Por outro lado, nos casos em que ha
um unico elemento de cada matriz por processador, obtém-se complexidades equivalentes,
com a vantagem de gastar espaco O(1).



Capitulo 5

Multiplicacao de matriz por vetor

Apresentamos aqui um outro exemplo original da utilidade da visualizagdo matricial na
elaboracao de algoritmos para o hipercubo. Como hé uma semelhanca muito grande entre o
problema da multiplicacao de matrizes e o da multiplicacao de matriz por vetor, é possivel
aproveitar algumas das idéias presentes no capitulo anterior. Utilizaremos inclusive a
mesma nomenclatura, sem a necessidade de classes, para facilitar o entendimento.

Por nédo ser o tema mais importante deste trabalho, todas as descricbes serdo apenas
informais.

5.1 O problema

A multiplicagdo de matriz por vetor consiste em calcular um vetor Y= (y;), 0 < i < n,
que é o resultado da multiplicacdo entre uma matriz A= (a;;) e outro vetor X=(z;),
0 <i,7 <n. Dessa forma, AX=), onde y; = ZZ;(l) a; ki, 0 < i < n. Também se supoe
que tanto a matriz A como o vetor X estejam dispostos no hipercubo de uma maneira
conveniente, e a disposi¢do final do vetor ) serd andloga a disposi¢do inicial de X'. Além
disso, cada elemento da matriz ou dos dois vetores tem tamanho unitario, permitindo assim
sua transmissdo em tempo O(1).

Pela prépria definicdo do problema, percebe-se que sua complexidade seqiiencial é

O(n?).

5.2 Algoritmos paralelos conhecidos

Em [BeT89|, ha dois algoritmos para os casos em que o ndmero p de processadores do

hipercubo é n ou n?. Suas complexidades sio O(n) e O(logn), respectivamente, e os

chamaremos de N e NN, seguindo a mesma notacao empregada no capitulo 4. Vamos
descrevé-los rapidamente.

5.2.1 Algoritmo N: com p = n processadores

Esse algoritmo counsidera o hipercubo disposto linearmente, conforme a figura abaixo.
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Cada p; armazena, inicialmente o vetor X e i-ésima linha de A, e pode calcular em
tempo O(n) o elemento y; do vetor ). Através de uma DM, que custa também O(n), cada
processador terd todos os elementos do vetor V.

5.2.2 Algoritmo NN: com p = n? processadores

Como era de se esperar, NN considera o hipercubo na visualizacao matricial n x n.

Inicialmente, cada p;; armazena o elemento a;; de A. O vetor X estd armazenado
numa linha da matriz, um elemento por processador. Sem perda de generalidade, vamos
considerar que essa linha seja a de nimero 0. Dessa forma, no inicio pg ; contém o valor
de z;, além de ag j, para 0 < j < n.

Os passos s80 0s seguintes:

e A partir de pg j, DS de x; em cada coluna. No final desse passo, que custa O(logn),
o vetor X estard em todas as linhas da matriz, um elemento por processador.

e Cada processador p; ; calcula a; ;xj, que ¢ uma das n parcelas de y;. Custo: O(1).

e Através de AS em cada linha j, pode-se somar todas as parcelas de y;, armazenando
o resultado em p; ;. Custo: O(logn).

e DS em cada coluna j a partir de p; j: O(logn).

Portanto, o tempo total deste algoritmo é O(logn).
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5.3 Os novos algoritmos

Lembrando das idéias descritas no tltimo capitulo, fica simples, a partir dos dois algoritmos
anteriores, elaborar outros mais gerais e originais: M e MM,

A matriz A é vista como formada por sub-matrizes quadradas de ordem n/m, onde m
e n sdo poténcias de 2 tais que 1 < m <n, e X e Y sdo vetores compostos de m sub-vetores
com n/m elementos cada um:

A= (Aij), X =(X)eY= (),

onde 0 < 17,7 < m. Sabe-se portanto que J; = ZZL;OI A 1 X

5.3.1 Algoritmo M: com 1 < p < n processadores

O hipercubo com p = m processadores é visualizado linearmente. Inicialmente, cada
processador p; armazena a i-ésima linha de sub-matrizes de A, isto ¢, A; j para 0 < j < m,
e o vetor X' completo. O algoritmo baseia-se em N.

Passos:

e Em cada p;, calcula-se ); gastando tempo O(n?/m).

e DM de YV;: O(Em) = O(n).

m

Tempo total: O(n +n?/m) = O(n?/m) = O(n?/p).
Alguns casos interessantes:

[ p [ COMPLEXIDADE ||

logn O(n?/logn)
nl 2 O(TL3 2)
n O(n)

5.3.2 Algoritmo MM: com 1 < p < n? prodessadores

Neste caso, o hipercubo de p = m? processadores ¢ visualizado como uma matriz m x m,
e cada processador p; ; inicialmente armazena a sub-matriz A; ;. A linha 0 contém o vetor
X, um sub-vetor por processadoo.

Os passos sdo andlogos aos do algoritmo NN:

e DS dos sub-vetores de X’ nas colunas: O(logm).

e Cada processador p; ;j calcula A; ;X;, que é um sub-vetor de tamanho n/m. Tempo:
O((n/m)?).

e AS em cada linha j, colocando em p;; a somatoéria dos sub-vetores calculados no
passo anterior, que corresponde ao sub-vetor Y;: O(;-logm).

!Também é possivel criar mais dois algoritmos, utilizando para isso a visualizacgio NM, mas como eles

tém complexidades O(% logn), paran <p < n?, ndo os descreveremos.
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e DS do sub-vetor V; em cada coluna j, a partir de p;;: O(; logm).

Tempo total: O(Zlogm + (n/m)') = O(# logp + n?/p).
Alguns casos interessantes:

I P | COMPLEXIDADE ||

logn O(n?/logn)

’I'Ll 2 O(nS 2)

n O(n)

nlogn O(n/logn)

372 O(n'’?)
n?/logn O(log®/? n)

n? O(logn)

5.4 Resultados

Conforme as descri¢oes acima, temos os seguintes algoritmos para multiplicagdo de matriz
por vetor, uma vez que N e NN sao casos particulares:

[ ALGORITMO | PROCESSADORES | COMPLEXIDADE ||
M 1<p<n O(n?/p)
MM 1<p<n® O(_17 logp + n”/p)

5.5 Comparacgao

Seguindo a mesma notagao e critérios do capitulo 4, somente podemos comparar ambos os
algoritmos no intervalo 1 < p < n:

M =n?/p,
MM = #logp+n2/p.

Sabe-se que:

n
73 logp = O(n*/p) < p'/*logp = O(n)

No intervalo considerado, p'/? = O(n'/?), e logp = O(logn) = o(n'/?). Portanto,
a ultima condicao acima é verdadeira, o que significa que a complexidade de MM no
intervalo 1 < p < n ¢ O(n?/p): a mesma de M.

5.6 Melhores algoritmos

A tabela abaixo mostra a complexidade dos melhores algoritmos de multiplicacao de matriz
por vetor no intervalo 1 < p < n2:



5.6. MELHORES ALGORITMOS

[ PROCESSADORES | ALGORITMOS [ COMPLEXIDADE ||
1<p<n M ou MM O(n?/p)
1<p<n? MM O(7 logp + n’/p)

73

Conseguimos assim generalizar os algoritmos N e NN (validos para n e n? processa-

dores, respectivamente) para o namero de processadores no intervalo citado acima.
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Capitulo 6

Comentarios e perspectivas

A exemplo dos trabalhos de [DNS81, NaS81, NaS82|, em que nao sao comentados resultados
de qualquer implementacdo, os resultados deste trabalho sdo de cunho teérico. Podemos
dizer que os algoritmos “ndo safram do papel”. A superioridade de alguns dos algoritmos
apresentados demonstra-se pelas suas complexidades de tempo.

A utilizacao das operagoes basicas de comunicagao foi motivada gracas as suas descri-
¢oes em |BeT89|, empregadas inclusive em algoritmos bésicos de multiplicagdo de matrizes.
E claro que seu uso ndo é necessario, mas, uma vez que se tornam familiares ao leitor, per-
mitem maior simplicidade e clareza tanto na descricao como na formalizacao de algoritmos.
No nosso caso, a tnica desvantagem que observamos foi a de exigir em alguns algoritmos
um maior espago em cada processador.

Um fato que julgamos necessario ressaltar é a importancia das visualiza¢des matriciais
do hipercubo como instrumento de concepcao de algoritmos. Seus autores, sem lhe darem
esse nome, a utilizaram em muitos algoritmos, mas ndo chegaram a enumerar algumas de
suas propriedades da forma como fizemos no capitulo 2. Consideramos que esse conheci-
mento facilita muito a compreensdo dos algoritmos. Por esse mesmo motivo, os exemplos
citados (intercalacao bitonica, permutacao, ordenacao e transposicao de matrizes) foram
descritos baseados nestas propriedades, utilizando também as operacgoes béasicas, e permi-
tem uma rapida assimilacao das idéias que os originaram, o que nao acontece de modo claro
nos artigos. Os algoritmos originais para multiplicacao de matriz por vetor apresentados
no capitulo 5 sdo mais um exemplo que destaca a importancia deste instrumento.

Quanto ao problema da multiplicagdo de matrizes no hipercubo, como ji comentamos,
a secdo 4.5 mostra qual foi o ponto de partida em que nos apoiamos na elaboragdo dos
novos algoritmos. Todo o mérito da aplicacao da visualizacdo matricial a esse problema,
aproveitando algumas de suas caracteristicas proprias, é dos autores ja citados. Simples-
mente, eles ndo a exploraram completamente. Nao julgamos que o nosso trabalho o faga,
longe disso, mas contribui de uma forma satisfatéria mostrando grandes familias de algorit-
mos e deixando possibilidades para a concepgao de varios outros. Essa grande quantidade
de algoritmos nos obrigou a criar uma divisdo entre eles, agrupando-os em classes, pois
descrevé-los um a um sem seguir uma ordem seria muito enfadonho.

A importancia da utilizacao da visualizagao matricial do hipercubo para elaborar novos
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algoritmos pode ser ainda corroborada pelo seguinte fato, ao menos curioso. Ao tomarmos
conhecimento da visualiza¢ao matricial através de um trabalho de Nassimi e Sahni [NaS82],
desconheciamos os trabalhos de [DNS81]. Os primeiros algoritmos para multiplicagdo de
matrizes que descobrimos perteciam justamente & classe NN M. Somente posteriormente,
apos conhecermos o trabalho de [DNS81], descobrimos que na verdade teriamos reinventado
resultados j& conhecidos.

As formalizagbes sdo todas originais. Convidamos o leitor a compara-las com as que
estao apresentadas em [DNS81|, para que note o quanto se lucrou em clareza e concisao
através do emprego das operagdes basicas. Aproveitamos a vantagem de se dividir um
hipercubo em outros através de um sub-conjunto dos bits dos enderecos de seus vértices
para utilizar as formalizacoes como sub-algoritmos.

A primeira dificuldade enfrentada foi a determinacio do modelo de medida do tempo
de comunicacio entre os processadores. No capitulo 3, relatamos quais foram as hip6teses
consideradas, com o objetivo de tornar os novos resultados comparéveis aos ja conhecidos.
Em seguida, surgiu o grande obstaculo: comparar as complexidades.

Uma vez que as complexidades obtidas dependiam do nimero p de processadores, que
por sua vez estava sujeito a um intervalo relacionado com a ordem das matrizes, fomos
obrigados a sugerir um critério de comparacao. Nao encontramos na literatura nada que
pudesse nos ajudar, o que nao significa que nao exista. O fato de que ha uma omissao
por parte dos autores citados quanto a certos detalhes, forgou-nos a fixar algumas regras.
O critério que estabelecemos, também descrito no capitulo 4, foi o que nos pareceu mais
adequado, mas o consideramos sujeito a varios aperfeicoamentos. De qualquer forma, os
exemplos que apresentamos ap6s as comparagoes nos ddo uma certa garantia da corretude
das conclusoes.

Por fim, apresentamos algo extra: a aplicagdo do paradigma da “divisdo-e-conquista”
ao problema da multiplicagao de matrizes no hipercubo, considerando o que ja havia sido
exposto até entdo. Nao descrevemos todos os algoritmos; apenas indicamos o modo de como
é possivel obté-los. Conforme ji frisamos, parecem nao representar progressos quanto a
complexidade de tempo, inclusive sendo piores em alguns casos, mas possuen a vantagem
de nao necessitar de espaco extra de armazenamento.

Ha dois aspectos que ficaram pendentes e que podem ser objetos de pesquisa:

e Nio foi estudada a generalizacdo do problema da multiplicagdo de matrizes para o
caso em que elas ndo sejam quadradas, nem quando sua ordem nao seja poténcia de
2. Esse ultimo aspecto parece ser de simples solucao, utilizando para isso o menor
hipercubo capaz de conter as matrizes.

e Muitos outros problemas podem ser resolvidos através da multiplicacao de matrizes.
Dessa forma, os resultados aqui apresentados podem ter outras aplicacoes.
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Apéndice A

Lista de simbolos

. PRIMEIRA
SIMBOLO SIGNIFICADO OCORRENCIA
L Comprimento da mensagem a ser enviada 4
16} Custo de start-up para comunicacao 4
T Tempo de transmissao 4
DS Difusao Singular 5
DM Difusdo Multi-n6 5
Dp Dispersao )
TC Troca Completa 5
AS Acumulagao Singular 5
AM Acumulagao Multi-no 5
Re Recolhimento 5
H(d) Hipercubo de dimensao d 7
P Ntmero de processadores de H(d): p = 24 7
€d—1-.-€1€Q Representacgao binaria do enderego do vértice e de H(d) 7
&) Operador ou-exclusivo 7
R(7) Registrador R no vértice ¢ de H(d) 10
R[j](%) j-ésima posi¢ao do vetor R do veértice ¢ de H(d) 10
ip b-ésimo bit da representacao binaria de ¢ 10
Tby:by Bits by ... by da representacao binaria de 10
A® Corresponde a 441 ... Tt 10pip—1 - - - G0, 10
onde 7, € o complemento de
= Atribuicao entre registradores de um mesmo vértice 11
— Atribuicdo entre registradores de vértices vizinhos 11
— Troca entre registradores de vértices vizinhos 11
P=(p;. ) Matriz de processadores que representa visualizagao 16
bl matricial de H(d)
& Operador de concatenagao 31
n Ordem das matrizes (poténcia de 2) 34
A= (aig), B= (bi;), Matrizes quadradas de ordem n 34
C= (ciy)
Expoente de n na complexidade do melhor algoritmo
A . 34
seqiiencial para calcular AB
BITS Vetor que contém indicgs dos bits 34
que definem os sub-hipercubos
m Poténcia de 2 pertencente ao intervalo [1, n] 40
X= (z;), Y= (yi)  Vetores de tamanho n 69
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